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VORWORT ZUR DEUTSCHEN AUSGABE 


Seit Erscheinen der russischen Orginalausgabe dieses Buches ist eine Reihe 
von interessanten Arbeiten zur Theorie der normierten Algebren und ihren 
Anwendungen erschienen, die wesentlich zum Ausbau dieser Theorie beigetragen 
haben. Eine Berücksichtigung aller dieser Arbeiten hätte jedoch das Erscheinen 
der deutschen Ausgabe wesentlich verzögert. Daher mußte ich mich auf 
die Zusammenstellung eines ergänzenden Literaturverzeichnisses beschränken, 
das übrigens in keiner Weise, insbesondere in bezug auf die Arbeiten der 
beiden letzten Jahre, Vollständigkeit beanspruchen kann. Außerdem wurden 
einige Druckfehler berichtigt und einige Fehler korrigiert. 

Für viele dieser Berichtigungen habe ich Herrn ALBRECHT und Herrn Sıncer 
zu danken, in deren Händen die Übersetzung und wissenschaftliche Redaktion 
der rumänischen Ausgabe lag, sowie Herrn G.Körtkz und Herrn H.-G. Tırı- 
MANN, die die deutsche Übersetzung. wissenschaftlich redigiert haben. Ich 
möchte diesen Herren auch an dieser Stelle meinen Dank aussprechen. 

Ich halte es auch für meine angenehme Pflicht, Heren Körten und Herrn 
TILLMANN für seine Reihe von Bemerkungen bei der deutschen Übersetzung 
zu danken. Ferner möchte ich dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 
für die Herausgabe dieses Buches in deutscher Sprache herzlichst danken. 


Moskau, im Juni 1959 M. A. NEUmARrk 


VORWORT ZUR ORIGINALAUSGABE 


Die Theorie der normierten Algebren entwickelte sich ungeachtet ihrer 
späten Entstehung im umfassenden Rahmen der Funktionalanalysis, die auf 
den verschiedenen Gebieten der Mathematik. mannigfache Anwendungen 
gefunden hat. 

Die ersten Arbeiten, in denen konkrete normierte Algebren, nämlich 
Algebren beschränkter Operatoren in einem Hınzertschen Raum, untersucht 
werden, wurden im Jahre 1930 von J. von Nzumans [l] und danach von 
F.J.MuRrrAY und J. von NEUMANN [1] veröffentlicht. Bereits in diesen 
Arbeiten zeigte sich, wie vorteilhaft die Betrachtung von Operatorenalgebren 
ist. Am fruchtbarsten erwies sich aber der abstrakte Standpunkt; von diesem 
Standpunkt aus gesehen spielt die Natur der Elemente der Algebra über- 
haupt keine Rolle, so daß eine normierte Algebra einfach eine Gesamtheit 
von Elementen ist, die einmal im üblichen Sinne eine Algebra bildet und 
zum anderen mit einer Norm versehen ist, die einfachen Forderungen 
genügt. 

Dieser Standpunkt wurde von I.M. Gzurann [1—7] in seiner Theorie der 
kommutativen normierten Algebren systematisch weiterentwickelt. Von 
entscheidender Bedeutung sind. hierbei die von I. M. GeLranD entdeckte Rolle 
der maximalen Ideale, die Konstruktion des bikompakten Raumes der 
maximalen Ideale und. die Darstellung‘ der Elemente einer halbeinfachen 
Algebra in Gestalt einer Algebra stetiger Funktionen über diesem Raum. 
Bereits die ersten Anwendungen zeigten die Kraft der Theorie der normierten 
Algebren. So gelangte man mit Hilfe dieser Theorie zu einem überraschend 
einfachen Beweis des Wınenerschen Satzes (N. WIENER [1]) über trigono- 
metrische Reihen. Ferner ergaben sich einfache Beweise sowie Verallgemei- 
nerungen einer ganzen Reihe von Sätzen vom TAuBeErschen Typ usw. 

Eine wesentliche Rolle in der Ausarbeitung dieser Anwendungen spielte ein 
umfangreicher Zyklus von Arbeiten G. E. ScuiLows [1—18], in denen ver- 
schiedene Klassen kommutativer normierter Algebren und die Struktur der 
in ihnen vorhandenen Ideale untersucht werden. 

Von besonderer Wichtigkeit erwies sich die Anwendung der Theorie der 
kommutativen normierten Algebren auf die Theorie der lokal bikompakten 
kommutativen Gruppen. Dies führte zu der Konstruktion einer harmonischen 
Analyse auf solehen Gruppen durch I.M. Geuranp, M. G. Krrıy [6] und 
D. A. Rırkow [2—5] (auch GeLranp und Rarkow [1]) und insbesondere zu 
einem einfachen analytischen Beweis des Powtrsacınschen Dualitätssatzes 
durch RAIKow. 
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Eine wichtige Klasse nichtkommutativer Algebren, nämlich Algebren mit 
Involution (vgl. 8.10), wurde in einer von I.M. Getranp und M. A, Nav- 
MARK [1] verfaßten Arbeit behandelt. In dieser Arbeit wird bewiesen, daß jede 
solche Algebra, die gewissen naturgemäßen Bedingungen genügt, derart auf 
eine Algebra beschränkter Operatoren in einem Hizserrschen Raum ab- 
gebildet werden kann, daß die Involutionsoperation in die Operation A > 4* 
(4* bezeichnet den zu A adjungierten Operator) und die Norm in die Operator- 
norm übergeht. 

Eine wichtige Rolle spielt hierbei der Begriff des positiven Funktionals, d. h. 
eines linearen Funktionals f über einer Algebra, das der Bedingung f{x*x) = 0 
genügt. Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden, insbesondere der Begriff 
des positiven Funktionals, wurden danach. in Arbeiten von GELFAnND und 
NEUMARK [1—-8] sowie in zahlreichen Arbeiten anderer Mathematiker in der 
Theorie der Algebren mit Involution und in der Theorie der Darstellungen 
solcher Algebren benutzt; im Spezialfall der Gruppenalgebren wurde von 
diesen Methoden bei der Untersuchung unitärer Darstellungen topologischer 
Gruppen Gebrauch gemacht. 

Eine Konstruktion der Darstellungen lokal bikompakter Gruppen mit 
Hilfe ‚positiv definiter Funktionen wurde zuerst von I.M. GELFAnD und 
D. A. Rarkow [2] angegeben. Insbesondere bewiesen GELFAND und RAIkow 
die Vollständigkeit des Systems aller irreduziblen unitären Darstellungen 
einer lokal bikompakten Gruppe. 

Später wurden diese Ergebnisse GELFAnDs und RAıkows zun Teil unab- 
hängig von R. GopEMmEnt [3] wiedergefunden und weiterentwickelt. 

Trotz der vielen bereits erzielten Resultate ist die Theorie der normierten 
Algebren, insbesondere die der nichtkommutativen, noch keinesfalls ab- 
geschlossen. Viele interessante Fragen dieser Theorie sind bis heute un- 
beantwortet geblieben. 

Von besonderem Interesse wäre die weitere Entwicklung der Theorie der 
Charaktere und der harmonischen Analyse auf lokal bikompakten Gruppen, 
die von I. M. GELFanD und M. A. Nuumark [1-8] für die komplexen klas- 
sischen Gruppen ausgearbeitet und in einer ganzen Reihe von Arbeiten anderer 
Mathematiker auf andere Klassen lokal bikompakter Gruppen übertragen 
wurde. Außerdem blieb eine Reihe von Fragen offen, die mit der Zerlegung 
einer gegebenen Darstellung einer Gruppe oder. Algebra in irreduzible Dar- 
stellungen zusammenhängen. 

Für viele Anwendungen ist noch ein anderes Problem wichtig: die Über- 
tragung der Theorie der normierten Algebren auf verschiedene Klassen 
topologischer (nicht normierter) Algebren, wobei die von L. Scuwartz [1] 
begründete Theorie der Distributionen anscheinend eine wesentliche Rolle 
spielen wird. Für den Fall kommutativer topologischer Algebren haben die 
Untersuchungen in dieser Richtung mit Arbeiten von R. Arens [5] und 
L. WAELBROEcK [1] begonnen. 

Trotz ihrer Wichtigkeit für die Anwendungen und trotz der Reichhaltigkeit 
ihrer Ergebnisse ist die T'heorie der normierten Algebren bisher nur in sehr 
wenigen Büchern dargestellt worden. In der ausländischen Literatur gibt es 
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das Buch von L.H. Loomis [1], in dem allerdings in erster Linie die Theorie 
der kommutativen und der Hınzerrschen Algebren sowie deren Anwendung 
auf die harmonische Analyse auf lokal bikompakten kommutativen Gruppen 
und auf bikompakten nichtkommutativen Gruppen betrachtet wird. Außer- 
dem werden einige Fragen der Theorie der normierten Algebren in dem Buch 
von E. Hırız, Functional analysis and semi-groups, behandelt. 

Meinen tiefompfundenen Dank möchte ich Herrn Rarkow aussprechen, 
der das Manuskript gelesen und eine ganze Reihe wertvoller Bemerkungen 
gemacht hat. Dank schulde ich auch den Herren GELFAND und SchrLow für 
nützliche Ratschläge. 


Moskau, August 1955 M. A. NaumARrk 
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KAPITELI 


ELEMENTE DER TOPOLOGIE 
UND DER FUNKTIONALANALYSIS 


$1. Lineare Räume 


1. Definition des linearen Raumes. Eine Menge R von Elementen x, %, 2, ... 
heißt ein linearer Raum oder auch Vekiorraum, wenn folgendes gilt: 


a) Für je zwei Elemente x und y aus R ist ein Element s=c-+y ER 
definiert, das wir Summe von x und y nennen; 


b) für jede reelle bzw. komplexe Zahl « und jedes Element x aus R ist ein 
. Element t= «x aus R definiert, das wir Produkt von x mit & nennen; 


c) für die Addition der Elemente von R und die Multiplikation der Elemente 
von R mit Zahlen gelten die folgenden Regeln: 


a) -y=y+r% 
3) Hy) tz=r+Y+2); 


2) es gibt in R ein Element 0 mit der Eigenschaft, daß <+0=% für 
jedes Element x aus R ist; 


a,) es gibt zu jedem Element x aus R ein Element —x aus R, für das 
x +(—x) =0 ist; 


b)1l-x=x; 

b,) a(Px) = (aß)z; 

b) (a + Ma=axc-+ Br; 
b)a@+y)=axrtay. 


Ist in R die Multiplikation nur mit reellen Zahlen definiert, so wird R ein 
reeller linearer Raum genannt, während man von einem komplexen linearen 
Raum spricht, wenn die Multiplikation mit beliebigen komplexen Zahlen 
definiert ist. 


Offenbar kann jeder komplexe lineare Raum R auch als reeller linearer - 


Raum aufgefaßt werden. 

Die Elemente &,y,2,... eines linearen Raumes R werden gewöhnlich 
Vektoren genannt. 

Die Natur der Elemente sowie die Art der Addition der Elemente und 
Multiplikation der Elemente mit Zahlen sind völlig willkürlich, wichtig ist 
nur, daß die Bedingungen a,) bis a,) und b,) bis b,) erfüllt sind. 
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Beispiele. 1. Es bezeichne C” die Gesamtheit aller Systeme #= (&,, &a: -:-, &)» 
wobei &,, &3, -.., &, komplexe Zahlen bedeuten. Wir definieren durch die Formeln 


(&> Ep, eg &)+ N Na ++ 7) (+ mM» tn wg Et NM) 
a(&ı> &> ...; &)= (ad, ag, ... aE,) 


eine Addition und eine Multiplikation mit komplexen Zahlen. Dann sind die Bedingungen 
a,) bis a,) und b,) bis b,) erfüllt; C* ist also ein komplexer linearer Raum. 

Insbesondere stellt C! einfach die Gesamtheit aller komplexen Zahlen mit der üblichen 
Addition und Multiplikation dar. 

2. Es bezeichne P, die Gesamtheit aller Polynome p(@)=&+42=-+ ++ 1,2” mit 
komplexen Koeffizienten, deren Grad höchstens » ist. Wird in P, auf die übliche Weise 
die Addition und die Multiplikation mit einer komplexen Zahl definiert, so wird P, zu 
einem komplexen linearen Raum. 

3. Es bezeichne C (a, b) die Gesamtheit aller stetigen komplexen Funktionen #= x{f), 
die über einem festen. Intervall [a, 5] definiert sind. Addition und Multiplikation mit 
einer komplexen Zahl definieren wir auf die übliche Weise. Dann wird C (a, b), wie leicht 
zu sehen ist, zu einem komplexen linearen Raum. 


2. Lineare Abhängigkeit und Unakhängigkeit von Vektoren. Unter einer 
Linearkombination der Vektoren x, , &g, . . ., #, versteht man eine Summe der 
Gestalt 2, 4% X%5 ++ %%: Die Vektoren x, , 2%, . . ., %; heißen linear 
unabhängig, wenn aus der Beziehung U + %&%+''+%,%,=0 stets 
folgt, daß a = = - - - — &; = 0 ist. Anderenfalls heißen sie linear abhängig. 

Ein Raum R heißt von endlicher Dimension (endlichdimensional), wenn es 
in ihm höchstens endlich viele linear unabhängige Vektoren gibt. Genauer 
spricht man von einem n-dimensionalen Raum R, wenn es in R wohl n, aber 
nicht n + 1 linear unabhängige Vektoren gibt. Sonst heißt der Raum unendlich- 
dimensional. Im Fall eines endlichdimensionalen Raumes R wird jedes aus n 
linear unabhängigen Vektoren bestehende System eine Basis in R genannt. 


Der Raum C* von Beispiel 1 aus Nr. 1 ist n-dimensional. Eine Basis in ihm 
bilden beispielsweise die » Vektoren = (1, 0, 0,...,0),23=(0,1,0,...,0), ..., 
%,=(0,0,..,D.: : 

Der Raum C(a, b) von Beispiel 3 aus Nr. 1 ist von unendlicher Dimension, weil es in 
ihm beliebig viele linear unabhängige Funktionen gibt, z. B. die Potenzen 


1,t,..,„ (N=1,2,3,...). 


Hat R die Dimension n und bilden x, %a, . . -, %, eine Basis in R, so läßt 
sich jeder Vektor x aus R eindeutig in. der Form 


zehnte täten a) 

darstellen. 
Da R die Dimension n hat, sind die n-+ 1 Vektoren &, &, , %, - - -, %, linear 
abhängig, d. h., es gibt Zahlen c, c,, €; - - -, &%,, die nicht sämtlich gleich Null 


sind und für die 
cc + 34 +, =0 (2) 


ist. Hierbei ist c+0, weil aus c=0 die Beziehung 4, ++ ,%,= 0 
folgen würde, so daß wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren 
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%,..., 2%, auch == :---=c,= 0 wäre. Aus (2) folgt nun 


= x 0 Es 


d. h. die Darstellung (1) mit den Koeffizienten &, = —_ Wäre auch 
= + &8%4+ + &%,, so würde durch Subtraktion von (1) 


0= &-HMat& ut + (En) a 


folgen. Auf Grund der linearen Unabhängigkeit der 21, %9, ...,%, ist 
dies jedoch nur für ==. =-,—&=0, also nur für 
ehe: Ey, möglich. Damit ist die Eindeutigkeit der Dar- 
stellung (1) gezeigt. 

Die Zahlen £&,, &, :-., &, heißen die Koordinaten des Vektors x in bezug 
auf die Basis (x), 29, - . -, %)- 

Die linearen Räume R und R’ heißen isomorph, wenn es zwischen den Mengen 
ihrer Vektoren eine umkehrbar eindeutige Zuordnung x > x’ mit folgenden 
Eigenschaften gibt: 


1. Aus x <> # folgt ux > aa’; 
2. as x undyoy folsttz+t yo xc-+y. 


Die Zuordnung x > x’ selbst heißt Isomorphismus der Räume R und &’. 


Aufgaben. 1. Man zeige, daß die Zuordnung & — (&,, &, ..., &,) zwischen den Vek- 
toren eines n-dimensionalen Raumes R und deren Koordinaten &,, &,, ..., &, in bezug 
auf eine feste Basis ein Isomorphismus der Räume R und C* ist. . 


2. Man zeige, daß k Vektoren 


Yyı= 191 + &ia®a+ + Santa; 
Ya gl + Egalat + Eon 


er eTTn en 


= rt ala Ba 


eines n-dimensionalen Raumes R mit der Basis (%,, %,, ..., 2,) genau dann linear unab- 
hängig sind, wenn der Rang der Matrix 


Ei Saa ++ Ein 


De Br 


&ı 5 are $ n - 
gleich % ist. ’ a 


3. Teilräume. Eine Teilmenge M eines linearen Raumes R wird Teilraum 
(oder auch Unterraum) von R genannt, wenn a) die Summe je zweier Elemente 
aus M ebenfalls zu M gehört; b) das Produkt eines beliebigen Elements 
aus M mit einer beliebigen Zahl ebenfalls zu M gehört. Offenbar ist Mt selbst 
ein linearer Raum bezüglich der in .R definierten Addition und Multiplikation 
mit einer Zahl. 
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Beispiele. 1. Die Gesamtheit aller Systeme x = (0, &,,...,&) aus C” ist ein Teil- 
raum in C*. 

2. Die Gesamtheit aller Funktionen x(f) aus C’(a, b), die in einem gegebenen Punkt 
t,e[e, dj gleich Null sind, ist ein Teilraum von C(e, b). 

Offenbar ist sowohl R selbst als auch die Menge (0), die nur aus dem Null- 
element O besteht, Teilraum von R. Wir sprechen hier von den beiden trivialen 
Teilräumen. 

Der Durchschnitt beliebig vieler Teilräume von R ist, wie man leicht 
erkennt, wieder ein Teilraum von R. Insbesondere ergibt der Durchschnitt 
aller Teilräume, die eine gegebene Menge Sc BR enthalten, den minimalen, 
die Menge © enthaltenden Teilraum. Dieser minimale Teilraum heißt die 
lineare Hülle von & oder der von © aufgespannte Teilraum. 


1. Die lineare Hülle einer Menge © stimmt mit der Gesamtheit aller endlichen 
Linearkombinationen & 2% + + %, %, von Elementen x; dieser Menge überein. 

In der Tat bildet die Gesamtheit aller dieser Linearkombinationen einen . 
Teilraum, der & enthält, während andererseits jeder Teilraum, der & 
umfaßt, auch alle diese Linearkombinationen enthält. 

Ein Spezialfall der linearen Hülle ist die lineare Summe von endlich vielen 
Teilräumen MM, M;,...,M;. Darunter versteht man die Gesamtheit 
aller Summen der Form +++ 2, € &;. Offenbar fällt diese 
Gesamtheit mit dem minimalen Teilraum, der die sämtlichen Vektoren 
der Räume M,(i=1,2,..., k) enthält, zusammen, d. h., sie bildet die lineare 
Hülle der aus allen Vektoren dieser Räume bestehenden Gesamtheit. 

Die lineare Summe der Räume M,, Ütz, . . ., M; werde im folgenden mit 
Mt M;+ +++ M, bezeichnet. 

Die Teilräume M,, Ms, - - -, M; sollen linear unabhängig heißen, wenn aus. 
tt + SEM, fllgt, dd ==. == 0 ist, 

II. Sind die Teilräume M,, Me, -.-., My; linear unabhängig, so läßt sich 
jeder Vektor x aus der linearen Summe Du, + Mt --- + M, auf eindeutige 


Weise in der Form 
zent t + BEM: 
darstellen. 
Ausz=i++ +, mEM,;, folgt nämlich 
Ram) + Fa) =0I -MEM;, 


. woraus auf Grund der linearen Unabhängigkeit der M; 


my. —=0, 
! ! F! 
Mn 
folgt. 


4. Der Quotientenraum. Es sei Mt ein fester Teilraum in R. Die Vektoren x, 
und x, sollen äguivalent modulo M heißen, in Zeichen 


=% (modM), d) 
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wenn 2%, — EM ist. Der Begriff der Äquivalenz modulo M hat die sämtlichen 
Eigenschaften einer Äquivalenzrelation, nämlich: 


l.z=x (mod Mt); 
2. aus 0, =%, (modM) folgt = x, (mod M); 
3. aus =, (modM) und u=x, (mod M) folgt x, = x, (mod M). 


Wegen 2 z=0EM gilt zunächst 1. Ist ferner z,=x, (mod M), so 
gilt U REM und damit auch u — = — m —)EM, d.h. es ist 
%= x, (mod M), so daß auch 2 erfüllt ist. Ist schließlich x, = x, (mod M) 
und =, (modM), so st  — BEM und 3 — 2, EM. Dann ist aber 
auch 4 — 23 = (% — 2) + ( —)EM, also x,=x, (mod M), so daß 3 
ebenfalls gilt. 

Es sei &, die Gesamtheit aller Vektoren x’, die zu einem festen Vektor x 
äquivalent modulo M sind. Auf Grund der Eigenschaften 2 und 3 sind alle 
Vektoren aus &, auch untereinander äquivalent. Aus diesem Grund wird 
&, eine Klasse äquivalenter Vektoren genannt. Jeder Vektor aus £, heißt 
Repräsentant der Klasse &,. Offenbar wird jede Klasse eindeutig durch einen 
ihrer Repräsentanten bestimmt. Anders ausgedrückt, aus y € &, folgt &, = &,. 
Demzufolge haben zwei Klassen £, und £&, entweder überhaupt keinen Vektor 
gemeinsam (für y & &,), oder sie stimmen überein (für y € £,). Daher läßt sich 
der ganze Raum R in Klassen £, untereinander äquivalenter Vektoren ein- 
teilen.!) 

Wir betrachten diese Klassen als Elemente eines neuen linearen Raumes. 
Hierbei definieren wir durch die Formeln 


ten air (2) 


die Addition von Klassen und die Multiplikation einer Klasse mit einer Zahl. 
Diese Definitionen hängen nicht von der Wahl der Repräsentanten x und y 
der Klassen &, und &, ab. Einmal folgt nämlich aus &, = £&, und &,=£,; 
dB EM und „—yEM ist, so daß auch (+ Yy)— (x + %Y) 
=m—-)+NM—YJ)EM und folglich Eu, = &r,, ist. Zum anderen 
gilt ax, —ar= al, —a)EM und somit &— &,.- Wie man nun leicht 
nachprüft, sind die Bedingungen a,) bis a,) und b,) bis b,) aus Nr. 1 erfüllt. 
Das Nullelement ist hierbei die den Nullvektor enthaltenden Klasse, &,, d.h. 
die Menge Mt selbst. Die Gesamtheit aller Klassen bildet also mit den Opera- 
tionen (2) einen linearen Raum, den sogenannten (Quotienienraum von R 
nach W. Man. bezeichnet ihn mit R/M. 


Beispiel. Es sei R die Gesamtheit der Vektoren des reellen dreidimensionalen 
Raumes, die vom Koordinatenursprung ausgehen, und M die Teilmenge derjenigen Vek- 
toren, die auf einer gegebenen Geraden ! durch den Ursprung liegen (Abb.1). Dann 
besteht die Klasse &, aus den Vektoren, deren Endpunkte auf einer Geraden !’ liegen, 


1) Die hier durchgeführte Überlegung ist allgemeiner Natur und auf jede abstrakte 
Menge X anwendbar, in der eine Äquivalenzrelation definiert ist, die den Bedingungen 1 
bis 3 genügt. Die Menge X zerfällt dann in Klassen von untereinander äquivalenten 
Elementen. j 
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die durch den Endpunkt des Vektors z parallel zu I gelegt ist. Die Klassen der unter- 
einander äquivalenten Vektoren entsprechen hier also den zu I parallelen Geraden. 

Wir legen nun durch den Koordinaten.. 
ursprung eine Ebene P, die / nicht ganz 
enthält. Wird dann jeder Klasse £, ihr 
auf P liegender Repräsentant x, zuge- 
ordnet, so erhalten wir eine umkehrbar 
eindeutige Zuordnung zwischen den 
Klassen £, und den Vektoren x. Hierbei 
entspricht einer Summe &, + &, dieSumme 
%p + Yp und einem Produkt «£, das Pro- 
dukt «x,, so daß die Zuordnung &,> x, 
ein Isomorphismus ist. Deshalb ist es 

/ gleichgültig, ob man den Quotientenraum 
Abb. 1 RM oder die Gesamtheit aller in der 
Ebene P liegenden Vektoren betrachtet. 
Bei dieser Deutung des Quotientenraumes 
ergibt sich der Übergang von R zu R/M einfach dadurch, daß man parallel zur Geraden 7 
auf die Ebene P projiziert. 


5. Lineare Operatoren. Es seien R und R’ lineare Räume, DCR und 
RC ER’ gewisse Teilmengen. Ist jedem x aus D ein y aus R zugeordnet und ist 
jedes y aus N das Bild wenigstens eines Vektors x aus ®, so wollen wir sagen, 
daß ein Operator y= A(x) von R in R’ mit dem Definitionsbereich D und dem 
Wertebereich R gegeben sei. 

Ist insbesondere R’= R, so heiße A ein Operator in R. 

Somit ist der Begriff des Operators die naturgemäße Verallgemeinerung des 
Funktionsbegriffes für den Fall, daß Argument und Wert der Funktion 
Elemente von Vektorräumen sind. Wir werden im folgenden die Klammern 
fortlassen, also einfach y—= Ax schreiben. Der Buchstabe A bezeichnet hierbei 
den Operator, d. h. die Vorschrift, nach der den Vektoren x aus ® die Vektoren y 
aus N zugeordnet sind. Soll hervorgehoben werden, daß ® und R Definitions- 
bereich bzw. Wertebereich des Operators A sind, so soll D4 und R, geschrieben 
werden. Zwei Operatoren A und B von Rin R’ werden als gleich angesehen, 
wenn Du= Ds und Ax= Br für alle x aus Da = BD ist. 

Wird für R’ insbesondere der Raum 0! genommen, so daß die Werte des 
betrachteten Operators komplexe Zahlen sind, so soll der Operator ein Funk- 
tional genannt werden. Für Funktionale behalten wir die übliche Schreibweise 
einer Funktion bei, schreiben also f(x) statt Ax. 

Ein Operator B heiße Erweiterung oder Fortsetzung eines Operators A, wenn 
DucC De und Ax—= Be für alle xE D, ist. Der Operator A wird dann Ein- 
schränkung von B genannt. Ist B eine Erweiterung von A (und dement- 
sprechend A eine Einschränkung von B), so schreiben wir 


BIJA oder AcB. 
Beispiele. 1. Es sei R= B4=(", P=NR4=(” (vol. Beispiel 1 aus Nr. 1) und 
Ad, &,, a &,) =. (> &, ea 5) (1) 
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mit Pr 
Eh G=l2...m (2) 
(die a,, bezeichnen irgendwelche festen Zahlen). Dann ist A ein Operator von O* in Om. 
Für m = n ist A ein Operator in C*. Die Matrix 
Gı Aa +» An 
a=| Rı Opa :-: A 
Gmı Im2 +. Ian 
heiße die Matrix des Operators A. 
de 
2. Es sei Z=R'=C(a, b), De-=C'(a, b) und Br = —— Fr ——, wobei ein: b) die Gesamt- 


heit aller im Intervall [a, ] stetigen Funktionen (vgl. Beispiel 3 aus Nr. 1) und C”(a, b) 
die Gesamtheit aller in diesem Intervall stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnet. 
Offenbar ist hierbei Nz=((a, b). B ist ein Operator in C'(a, b). 

3. Es sei = R’=C(a, b) und D4 die Gesamtheit aller Funktionen x#(f) aus C’(a, b), 
die den Bedingungen #(a)=#(b)=0 genügen. Ferner sei Aa=-I7- Dann ist A ein 


Operator in R. Offenbar stellt 4 eine Einschränkung des Operators B aus Beispiel 2 dar. 
Dementsprechend ist B eine Erweiterung von A. dx 

4.Istt R= PR = cu, b), De=(’(a, b) und Ba = #—— po ist B ein Operator in 
C (a, b). N 

d 

5. Ist R=C(a, b), See: b) und fe) = [ (Sr) dt, so ist f(x) ein Funktional 
m C(a, b). FO: 

6. Ist R=C(a,b), d,=C (a, b) und f(x) I ) dt, so ist f(#) ein Funktional in C (a, b). 


a 


b 
71.Essi R=P=Dd4=C(a, b) und Axft)= [ke s)2 (s) ds, wobei K (t, s) eine im 


r 
Quadrat ass, ts b stetige Funktion der beiden Veränderlichen s und t bedeute. Dann 


ist A ein Operator in C’(a, b). A wird als Iniegraloperator mit der Funktion Kit, s) als 
Kern bezeichnet. 

Ein Operator A heißt linear, wenn D®, ein Teilraum von Z ist (der mit dem 
ganzen Raum zusammenfallen kann) und die Beziehungen 


Alaz)=aAr, Alcty)=Ar+Ay (3) 


für alle x, yE D, und alle Zahlen « gelten. Insbesondere wird ein Funktional 
f(x) linear genannt, wenn ®, ein Teilraum ist und 

faz)=afle), Ffety)=fo) +) (4) 
für alle x,yE ®, und alle Zahlen « gilt. 

Möchte man betonen; daß f(x) ein lineares Funktional in einem reellen 
Raum R ist, daß also f(@x) = «xf(x) für alle reellen « ist, so spricht man von 
einem reellen linearen Funktional f(x). Entsprechend wird man von einem 
komplexen linearen Funktional sprechen, wenn f{ax) = «f(x) für alle komplexen 

a ist. 

Im folgenden werden wir hauptsächlich lineare Öberitören und lineare 
Funktionale betrachten. 
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Der Operator A aus den Beispielen 1, 2, 3 und 7 ist linear, während im Beispiel 4 ein 
nichtlinearer Operator angegeben: ist.. Das Funktional aus Beispiel 6 ist linear, das aus 
5 dagegen nichtlinear. j 

Wir betrachten nun als Beispiel ein lineares Funktional /(x) im n-dimen- 
sionalen Raum 0”, das in ganz 0” definiert ist. Es sei {&,,e,...,e,} eine 
Basis in 0*. Fr = Sea +&&+ "+ 5% und y= fle), k=1,2,...,%, 


. gilt dann 
fa) = Affe) ++ En fen) = afıt en 2A 


Jedes lineare Funktional in 0” wird demnach durch eine Formel 


fa=ast + n&n (5) 
gegeben, in der &,,...,&„ die Koordinaten von x in bezug auf eine feste 
Basis und ,,.-.., c„ irgendwelche Zahlen. bezeichnen. 


Offenbar ist umgekehrt auch jedes durch (5) definierte Funktional linear. 

Insbesondere wird jedes lineare Funktional im dreidimensionalen reellen 
Raum .R?, dessen Definitionsbereich mit dem ganzen Raum übereinstimmt, 
durch die Formel f{x)= «&+ g&2+ cs3&; gegeben. Durch die Gleichung 
f(x) = e wird für festes c eine Ebene im .R® definiert. 

Es sei jetzt f(x) ein beliebiges lineares Funktional in einem beliebigen 
linearen Raum X und ®,;= X. In Analogie zum Fall des Raumes R? wird 
die Gesamtheit aller Vektoren x aus X, die der Gleichung f(z) = c für ein 
festes c genügen, eine Hyperebene in.X genannt. 

Jede Hyperebene f(x) = c eines reellen Raumes R teilt den gesamten Raum 
in zwei. Teile (Halbräume), für die die Ungleichungen f(x) <c und fix) 2 c 
gelten und welche die Hyperebene f(x) = c gemeinsam haben. 

Liegt eine Menge M ganz in einem dieser Halbräume, so sagt man, daß sich M 
auf einer Seite der Hyperebene f(x) = c befindet. 

Durch die Formel 7,c= x-+ a, in der a einen festen Vektor bezeichnet, 
wird ein Verschiebungsoperator definiert. Offenbar geht bei der Verschiebung 
jede Hyperebene f(x) = c in die Hyperebene f(x) = f(a)-+ c über. 


Aufgabe. Man zeige, daß jeder lineare Operator von C* in C” mit dem Definitions- 
bereich ®4 = C* die in Beispiel 1 angegebene Gestalt hat. 


6. Das Rechnen mit Operatoren. a) Addition von Operatoren. Unter der 
Summe A-- B zweier Operatoren A und B von R in R’ verstehen wir den 
durch die Bedingungen 


Dus=DuNnDds 1) 
(A+B)e=4Ax-+Bx für zEDANDz (2) 

definierten Operator. Wie man leicht nachprüft, ist 
A+B=B+4 und A-+-(B+0)=(A+B)-+C. (3) 


Mit 0 werde der durch die Bedingungen ©,= R und 0x= 0 definierte Operator 
von R in R’ bezeichnet (das Symbol 0 auf der rechten Seite der Gleichung 
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0x= 0 bedeutet den Nullvektor in R’!). Wir nennen ihn den Nulloperator. 
Offenbar ist 
A+0O=A. (4) 


'b) Multiplikation. eines Operators mit einer Zahl. Unter dem Produkt « A 
eines Operators A von Rin R’ mit einer Zahl « wird der durch die Bedingungen 


Das Da; (8) 

(x«A)a=o(Ax) für all vEDA (6) 

definierte Operator von R in R’ verstanden. Hierbei gelten die Beziehungen 
«(PA)= (ePf)A, (7) 

(@+PA=aA+BA, (8) 

«A+B=uaA-+teaB, (9) 

1-A=4, (10) 

0-Ac0 a1) 


(in der letzten Beziehung steht links die Zahl Null; rechts der Nulloperator). 
Wir wollen z.B. die Richtigkeit von (9) nachprüfen. Der Nachweis der 
Richtigkeit der übrigen Beziehungen werde dem Leser überlassen. Zunächst 
gilt 
Data B= Dis DuN D:; 
DaAraB= DeaN DB DuN Ds, 
so daß 


Datd+B) = DadraB (12) 
ist. Für x € D.ca+5, gilt außerdem 
«(A Be=o(424Be)=0Ac+aBx= (aA-+aB)e. (13) 


Auf Grund der Definition der Gleichheit von Operatoren folgt nun aber aus 
(12) und (13) 
a«A+B=oaA+aB. . 


ce) Produkt von Operatoren. Es sei B ein Operstor von Rin R’ und 4 ein 
Operator von R’ in R”. Dann wird unter dem Produkt AB der Operatoren 
A und B derjenige Operator von R in R’” verstanden, dessen Definitions- 
bereich ® ız genau aus denjenigen Vektoren x € Dz besteht, für die Br € Dy 
ist, und der durch die Gleichung 


(AB)a=4A(Bx) für alle zE Dis 
definiert ist. Wie man. leicht sieht, ist 
A(BO)=(AB)C, (14) 
(Aı+A)B=A,B+A2B. (15) 
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Ist A linear, so gilt auch noch 
A(B,+B)D4AB,+4AB,. (16) 


Der Beweis dieser drei Beziehungen bleibe dem Leser überlassen. 
Mit 1% bezeichnen wir jetzt den durch die Bedingung 


Iprz=x für alle zeR (17) 


definierten Operator in R. Der Definitionsbereich des sogenannten Eins- 
operators Ir in R ist. der ganze Raum R. Der Index R wird gewöhnlich fort- 
gelassen, jedenfalls dann, wenn hierdurch keine Mißverständnisse entstehen 
können. Ist A ein Operator von R in R’, so gilt offenbar 


iv-A=Alr=A. (18) 


d) Potenzen eines Operators. Operatorpolynome. Es sei A ein Operator in R. 
Das Produkt A-A wird Quadrat des Operators A genannt und mit 4? 
bezeichnet. Entsprechend wird man das Produkt A2. A mit A? bezeichnen 
und A” für beliebiges » induktiv definieren, indem man 


Artı= An.A (19) 
2 ird 
setzt, Außerdem wir Des, ; (20) 
gesetzt. 
Es ist dann | Ar Am— Anm, (21) 


Für m= 1 stimmt diese Beziehung mit (19) überein. Durch Induktion be- 
stätigt man nun leicht unter Berücksichtigung der Assoziativität (14) die 
Richtigkeit von (21) für jedes natürliche m. 


Jetzt sei 
PÄ=o+ At HA” (22) 
ein beliebiges Polynom. Unter dem Polynom p(A) des Operators A in R wird 
dann der Operator 
p(A)=ol+aA+ mA (23) 


verstanden. Unter Berücksichtigung der Grundeigenschaften der Addition, 
der Multiplikation mit einer Zahl und der Multiplikation von Operatoren 
[insbesondere wegen (21)] schließen wir: 

Für einen festen linearen Operator A hat die Zuordnung p(A) — p(A) folgende 
Eigenschaften: 


1. Aus p(A)= ap (A) +2,(2) folge PIA)= mA) + %M(A); 

2. aus p(A)=Ppı(A)pe(A) Folge P(A)=pılA)Pr(A). 

e) Der inverse Operator. Ein Operator B von R’ in R heißt inverser Operator 
eines Operators A von Rin R’, wenn Dp = fi, und 


BAy=y für alle yEedı ist. (24) 
Wie wir sogleich beweisen werden, ist dann auch D,—= Rz und 
ABxz=x für all xED>. . (25) 
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Durchläuft y die Menge D,, so durchläuft Ay ganz Rı = Ds, alsoy= BAy 
genau die Menge Rz. Demnach ist D;—= Rz. Wenden wir ferner A auf 
a Seiten von (24) an und setzen x = Ay, so erhalten wir ABxr= x, wobei 

= Ay dann die ganze Menge Dp= Ra durchläuft. 

“Der zu A inverse Operator wird mit A" bezeichnet. Aus seiner Definition 
folgen dann unmittelbar die Beziehungen 


Du N, und yu-=Du (26) 
AtlAz=x, Adrtty=y für alle we Di, YEDa-ı. (27) 


Die Operatoren A und A! treten in diesen Beziehungen symmetrisch auf. 
Daher ist A (wie schon oben bemerkt wurde) inverser Operator von A=!, 


‚sowie 


Ayı=A. (28) 
Die Beziehungen (27) bedeuten offenbar, daß 
ATIACIEk, AAdiIcir (29) 
ist. Ist A ein invertierbarer Operator in R, so kann man auch ganze negative 
Potenzen von A definieren; man setzt hierzu für n=1,2,3,... einfach 
Ar—=(AN", (30) - 


Es sei bemerkt, daß es nicht zu jedem Operator A einen inversen gibt, so daß 
keinesfalls von jedem Operator A in R ganze negative Potenzen A” gebildet 
werden können. 

Ein linearer Operator A hat genau dann einen inversen Operator, wenn die 


Gleichung Axz=0, zCd4: (31) 
nur für = 0 gilt. 

Beweis. Existiert ein inverser Operator A 1, so erhalten wir durch Anwenden 
von A! auf beide Seiten von (31) wegen (27) die Gleichung = AtAr=0. 
Folglich ist unsere Bedingung notwendig. Nun sei die Bedingung erfüllt. Wir 
‚definieren einen Operator B, indem wir Ds = Ru und 


By=& für y=4Ax, xEDu, (32) 


setzen. Durch diese Bedingung ist B eindeutig definiert. Wäre nämlich 
y= Ax,— Ax,, so müßte A (x, — x,) = 0, auf Grund unserer Bedingungen 
also x) — %= 0 und x, = x, sein, d.h. aber, durch die Formel y= Ax wird 
jedem y genau ein x zugeordnet. Aus (32) folgt schließlich, daßx = By= BAx 
für alle x € Du ist, d.h., B ist ein zu A inverser Operator. 


Aufgaben. Man beweise: a) Der Addition von zwei linearen Operatoren von C” in 
C® mit dem Definitionsbereich C* entspricht die Addition ihrer Matrizen (vgl. die Auf- 
gabe zu Nr. 5); b) der Multiplikation eines derartigen Operators mit einer Zahl entspricht 
‚die Multiplikation der zugehörigen Matrix mit dieser Zahl; c) der Multiplikation von 
zwei Operatoren von C* in C” bzw. C? in Cr entspricht die Multiplikation ihrer Matrizen 
(genauer, ist B ein Operator von C* in C* und A ein Operator von 0” in CP, so ist die 
Matrix des Produktoperators AB das Produkt der zu A und B gehörigen Matrizen, wobei 
diese in derselben Reihenfolge zu multiplizieren sind); d) ein linearer Operator von 0* 
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in C” mit dem Defimitionsbereich C’* besitzt genau dann einen inversen Operator mit dem. 
Definitionsbereich C”, wenn n= m und die Determinante der zu A gehörigen Matrix von 
Null verschieden ist; e) das Produkt A,A, von zwei Integraloperatoren in C’(a, b) mit 
den Kernen K,;(t,, t,) und K,(tı, i,) (vgl. Beispiel 7 aus Nr. 5) ist ein Integraloperator- 
mit dem Kern 


& 
Kt, )= [ Kıltı, t) Rad, to)dt. (33) 
a 
Die Bildung des Kerns K {t,, t,) nach (33) heißt Komposition der Kerne K, und K,. 


7. Invariante Teilräume. Es sei .A ein linearer Operator in R mit Da = R. 
Ein Teilraum MC R heißt invariant in bezug auf A, wenn A jedem Vektor 
aus M einen Vektor aus M zuordnet, d.h., wenn 


aus ECM stets AEEM folgt. (1) 


Ist M invariant in bezug auf 4, so kann A auch als Operator in WM angesehen 
werden. Wird nämlich Ay& = AE fürgeM gesetzt, so ist Ay ein Operator 
in M. 

Wir betrachten nun den Quotientenraum R/M (vgl. Nr. 4). Ist M invariant 
in bezug auf A, so wird durch die Beziehung 


A’E,=E, für Ar=y 


in R/Dt ein Operator A“ definiert. Diese Definition ist von der Wahl des 
Repräsentanten x € &, unabhängig. Aus &,—= £, folgt nämlich , — zeM 
und hieraus Ar, — Ar= Alm, — 2) EM, weil Mt invariant ist. Die Vektoren 
y,— Ax, und y= Ax bestimmen demzufolge ein und dieselbe Klasse £,. 


8. Konvexe Mengen und konvexe Funktionale. Unter der Verbindungs- 
strecke [x,, &] von zwei Vektoren x, und x, wird die Gesamtheit aller 
Vektoren <= (l—1)2,+1%,,0st<sl1, verstanden. Die Vektoren x, und x, 
selbst heißen Endpunkte der Strecke [x,,x,], während die übrigen Punkte 
dieser Strecke ihre inneren Punkte genannt werden sollen. 

Eine Menge aus R heißt konvex, wenn sie mit je zwei Vektoren x, und x, 
stets auch deren Verbindungsstrecke enthält. 

Aus dieser Definition folgt sofort, daß der nichtleere Durchschnitt konvexer 
Mengen ebenfalls eine konvexe Menge ist. 

1. Gehören x,,%,...,2%, 2u einer konvexen Menge K, so gehört auch 
Kati t tm, für th >20,.., 020 und hy +++ +,=1lzucK. 

Für n=2 stimmt diese Behauptung mit der Definition der konvexen 
Menge überein (weil x, + t,%, zur Strecke [x,, #3] gehört). Für beliebiges z 
zeigt man die Richtigkeit Dane Ist beispielsweise t, +1,>0 und 


5 + +b,=1, so gehört ——- + 


7 = z % und damit auch 


tı En! 23 
rt *  urb 


mer 


han tat tan (+) 2») His X, 


zu K. 
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Ein Punkt x, heißt Randpunkt einer konvexen Menge K, wenn es zwei 
Strecken [x , %l, [%o, X] mit dem gemeinsamen Endpunkt x, gibt derart, 
daß alle inneren Punkte von [x,, x,] zur Menge K gehören, von [x,, x,] aber 
kein innerer Punkt zu K gehört. Der Randpunkt x, kann selbst zur Menge X 
gehören, braucht es aber nicht. Die Gesamtheit aller Randpunkte einer kon- 
vexen Menge wird ihr Rand genannt. 

II. Bei einer Verschiebung: T,c= x + a geht eine konvexe Menge K in die 
konvexe Menge K -+ a über, und der Rand von K wird zum Rand von K-- a.!) 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß bei der Ver- 
schiebung eine Strecke [x, , x,] in die Strecke [x, + a, %,-+ a] übergeht. 

Ein Funktional p (x), das in ganz .R definiert ist, heißt konvex, wenn folgendes 
git: 

1.p2(@&)>0 fürall zER; 

2.pl@+y)sple)+ply) füralle x, yECcR; 

3. p(ax)=ap(a) fürale «>00 undalle zER. 

III. Ist p(x) ein konvexes Funktional, so ist die Menge K aller Vektoren, 
die der Bedingung 

p(c—a)<c,c>0 beliebig, a ER beliebig, 


genügen, konvex, und ihr Rand besteht genau aus denjenigen Vektoren x, für die 
Plz —a)= c ist. 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, 
daß a= 0 ist; wegen Satz IL läßt sich nämlich der allgemeine Fall mit Hilfe 
der Verschiebung T,x= x-+ «a auf diesen Sonderfall zurückführen. Es sei 
zun 2,,%€K,d.h. p(&,)<sc, p(&) <c. Dann gilt wegen der Bedingungen 
2und3 für0stsl 


(Ya, +18) <sp(l— x) + pie) 
= (1—2) pl) +ip() <s(l—t)ce+ic=e. 
Folglich liegt die ganze Strecke [x,, x,]in K, d.h. aber, K ist konvex. 

Wir haben noch die zweite Behauptung zu beweisen. Es sei p(x,) = c. Wir 
setzen , — ax, und = fx, mit 0<a@a<1l und $>1. Für 0<t<1 gilt 
dann 

(ld No + tx) =pl(l—i+at)%) 
=[1—(1—-a)ijle<e, 

»(1—Yxo +2) =p((l—t-+ Bi) 
=[1-+$—Dile>ec. 

1) Mit M, + My, bezeichnen wir, wenn M, und M, Teilmengen des linearen Raumes sind, 
die Gesamtheit aller Vektoren +9, ve M, und yeM,; insbesondere bezeichnet M,-+a 
die Gesamtheit aller Vektoren x +a, ze M. Entsprechend bezeichnet «M die Gesamt. 


heit der Vektoren «z, z€ M. Ist schießlich X eine Menge von Zahlen, so bezeichnet YM 
die Gesamtheit der Vektoren ax, ae und zeM. 
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Demzufolge gehören alle inneren Punkte von [x,,%,] zu K, während von 
[&,, &g] kein innerer Punkt zu K gehört, d.h., x, ist Randpunkt von K. 

Nun sei x, als Randpunkt von K vorausgesetzt. Die inneren Punkte von 
[x , %,] sollen zu K gehören, die inneren Punkte von [x,, x,] dagegen nicht. 
Für 0<t<1 soll also 


»(1—t)a+tz)se und pll—1)%-+tm)>ec 
sein. Dann ist aber 
dpa) =pll—Yn) =p(1 Hu +te —tia) 
<p(l—N)a+ta) +Hipl—aı) ScH+tipl—n) 
e<p(1—Hx) + pl) = (1-1) plan) +tp(e), 
U-Np@)<cttip-n) wd e<(l-Npla)+tpa): 


Führt man nun in diesen Ungleichungen den. Grenzübergang t— 0 aus, so 
ergibt sich 


und 


also 


p(w)se und c<Sp); 
woraus p(x,) = c folgt. 
Bemerkung. Die Behauptung des Satzes III gilt auch dann noch, wenn die 
Vektoren x der Menge K einer Bedingung der Gestalt p(x — a) < c genügen. 
Beispiele. 1. Im dreidimensionalen reellen Raum R? liegen die Endpunkte der 
Vektoren <= (1 —1)2,+1%,,0=t=s1, auf der 
Verbindungsstrecke der Endpunkte der Vek- 
toren x, und x, (Abb. 2). i 


2. Setzen. wir im zweidimensionalen Raum 
R? für z= (&, 85) 


r)=- Va, +m2, 1>0, >00, 


so. ist p(x), wie man leicht nachprüft, ein 
konvexes Funktional. Die Endpunkte aller 


Abb. 2 


Vektoren x, für die p(x) < e ist, füllen das Innere der Ellipse 


ugrng=e 
aus. 


9. Sätze über die Fortsetzung eines linearen Funktionals. 


Hilfssatz. Gegeben sei ein Teilraum M eines reellen linearen Raumes R. 
Müt W werde der von M und einem Vektor &, EM aufgespannte Teilraum 
bezeichnet. Ferner sei p(x) ein konvexes Funktional über M’ und f{x) ein lineares 
Funktional über Mt, das der Bedingung 


fa) <p(e) für alle EM a) 
genügt. Dann kann f(x) zu einem linearen Funktional f’ (x) fortgesetzt werden, 
das in ganz WM! definiert ist und der Bedingung 


Fia)<p(a). für alle zeW (2) 
genügt. 
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Beweih, Wegen (l) gilt für y, „EM - 
fu) Hu) Hy’ u) sry’ —y”) = plly’ +20) — (u +) 
sply’ +%) +Pl-y" — Ro). 
Hieraus folgt 
24") Ku) sp +) — FW). 
Daher sind 
m = sup {—p(—y— x) — f{y)} 
ven 


M=infip(y-+ 2) — 1y)} 
vem | 


endliche Zahlen, und es ist 


und 


m<M. 


Nun sei c, irgendeine zwischen m und M liegende Zahl, 


MmSoZ<M. 
Für alle yE M ist dann 
—Pp(-y— 2%) —Fy) So py+)— My): (3) 
Nach Definition ist NM’ die Gesamtheit aller Vektoren x der Gestalt 
z=YT RS, | (4) 


wobei yE M und « eine reelle Zahl ist. Wir definieren nun über MW’ ein Funk- 
tional (x), indem wir 


F=Hy) +80 


setzen, wenn x die Darstellung = y + «x, hat. Für jedes x aus M’ ist diese 
Darstellung sicher eindeutig, so daß f(x) durch den Vektor x € M’ eindeutig 
definiert ist. Um dies einzusehen, schließen wir so: Asz=y, + «x, und 
= Yy-+ Ro, folgt 

Yı— Ya (ag — )%- (5) 


Nun ist yı ” HBEM, aber (, —)y EM für x, — + 0. Die Gleichung (5) 
kann demnach tatsächlich nur für &, — &, = 0 und 4%, — ya = 0 bestehen. Wie 


man leicht nachprüft, ist das Funktional f’ (x) linear. Es bleibt also nur noch . 


nachzuweisen, daß die Bedingung (2) erfüllt: ist, d. h.,. daß 
Iy)+ao<p(ly+ az) (2’) 


für alle y € M und alle reellen « gilt. Für « = 0 fällt diese Ungleichung mit der 
Voraussetzung (1) zusammen. Es genügt daher, den Fall & + 0 zu betrachten. 


Es sei zuerst & > 0. Auf der rechten Seite von (3) ersetzen wir y durch I Y. 
Dies ergibt A 5 . 

srl) 
woraus 


«/(£) +aoS up +2) 
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folgt, d.h., es ist 
z I) +aoSp(y-+ an). 


Nun sei «<0. Auf der linken Seite von (3) nehmen wir — 2y für y. Dann. 


haben wir . (2 )-1(2)<0- 


Ans n)2an+a/[E), 


py-+tan)2My)+ Ro. 
Damit ist in beiden Fällen gezeigt, daß die Bedingung (2) erfüllt ist, und der 
Hilfssatz ist bewiesen. 


Theorem 1 (Hann [1], BawacH [1]). Es sei p(x) ein konvexes Funktional, 
das über einem reellen linearen Raum R definiert ist, und f(x) ein lineares Funk- 
tional, das über einem Teilraum MC R definiert ist und der Bedingung 


Ha)sp(e) füralle EM (6) 
genügt. Dann läßt sich f(x) zu einem linearen Funktional F(x) fortsetzen, dessen 
Definitionsbereich der ganze Raum ist und das der Bedingung 

F(x)<sp(x) füralle ER (7) 


Hieraus folgt 


d.h., es ist 


genügt. 

Beweis. Es bezeichne F', die Gesamtheit aller linearen Funktionale f(x), 
welche Fortsetzungen des” Funktionals f(x) sind und der Ungleichung 
F@)<sp(e) für alle x € 2% genügen. Für zwei Funktionale fi, f; wollen wir 
h < f, schreiben, wenn f, eine Fortsetzung von f} ist. Dadurch wird F, zu 
einer halbgeordneten Menge, die der Voraussetzung des ZoRNschen Lemmas 
genügt (vgl. Anhang TI), und zwar tritt als obere Grenze einer linear geordneten 
Menge F,c F, das In a ‚ ®, durch die Gleichung f* («)= f’ (x) für zE ®, und 


fe F, definierte Funkbicnal f*(«) auf. Demzufolge hat F, ein maximales 
Element F(x), das auf Grund des obigen Hilfssatzes im ganzen Raum R 
definiert sein muß. 

Folgerung 1. Ist p(x) ein konvexes Funktional über einem reellen linearen 
Raum R, so gibt es zu jedem Vektor x, € R ein in ganz R definiertes lineares 
Funktional, das den Bedingungen 

F(&) = P(%) » . (8) 
Fis)<p(x) füralle zER 
genügt. 

Beweis. Es sei die Gesamtheit aller Vektoren «x, mit reellem «. Offenbar 
ist M ein Teilraum von R. Wir.definieren nun über M ein lineares Funk- 
tional f(x) durch die Formel 

fan) =ap(&). (9) 


ee fa) = pl). | 10) 
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Wir behaupten, daß f(x) der Bedingung (6) genügt. Nehmen wir diese Behaup- 
tung als bewiesen an, so kann f(x) nach Theorem 1 zu einem linearen Funk- 
tional F(x) fortgesetzt werden, das über ganz .R definiert ist und der Bedingung 
(7) genügt. Wegen (10) ist dann aber auch die Bedingung (8) erfüllt, womit die 
Folgerung bewiesen ist. 
Die Bedingung (6) reduziert sich für f(x) darauf, daß die Ungleichung 

ax) S Pla) (1) 

für alle reellen « gilt. Für & > 0 ist sie erfüllt, weil wegen (9) 
Fax) = &P (0) = P(R%o) 
ist, also in (6) das Gleichheitszeichen steht. Um zu zeigen, daß (11) für < 0 
gilt, berücksichtigen wir, daß 0 = p(0) < p(x,) + p(—x,) und daher 
—P(%) SP(—%) 
“ist. Für @« <0O gilt demnach 
Fax) = ap (X) S—aP(—%) = Pla), 

was zu beweisen war. 

Ein konvexes Funktional p(x) (über einem reellen oder komplexen linearen 
Raum R) wird symmetrisch genannt, wenn p(ax) = |«|p(x) für alle (reellen 
bzw. komplexen) Zahlen « und alle zE R ist.!) Eine Teilmenge M eines 
(reellen oder komplexen) Raumes R wird symmetrisch genannt, wenn für 
|ea|=1 mit zEM auch an EM gilt. 

Für ein symmetrisches konvexes Funktional p(x) gelten folgende Aussagen: 

1. Die Gesamtheit M aller Vektoren x aus R, die der Bedingung p(z) = 0 
genügen, ist ein Teilraum in R. 

2. Für festes c >O ist die Gesamtheit K aller Vektoren x aus R, die der Ur- 
gleichung P(x) S c genügen, eine symmetrische konvexe Menge in R. 

Für syeM gilt p@)=0, p(y)=0. Es ist also p(ax) = |a|p(x) = 0 
und Os p(«+y)<»p(e) + p(y)= 0. Folglich gehören auch «x und x--y 
zu M, so daß M tatsächlich ein Teilraum ist. 

Jetzt sei veK und |a|=1. Dann ist p(ax) = |a@|p(x)= p(@)<c und 
daher ax € K. Folglich ist K symmetrisch. Die Konvexität von K wurde 
bereits in Nr. 8 nachgewiesen. 


Theorem 2 (SuoHoMLINow?) [1]). Zs sei p(x) ein symmetrisches konvexes 
Funktional über einem komplexen linearen Raum R und f(x) ein lineares Funk- 
tional, das über einem Teilraum MC R definiert ist und der Bedingung 


/a)|<p(e) füralle zEM (12) 


genügt. Dann kann f(x) zu einem linearen Funktional F (x) forigeseizt werden, 
dessen Definitionsbereich der ganze Raum R ist und das der Bedingung 


geniigt. F@a)|<p(@) füralle zER (13) 
1) Ein symmetrisches konvexes Funktional p (x) heißt auch Halbnorm. — Anm. d. Red. 
?) BOHNENBLUST und Sosczyk [1] erhielten dieses Ergebnis unabhängig von SucHom- 
LINOW. 


3 Neumark, Algebren 
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- Beweis. Wir betrachten R als reellen Raum und setzen 
I) =hl®) + if); (14). 


wobei f, (x) und f,(x) reell seien. Offenbar sind dann f, (x) und f, (x) reelle lineare 
Funktionale über dem Teilfaum M, wenn dieser als reeller Raum. angesehen 


ird. D : ; i BR 

he) + ihre] = if) = Fin) = Ali) + ihre) 

a2 2 hin) =—f(a) für alle EM. (15) 
Aus (12) folgt f, (x) < p (x) für alle x € WM. Daher kann f, (x) nach Theorem 1 


zu einem reellen Funktional F, (x) fortgesetzt werden, das über ganz R definiert 
ist und der Bedingung 
F(2})<p(x) fürale zEeR (16) 
ht. Wi 
genügt. Wir setzen nun Fa)=R,()— ira). am) 
Wegen (14) und (15) ist dann F(x) = f(x) über M. 

Aus (17) folgt nun aber F(ix)= iF (x), so daß F(x) ein komplexes lineares 
Funktional über dem komplexen Raum R ist. Es bleibt also nur noch zu 
zeigen, daß F(x) die Bedingung (13) erfüllt. Für F (x) = 0 ist dies klar. Es sei 
also F(x) # 0. Wird 6 = arg F(x) gesetzt, so gilt wegen (16) j 


IF@)| = F(e%2) = Fı(e2) <p(e 2) = pl), 


womit Theorem 2 vollständig bewiesen. ist. 

Folgerung 2. Ist p(x) ein symmeirisches konvexes Funktional über einem 
komplexen linearen Raum R, so gibt es zu jedem x, € R ein lineares Funktional 
F(«), das über ganz R definiert ist und den Bedingungen 


Fix) = Pl); (18) 
F(a)|l<r(e) füralle zER (13) 
gewägt. 

Beweis. Es bezeichne M die Gesamtheit aller Vektoren «.x,, wenn & sämt- 
liche komplexen Zahlen durchläuft. Über M definiert man ein Funktional f(x} 
durch die Formel 

Fax) = ap(®o)- (19) 


Dann ist für f(x) die Bedingung (12) erfüllt, weil |f(«x,)| = |x|p(&,) = p(ax,} 
ist. Nach Theorem 2 kann das Funktional f(x) zu einem linearen Funktional 
F(x) fortgesetzt werden, das der Bedingung (13) genügt. Wegen (19) ist auch 
die Bedingung (18) erfüllt. 

Diese Aussagen haben eine einfache geometrische Bedeutung. Um beispiels- 
weise die geometrische Bedeutung der Folgerung 1 zu erkennen, nehmen wir K 
als konvexe Menge, die durch die Ungleichung p(x) <e für festes c >0 
definiert ist, x, als Randpunkt von K und P als die durch die Gleichung F (x) =e 
definierte Hyperebene. Da F(x,) = p(&,) = c ist, geht diese Hyperebene durch 
den Punkt x,. Andererseits ist F(x) < p(®) <cfürx € K, so daß K auf einer 
Seite der Hiyperebene F (x) = c liegt. Eine Hyperebene, die durch einen Rand- 
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punkt einer konvexen Menge K geht, werde Stützhyperebene von K genannt, 
wenn K auf einer Seite dieser Ebene liegt.!) Unsere Überlegungen zeigen: 
Ist p(x) ein konvexes Funktional über einem reellen linearen Raum R und K 
die Gesamtheit aller x, die einer Ungleichung p(z — a) < c (oder p® —a)<c) 
genügen, so kann man durch jeden Randpunkt von K eine Stützhyperebene 
von K legen. 

Dem Leser sei empfohlen, Theorem 1 auf entsprechende Weise geometrisch 
zu deuten. 

Wir nehmen nun an, daß der Vektor x, weder der Menge K noch deren 
Rand angehöre. Ohne Beschränkung der Ara darf a= 0 angenom- 


men werden. Dann ist p(x)) > c. Wird t= —— 5 z 2778: und = tx, gesetzt, so ist 


P (x) = c. Folglich gehört x, zum Rand von K. Nun sei f(x) = c die durch x, 
gehende Stützhyperebene von K. Es sei also f(z,)= c. Dann gilt 


)=r(tu)=4 1 -t- ra) >e. 


Demnach befinden sich. K und x, auf verschiedenen Seiten der Hyperebene 
f(&) = c. Wir sagen in diesem Fall, die Hyperebene f(x) = c trennt x, von K. 
Es gilt also: Ist p(x) ein konvexes Funktional und x, ein Vektor, der weder zu 
der durch eine Ungleichung p(x — a) <e definierten Menge K noch zu deren 
Rand gehört, so gibt es eine Stützhyperebene von K, die x, von K trennt. 
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1. Definition des topologischen Raumes. Eine Menge X von Elementen 
%, Y,%,... wird topologischer Raum. genannt, wenn in X ein System U von 
Teilmengen U ausgezeichnet ist, das folgende Eigenschaften hat?): 


1.9EU,XEN; 
2. die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus U gehört zu U; 
3. der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus U gehört zu U. 


| Die Mengen U EU sollen die offenen Mengen des topologischen Raumes X 
genannt werden. Die Elemente 2, %,2,... heißen Punkte dieses Raumes. 
Man sagt auch, daß das Mengensystem U in der Menge X eine Topologie T 
definiert. 

In ein und derselben Menge X können verschiedene derartige Systeme U 
gegeben sein. Diese definieren dann in X verschiedene Topologien. Es seien 7, 


!) Allgemein wird eine durch eine Gleichung F(x)=c definierte Hyperebene eine 
Stützhyperebene von K genannt, wenn F(x)<c (oder F(&)=c) für alle zeK ist und c 
die kleinste (bzw. größte) Zahl bezeichnet, für die eine solche Ungleichung gilt. Für das 
Folgende werden jedoch nur solche Stützhyperebenen benötigt, die durch Randpunkte 
gehen. 

2) O0 bezeichnet hier und im folgenden stets die leere Menge. 


3* 
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und T, Topologien, die durch die Mengensysteme U, bzw. U, definiert sind. 
Wir sagen, die Topologie T', sei schwächer als die Topologie 7',, in Zeichen 
T,<T,oder T,>T,, wenn A, CU, und U, +1, ist. In diesem Fall sagen 
wir auch, 7‘, sei stärker als T',. Ist jedoch nur bekannt, daß U, Y, ist, so soll 
T,<T,oder T,> T, geschrieben werden. Ein System ® von offenen Mengen 
heißt Basis des topologischen Raumes X, wenn jede offene Menge in X als 
Vereinigung von Mengen VE®B darstellbar ist, 


Beispiele. 1. Es sei X = R! die Gesamtheit aller reellen Zahlen. Als offene Mengen 
in X nehmen wir alle möglichen Vereinigungen von offenen Intervallen. Offenbar sind 
dann die Bedingungen 1 bis 3 erfüllt, und R! ist ein topologischer Raum. Die offenen 
Intervalle selbst bilden hierbei eine Basis des Raumes. 

2. Es sei X= CO! die Gesamtheit aller komplexen Zahlen. Die aus allen Mengen 
I2—20|<e (2,€ C? beliebig und &> 0 beliebig) bestehende Gesamtheit wählen wir als 
Basis von O!. Hierdurch wird C? zu einem topologischen Raum. 


2. Das Innere einer Menge. Umgebungen. Es sei M eine beliebige Teilmenge 
des Raumes X. Unter dem Inneren von M werde die Vereinigung aller in M 
enthaltenen offenen Mengen verstanden. Wir bezeichnen es mit int M. 
Offenbar ist int M die maximale in M enthaltene offene Menge. 

Ist x ein Punkt aus X und U (x) eine offene Menge, die x.enthält, so soll U(x ) 
eine Umgebung des Punktes x genannt werden. Der Durchschnitt von zwei 
Umgebungen eines Punktes « ish ebenfalls eine Umgebung von x. Ein System 
von Umgebungen W (x) einesPunktes x heißt Umgebungsbasis dieses Punktes, 
wenn jede Umgebung U (x) eine der in diesem System enthaltenen Umgebun- 
' gen W(x) umfaßt. 

Wie aus dieser Definition dnmittsiber- folgt, hat eine Umgebungsbasis 
folgende Eigenschaften: 


1.z2E Wie); 

2. der Durchschnitt W, le) N W;(x) von zwei beliebigen Umgebungen aus 
der Basis enthält eine Umgebung, die ebenfalls zur Basis gehört; 

3. ist yE W(x), so gibt es in der Basis des Punktes y eine Umgebung 
Wea)cWie). 

Ist umgekehrt jedem Punkt EX ein System von Mengen W(x) zu- 
geordnet, das den Bedingungen 1 bis 3 genügt, so läßt sich in X eine Topologie 
definieren, indem als offene Mengen alle möglichen Vereinigungen der W (&) 
genommen werden. Das System der Mengen W (x) selbst bildet dann eine Basis 
des so entstandenen topologischen Raumes. Aus diesem Grund kann auch 
dadurch in X eine Topologie definiert sein, daß für jeden Punkt x € X eine 
Umgebungsbasis angegeben ist. 

In dem Beispiel 1 aus Nr. 1 kann als Umgebungsbasis einer Zahl «, das System aller 
offenen Intervalle (x, — &, &,+ 8), &>0, genommen werden. 


Offenbar definieren zwei Umgebungssysteme {W’} und {W”} genau dann 
ein und denselben topologischen Raum, wenn jede Umgebung W’ eine. Um- 
gebung W” und jede Umgebung W” eine Umgebung W’ enthält. 
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Ferner ist die Topologie, die durch das System W’ definiert ist, genau dann 
schwächer als die Topologie, die durch das System W’’ definiert ist, wenn 
diese Topologien verschieden sind und jede Umgebung W’ eine Umgebung W" 
enthält. 

Beispiele. 1. Wir definieren im »-dimensionalen Raum .R” eine Topologie, indem 
wir als Umgebungsbasis eines Punktes x, = {&, &, ..., &} das System aller Mengen W,(x) 
nehmen, die durch Ungleichungen 


&-&|<e (e>0;k=1,2,...,n) 


definiert sind. Man prüft in der Tat leicht nach, daß dann die Bedingungen 1 bis 3 erfüllt 
sind, also R* zu einem topologischen Raum wird. 
2. Ganz entsprechend läßt sich im komplexen Raum 0” eine Topologie einführen. 


3. Abgeschlossene Mengen. Abgeschlossene Hülle einer Menge. Die Kom- 
plementärmengen der offenen Mengen sollen abgeschlossene Mengen genannt 
werden. Auf Grund der Eigenschaften der offenen Mengen (vgl. Nr. 1) gilt 
dann folgendes: 


1. Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen; 

2. die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen; 

3. die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen. 

Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die eine gegebene Menge 
MCX enthalten, wird abgeschlossene Hülle von M genannt und mit 
M bezeichnet. Offenbar ist M die minimale abgeschlossene Menge, die M 
enthält. Es gilt genau dann M = M, wenn M abgeschlossen ist. Ferner gelten, 
wie man sofort sieht, die Bedingungen): 

1.McM; 

2. M—-M (weil M abgeschlossen ist); 

3. M,UM,V... UM, =M UMU...UM,; 

4.0=0. 

Ein Punkt x gehört dann und nur dann zur abgeschlossenen Hülle M, 
wenn » @int (X — M) ist, d.h., wenn jede Umgebung U (z) wenigstens einen 
Punkt der Menge M enthält. Jeder Punkt z€ M wird Berührungspunkt der 


Menge M genannt. Mit diesem Begriff’ hängt der Begriff des Häufungspunktes 
eng zusammen. Ein Punkt x heißt Häufungspunkt einer Menge M, wenn 


») Man kann den topologischen Raum auch als eine Menge definieren, auf der eine 
Abschließungsoperation definiert ist, die den Bedingungen 1 bis 4 genügt. Diese Definition 
ist der oben gegebenen äquivalent. Um dies einzusehen, genügt es, die offenen Mengen 
als Komplemente der ageschlossenen Mengen: zu definieren, wobei die abgeschlossenen 
Mengen M dürch das Erfülltsein der Beziehung M = M charakterisiert sind. Dann sind 
die Bedingungen 1 bis 3 aus Nr. 1 erfüllt, und die durch diese offenen Mengen festgelegte 
Topologie definiert eine Abschließungsoperation, die mit der ursprünglichen überein- 
stimmt. Wir überlassen dem Leser den Nachweis dieser Behauptungen. 
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in jeder Umgebung U (x) ein von x verschiedener Punkt von M liegt. Offenbar 
ist jeder Berührungspunkt einer Menge M, der selbst nicht zu M gehört, 
Häufungspunkt von M. 

Eine Menge M heißt perfekt, wenn sie mit der Menge aller ihrer Häufungs- 
punkte übereinstimmt. Die Menge M — int M wird Rand von M genannt. 

Der Begriff des Häufungspunktes steht in engem Zusammenhang mit dem 
Begriff des Limes einer Folge. Ein Punkt x heißt Limes einer Folge x, , &g, %35..- , 
in Zeichen lim &,—= x, wenn jede Umgebung U (x) fast alle Glieder dieser Folge 


RX 
enthält, d. h., wenn höchstens endlich viele Glieder der Folge nicht in U (x) 
liegen. Eine Folge, die einen Limes hat, heißt konvergent. 
Offenbar sind bei Konvergenz nur die folgenden Fälle möglich): 


1. Von einem gewissen Glied ab stimmen alle weiteren Glieder der Folge 
%1%9, %g5 . .. . überein. Dieses Element x, = x,,; „ist dann Limes der. Folge. 

2. Es gibt unendlich viele verschiedene Glieder der Folge. Dann ist der 
Limes der Folge Häufungspunkt der Menge der Glieder. 


Eine Menge M eines topologischen Raumes X heißt in X dicht, wenn M= X 
ist. Ein Raum X heißt separabel, wenn es in ihm eine abzählbare Menge M 
gibt, die in X dicht ist. 

Sind auf einer Menge X zwei verschiedene Topologien 7’, und 7’, gegeben, 
so ist 7’, genau dann schwächer als T,, wenn die abgeschlossene Hülle jeder 
Menge M in der Topologie 7', die abgeschlossene Hülle von M in der Topo- 
logie 7’, enthält. Dies folgt unmittelbar aus der in Nr.1 gegebenen Definition. 


4. Teilräume. Jede Teilmenge Y eines topologischen Raumes X kann selbst 
zu einem topologischen Raum gemacht werden, wenn man als offene Mengen 
in Y die Durchschnitte der offenen Mengen in X mit der Menge Y nimmt. 
Der Raum Y mit der so definierten Topologie heißt dann Teilraum des topo- 
logischen Raumes X. Aus dieser Definition folgen unmittelbar die folgenden 
Aussagen: 


1. Ist {U} eine Basis in X, so ist {UN Y} eine Basis in Y; 

2. ist {W} eine. Umgebungsbasis in X, so ist [W NY} eine Umgebungsbasis 
in Y; 

3. die abgeschlossene Hülle einer Menge MC Y in Y ergibt sich, wenn man den 
Durchschnitt der abgeschlossenen Hülle von M in X mit Y bildet. 


5. Abbildungen topologischer Räume. Es seien X und Y zwei beliebige 
Mengen. Wir sagen, daß eine Abbildung f der Menge X in die Menge Y gegeben 
sei, wenn jedem Punkt x € X ein Punkt y € Y zugeordnet ist.- Der Punkt x 
heißt Urbild, der Punkt y Bild bei der Abbildung f, in Zeichen 


y=f@). 


!) Hierbei wird vorausgesetzt, daß der Raum einem Trennungsaxiom (vgl. Nr. 7) ge- 
nügt, so daß der Limes einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt ist. — Anm. d. Red, 
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Allgemein wird die Gesamtheit aller Bilder von Punkten x€ M, wobei M 
irgendeine Teilmenge von X ist, das Bild der Menge M bei der Abbildung 
genannt und mit f(M) bezeichnet. Entsprechend heißt die Gesamtheit aller 
Urbilder von Punkten x € N, wobei N eine Teilmenge aus Y ist, Urbild der 
Menge N, in Zeichen f*!(N). Tritt als Bild /(X) der Menge X die gesamte 
Menge Y auf, so heißt f eine Abbildung von X auf Y. 

Eine Abbildung von X auf Y wird umkehrbar eindeutig (oder eineindeutig) 
genannt, wenn das Urbild jedes yE Y aus einem einzigen Punkt besteht. 
. Diejenige Abbildung von X auf X, bei der jedes Bild mit seinem Urbild über- 
einstimmt, heißt sdentische Abbildung. 

Es sei f eine Abbildung von X auf Y und o eine Abbildung von Y auf Z. 
Unter dem Produkt 9 f der Abbildung 9 mit. der Abbildung f versteht man 
die Abbildung, die dadurch entsteht, daß erst f und dann p angewandt wird.) 

Ist 9 f die identische Abbildung, so heißt @ die zu f inverse Abbildung, in 
Zeichen @ = f’!. Wie man sofort einsieht, ist dann auch f invers zu ar so daß 
f und ft zueinander invers sind. 


I. Die inverse Abbildung f! existiert genau dann, wenn die Abbildung f 
umkehrbar eindeutig ist. 

Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist offensichtlich; ist aber f umkehrbar 
eindeutig, so ergibt sich die inverse Abbildung f!, indem.man jedem yE Y 
sein Urbild bei der Abbildung f zuordnet. 

Wir haben bis jetzt Abbildungen von beliebigen Mengen betrachtet. Nun 
werde angenommen, daß f eine Abbildung eines topologischen Raumes X 
in einen topologischen Raum Y vermittelt. Entsprechend der üblichen Defi- 
nition der Stetigkeit einer Funktion heißt eine Abbildung f stetig. in einem 
Punkt x, € X, wenn das Urbild jeder Umgebung V (y,) des Punktes 4, = f(x,) 
eine Umgebung U (x,) von x, enthält. Wir sprechen von einer stetigen Abbildung f- 
von’ X in Y, wenn f in jedem Punkt x des Raumes X. stetig ist. Aus dieser 
Definition folgt unmittelbar der Satz 

II. Eine Abbildung f eines Raumes X auf einen Raum Y ist genau dann 
stelig, wenn das Urbild jeder offenen Menge aus Y ebenfalls eine offene Menge 
ist (oder wenn das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ebenfalls eine abgeschlossene 
Menge ist). 

Ferner gilt der Satz 

III. Bildet eine stetige Abbildung y = (x) eines Raumes X. in einen Raum Y 
eine Menge MC X in eine Menge NC Y ab, so bildet sie auch M in N ab. 

Das Urbild der Menge NN (X) ist nämlich abgeschlossen und enthält M. 
Folglich enthält das Urbild von NN (X) auch M. 

Eine Abbildung f eines topologischen Raumes X auf einen topologischen 
Raum Y heißt topologische Abbildung (oder Homöomorphie), wenn 

1. / umkehrbar eindeutig ist; 

2. f und f! stetig sind. 


!) Hierin ist als Spezialfall die Definition des Produkts von Operatoren enthalten 
(vgl. $1, Nr. 6). a 
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Ziwei topologische Räume X und Y werden komöomorph genannt, wenn es 
eine topologische Abbildung von X auf Y gibt. 
Aus Satz IL folgt sofort der Satz 


IV. Bei einer topologischen Abbildung gehen offene Mengen in offene Mengen, 
abgeschlossene Mengen in abgeschlossene Mengen und die abgeschlossene Hülle 
einer beliebigen Menge M in die abgeschlossene Hülle des Bildes von M: über. 

Die Eigenschaften einer Menge, offen, abgeschlossen oder abgeschlossene 
Hülle einer anderen Menge zu sein, bleiben also bei einer topologischen Ab- 
bildung erhalten. 

Eigenschaften, die bei topologischen Abbildungen erhalten bleiben, werden 
topologische Eigenschaften genannt. Die Topologie ist das Teilgebiet der Mathe- 
matik, in dem topologische Eigenschaften untersucht werden. 

Vom Standpunkt der Topologie aus sind homöomorphe Räume nicht als 
wesentlich verschieden anzusehen. 


6. Bikompakte Mengen. Ein Mengensystem {G) heißt Überdeckung einer 
Menge M, wenn die Vereinigung aller Mengen @ die Menge M enthält. 

Ein topologischer Raum X heißt bikompakt, wenn jede aus lauter offenen 
Mengen G bestehende Überdeckung {G} von X eine endliche Anzahl von 
Mengen G,,@s, . . -, @, enthält, die ebenfalls eine Überdeckung von X bilden. 

Eine Menge M C X heißt bikompakt, wenn sie, als Teilraum von X betrachtet, 
bikompakt ist. 

Wir gehen nun zu den Komplementärmengen über und erkennen die Richtig- 
keit des Satzes 

I. Ein Raum X ist dann und nur dann bikompalkt, wenn in ihm jedes System 
{F} von abgeschlossenen Mengen mit leerem Durchschnitt endlich viele Mengen 
R,:Ffa..:-., F„ enthält, deren Durchschnitt ebenfalls leer ist. 

Aus Satz I folgt der Satz 

II. Jede abgeschlossene Teilmenge eines bikompakten Raumes ist bikompakt. 

Ein Mengensystem {M} heiße zentriert, wenn jeweils endlich viele Mengen M 
dieses Systems einen nichtleeren Durchschnitt haben. Auf Grund von Satz. I 
läßt sich hiermit die folgende äquivalente Definition des bikampakien Raumes 
aussprechen. 

Ein Raum X ist dann und nur dann bikompakt, wenn in ihm jedes zentrierte 
Sysiem von abgeschlossenen Mengen einen nichtleeren Durchschnitt hat: 

Man kann diese Aussage auch noch folgendermaßen formulieren. 

III. Ein Raum X ist dann und nur dann bikompakt, wenn die Mengen jedes 
zentrierten Systems mindestens einen gemeinsamen Berührungspunkt in X 
haben. 

Beweis. Es seiX ein bikompakter Raum und {M} ein zentriertes Mengen- 
system aus X. Dann ist {M} ein zentriertes System von Mengen, die in X 
abgeschlossen sind. Folglich haben die Mengen M einen nichtleeren Durch- 
schnitt. Ein beliebiger Punkt dieses Durchschnitts ist aber gemeinsamer 
Berührungspunkt der Mengen M. 
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Wir nehmen nun umgekehrt an, daß die Mengen eines jeden zentrierten 
Systems einen gemeinsamen Berührungspunkt haben. Insbesondere gibt es 
dann in jedem zentrierten System von abgeschlossenen Mengen einen ge- 
meinsamen Berührungspunkt. Wegen der Abgeschlossenheit dieser Mengen 
gehört dieser Berührungspunkt auch zu ihrem Durchschnitt. Folglich ist X 
kikompakt. 


IV. Ein stetiges Bild eines bikompakten Raumes ist ebenfalls bikompakt. 


Beweis. Es bezeichne f eine stetige Abbildung eines bikompakten Raumes X 
auf einen Raum Y. Ferner sei {6} eine aus den offenen Mengen @’ bestehende 
Überdeckung von TY. Die Urbilder G der Mengen 6” sind dann ebenfalls offen 
und bilden zusammen die Überdeckung {G} des Raumes X. Wegen der Bi- 
kompaktheit von X enthält {G) eine endliche Überdeckung {G,,.. ., Ey}: 
Dann ist aber {G1, ... ., 6} eine in {G’} enthaltene endliche Überdeckung des 
Raumes Y. Jede aus offenen Mengen bestehende Überdeckung {G’} von F 
enthält also eine endliche Überdeckung von Y, d. h. aber, Y ist bikompakt. 


7. Hausdorfische Räume. Ein topologischer Raum X heißt HAUSDOoRFF- 
scher Raum, wenn er folgendem Trennungsaxiom genügt: Zu je zwei ver- 
schiedenen Punkten von X gibt es disjunkte Umgebungen. 

Die in den Beispielen aus Nr. 2 definierten Räume AR” und 0” sind Haus- 
DoRFEsche Räume. 


I. Ist Feine bikompakie Menge in einem HAusvorrsrschen Raum X und 
z&F, so gibt es disjumkie oflene Mengen U und V derart, daß zE U und 
FCV ie. : 


Beweis. Zu jedem yE F gibt es disjunkte offene Mengen U, und V,, mit 
zeU,undyEV,. Wegen < der Bikompaktheit von F existieren unter den v, 
endlich viele Mengen VY; > Von ‚ die eine Überdeekung von F bilden. Die 


Mengen U= A RZ und/ = Ki AL, leisten dann das Gewünschte. 


II. Jede bikompakte Menge eines Hausporseschen Raumes ist abgeschlossen. 


Beweis. F sei bikompakt und x € F. Nach Satz List auch x € F. Folglich 
gilt FCF, und daher ist F=F. 

Wir betrachten als Beispiel die bikompakten Mengen des Raumes R” (Bei- 
spiel 1 aus Nr. 2). Auf Grund des bekannten Heımz-Borkuschen Über- 
deckungssatzes ist jede beschränkte abgeschlossene Menge im R” bikompakt. 
Wie man leicht nachprüft, gilt auch die umgekehrte Behauptung. 

Zunächst ist wegen Satz II jedes bikompakte M im R"” abgeschlossen. 
Wäre M nicht beschränkt, so ließe sich aus M eine unendliche Folge 
M,= [z,, gg, .} herausgreifen, die keinen endlichen Häufungspunkt hat 
und daher eine abgeschlossene Menge im .R” darstellt. Wegen Satz IT aus 
Nr. 6 wäre M, demnach bikompakt. Dies ist aber unmöglich, weil es paarweise 
disjunkte Umgebungen U (x,) der Punkte ,e=1,2,...) von M, gibt und 
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diese Umgebungen eine Überdeckung der Menge M, bilden, die offenbar keine 
endliche Überdeckung enthält. Es gilt also der Satz 


III. Ein Teilraum von R” ist genau dann bikompakt, wenn er beschränkt und 
abgeschlossen in R” ist. 


Ferner gilt: 


IV. Bei einer stetigen Abbildung eines bikompakten Raumes in einen Hauvs- 
DoRFFschen. Raum sind die Bilder abgeschlossener Mengen ebenfalls ab- 
geschlossen. 


Beweis. Da eine abgeschlossene Teilmenge M eines bikompakten Raumes X 
bikompakt ist (vgl. Nr. 6, Satz II), ist das stetige Bild von M ebenfalls bi- 
kompakt (vgl. Nr.6, Satz IV) und daher abgeschlossen im umfassenden 
Hausporrrschen Raum (vgl. Satz II). 


V. Eine umkehrbar eindeutige stetige Abbildung f eines bikompalkten Raumes X 
in einen HAUSDorrFschen Raum ist eine topologische Abbildung. 

Beweis. Nach Satz I aus Nr. 5 existiert die inverse Abbildung "1. Daher 
bleibt nur noch die Stetigkeit von f** nachzuweisen, d.h., es muß nach- 
gewiesen werden, daß das Urbild jeder abgeschlossenen Menge in f({X) bei 
der Abbildung f*! eine abgeschlossene Menge ist (vgl. Nr. 5, Satz IT). Diese 
Behauptung fällt aber mit Satz IV zusammen, weil sie bedeutet, daß das Bild 
einer abgeschlossenen Menge bei der Abbildung f in einem HAUsDorrrschen 
Raum eine abgeschlossene Menge ist. 


VI. Ist eine Menge X bezüglich einer Topologie T’, ein HAUSDORFEscher Raum 


und bezüglich einer Topologie T’, bikompakt, gilt ferner T), < Ts, so ist T,— T},. 


Beweis. Es bezeichne X, bzw. X, die mit der Topologie 7’, bzw. 7’, aus- 
gestattete Menge X. Wegen der Voraussetzung T,<T', ist die identische 
Abbildung f(x) = x des bikompakten Raumes X, auf den HAusporrrschen 
Raum X, stetig und daher (vgl. Satz V) eine topologische Abbildung. Dies be- 
deutet aber, daß 7’, = T', ist. 

Wir wenden nun den Satz IV aus Nr. 6 auf den Fall an, daß f eine stetige 
Abbildung eines Raumes X in den Raum Rt! aller reellen Zahlen ist (Nr. 1, 
Beispiel 1). In diesem Fall wird / eine über dem Raum X definierte reelle 
stetige Funktion genannt. Ist X bikompakt, so ist sein Bild in El nach Satz IV 
aus Nr. 6 ein bikompakter Raum und daher (vgl. Satz III) eine beschränkte 
abgeschlossene Menge. Nun hat aber jede derartige Menge in R! ein größtes 
und ein kleinstes Element. Folglich nimmt die Funktion f(x), x € X, die obere 
und die untere Grenze ihrer Werte an, und es gilt der Satz 


VI. Eine reelle stetige Funktion über einem bikompakten Raum nimmt in 
diesem Raum ihr Supremum und ihr Infimum an. 

Ferner gilt der Satz 

VII. Sind y= f(x) und y= o(x) zwei stetige Abbildungen eines Raumes X. 
in einen. HAUSDORFESschen Raum Y, so ist die Menge M aller Punkte x, in denen 
fi@)=p(e) ist, abgeschlossen. 
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Beweis. Es sei x,€E M. Wäre f(x,) #9(x,), so gäbe es disjunkte. Um- 
gebungen U(f(x,)) nad Y(9()): Sicher existiert nun eine Umgebung W (x); 
deren Bilder bei den Abbildungen y= f(«) und y=gp(z) in U(f,)) ‚bzw. 
V(@(x,)) liegen. Da x, € M ist, gibt es in W (x,): einen Punkt x € M. Diesem 
entsprechen die Punkte f(x) € U(f(x,)) und p(x) €. V(p(m,)). Da diese Um- 
gebungen nach unserer Annahme disjunkt sein söllten, müßte f(x) # pe) 
sein, was aber im Widerspruch zu x € M steht. Demzufolge ist M=M und 
M. abgeschlossen. 

IX. Stimmen zwei stetige Abbildungen y = f(x) und y=p(x) eines Raumes X 
in einen HAUSDORFEschen Raum Y auf einer Menge N C X überein, so. stimmen 
sie auch auf der abgeschlossenen Hülle N dieser Menge überein. 

Beweis. M habe dieselbe Bedeutung wie in Satz VIII. Dann ist NCM und 
daher Nc M = M. Folglich gilt f{«)—=o(«) auf N. 


8. Normale Räume. Ein topologischer Raum X heißt normal, wenn es zu 
je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen F,, F,c X disjunkte offene 
Mengen U, und U, gibt, so daß U, D F, und U, D F, gilt. Diese Bedingung ist 
mit der folgenden äquivalent: Zu jeder abgeschlossenen Menge F und jeder 
offenen Menge U D F gibt es eine offene Menge V derart, dß FC VundV CU 
ist. .Um dies einzusehen, braucht man nur die abgeschlossene Menge X — U 
zu betrachten, die zu F' disjunkt ist. 

1.. Ein bikompakter HAVSDoRrrscher Raum ist normal. 

Beweis. Es seien F, und F, abgeschlossene (und daher bikompakte) dis- 
junkte Mengen aus X. Nach Satz I aus Nr. 7 gibt es zu einem beliebigen 
Punkt yE F, offene Mengen U, "und V,, die F, bzw. y enthalten. Aus der 
Gesamtheit dor Mengen V, lassen sich endlich viele Yu Vs + > Vy, heraus- 
greifen, ‚die eine Überdeckung von. F, bilden. Dann sind aber 


U-ND, ud 7-UV, 
k=1 k=-1 


offene disjunkte Mengen, die F, bzw. F, enthalten. 

II (Urysonx). Zu je zwei abgeschlossenen disjunkten Teilmengen F, und F, 
eines normalen Raumes X gibt es in X eine: stetige reelle Funktion (x), die 
folgenden. Bedingungen genügt: 

1.0</@s]; 

2.f&)=0 auf Fo; 

3./@)=1 auf F,. 

Beweis. Die Behauptung ist trivial, wenn eine der Mengen F, und F, leer 
ist. Ist etwa F', die.leere Menge, so genügt es:einfach, f(x) = 1-für alex EX 
zu setzen. Deshalb können wir annehmen, daß F, und F, nicht leer sind. Es 
si = X-— F,. Da X normal sein sollte, Be es eine offetie Menge V,, für 
die F,c V,und Mc V, ist. 
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Entsprechend gibt es eine offene Menge V;,,, für die 7,C V.,, und V,cV 
ist. Wiederholen wir diese Überlegungen, so erkennen wir, daß es zu jeder 


Zahl r der Gestalt I ‚0<m< 2", eine offene Menge V, gibt, so daß F,CV, 


und V7,c V,, für r<r, ist. 
Nun sei t eine beliebige Zahl aus dem Intervall 0 <t< 1. Wir setzen 


V,= U V,, 
r<t 


ferner ,=0 für t<0 und ,=X fürt>1. Damit haben wir jeder reellen 
Zahl t eine offene Menge Y, zugeordnet, wobei 


V, C V, für [73 < te U 


ist. Es gibt nämlich, wenn O<4,<t%,<1 ist, rationale Zahlen r, und r,, die 
den Bedingungen t, <r,<rg<t, genügen. Dann ist aber 7,CV„CV.CVr.. 
Für 1 <0 oder %>1 ist diese Beziehung (1) trivial, weil dann 9%, =®& 
bzw. 7,—= X ist. 

Aus der Definition der V, folgt, daß die Gesamtheit aller Zahlen £, für die 
ein bestimmter Punkt x zu V, gehört, eine Halbgerade der Gestalt 1, << -+oo 
oder A, <t<-+oo darstellt. 

Wir setzen nun f(x) = A, und zeigen, daß diese Funktion das Gewünschte 
leistet. 

Für t>1 gehört jeder Punkt x zu Y,=X. Folglich enthält die ent- 
sprechende Halbgerade alle Zahlen > 1; daher ist f(«)=4,<1. 

Für t<0 gehört kein x zu V,= 6, so daß f(x)=4,> 0 ist. Es gilt also 
0<fe)sl für alex EX. 

Ist z€ V,, so enthält die entsprechende Halbgerade die Zahl 0, so daß 
/, = 0 ist. Zusammen mit },> 0 folgt hieraus A, = 0. Folglich ist f(x) =0 
auf V,, insbesondere also f(x) = 0 auf F,. ä 

Entsprechend folgt aus z& V,, d.h. aus zE F,, daß die entsprechende 
Halbgerade den Punkt 1 nicht enthält. Daher ist /@x)=4,=1 und folglich 
fa)=1 auf F.. 

Wir haben nun noch die Stetigkeit von f(x) zu beweisen. Es seia, € X und 
e>0. Dann stellt die Menge U (x,) = Vase —_ Pause eine Umgebung von &, 
dar, in der A, —e<2, <A, + 5 also x) —e< f(@) < f(x.) + & ist. Dem- 
nach ist f(x) stetig. 


9. Lokal bikompakte Räume. Ein topologischer Raum X heißt lokal bi- 
kompakt, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebung hat, deren abgeschlossene 
Hülle bikompakt ist. 


‚I. Ein lokal bikompakier Raum X kann durch Hinzunahme eines einzigen 
Elements x & X so ergänzt werden, daß er zu einem bikompakten Raum wird. 


Um dies einzusehen, setzt man X. = X Ux„ und nimmt als offene Mengen 
in X. alle offenen Mengen aus X sowie alle Mengen der Gestalt U U x, wobei U 
eine offene Menge ist, deren Komplementärmenge bikompakt ist. 
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Wie man leicht nachprüft, ist X. ein bikompakter Raum. Mit X ist auch X. 
ein Havsporrsscher Raum. Zunächst haben nämlich zwei verschiedene 
Punkte x, und x, aus X disjunkte Umgebungen. Ist aber 2; = 2. und € X, 
so gibt es eine Umgebung U von x,, deren abgeschlossene Hülle bikompakt 
ist. Dann sind (X — U) U x» und U disjunkte Umgebungen von x. und x,. 

Mit Hilfe des Urysomsschen Lemmas (Nr. 8, Satz II) erhalten wir hieraus 
den Satz 


II. Sind in einem lokal bikompakien Raum X eine offene Menge U und eine 
bikompakte Menge FC U gegeben, so gibt es eine auf X definierte reelle stetige 
Funktion f(x), die den Bedingungen 


0<sfsl, f=laufF und f(x) =0 außerhalb U 


genügt. Um die Richtigkeit einzusehen, braucht man nur das Urysomnsche 
Lemma auf die abgeschlossenen Mengen F und X.— U des bikompakten 
Raumes X, anzuwenden. 

Ist f(x) ein beliebiges Funktional in einem lokal bikompakten Raum X, 
der nicht schon bikompakt ist, so soll lim f{x)— A bedeuten, daß die 


>00 2 
Menge {x:| f(x) — A| > e} für beliebiges & > 0 bikompakt ist. Wie man leicht 
sieht, ist die Zahl A hierdurch, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt. Insbe- 
sondere bringt lim a fe x) = 0 zum Ausdruck, daß die Menge {x:| f(«)| > e} für 


beliebiges e > 0 ) bikompakt ist. Wir wollen in diesem Fall sagen, daß f(x) im 
Unendlichen verschwindet. 


10. Der Satz von Stone. Es sei Q eine beliebige Menge. Sind hl: lg) 
reelle Funktionen über Q, so schreiben wir 


hURU... U/,— max{ Wfl; ---; fn(®}; 
ANRN... N/,— min {f,(), hos---: fa}: 


Soistalso /, URU...U f, diejenige Funktion, welche für jedes q gleich der 
größten der Zahlen f, (g), fa(q); - - -, /„(g) ist. Wir wollen sagen, eine Gesamt- 
heit A reeller Funktionen über Q bilde einen Verband, wenn sie mit je zwei 
Funktionen /, und /, auch f, U fs und f N f, enthält. Offenbar enthält sie dann 
mitf,,..„/„auch, URl...Uf,undf‚NfaN...N f,. Eine Gesamtheit X 
reeller Funktionen über Q werde eine reelle Funktionenalgebra genannt, wenn 
sie mit jeder Funktion auch deren Produkt mit einer beliebigen reellen Zahl 
und mit je zwei Funktionen auch deren Summe und deren Produkt enthält. 
Eine reelle Funktionenalgebra W heiße gleichmäßig abgeschlossen, wenn die 
Grenzfunktion jeder auf @ gleichmäßig konvergenten Funktionenfolge 
{ab In E U, zu X gehört. Ist W nicht gleichmäßig abgeschlossen, so ergibt sich 
durch Hinzunahme der betreffenden Grenzwerte eine neue Funktionenmenge, 
die X enthält und, wie man leicht nachprüft, eine gleichmäßig abgeschlos- 
sene Algebra ist. Wir nennen diese Algebra die gleichmäßig abgeschlossene 


Hülle der Algebra X und bezeichnen sie mit W. 
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Die Gesamtheit 0” (T) aller stetigen reellen Funktionen über einem gegebenen 
topologischen Raum 7 ist beispielsweise eine gleichmäßig abgeschlossene 
Algebra, desgleichen die Gesamtheit C7, (7) aller stetigen reellen Funktionen 
über T', die m einem Punkt z, gleich Nul sind. 

"I. Jede gleichmäßig abgeschlossene reelle Algebra R beschränkter Funktionen, 
die alle Konstanten enthält, ist ein Verband. 

Beweis, Wir haben lediglich zu zeigen, daß mit x(t) € R’auch |x{t)| ER 
ist, weil dann aus x,y € R folgt, daß auch die Funktionen 


»Uy=2 (@+y+|2—y)) 
und R 
eNy=z(«+y—|2—Y)) 
zu R.gehören. 
Es sei also x(f) €. R und |x(t)| < c für alle *€ T. Dann ist 


.0|= Ve ee 1—(1 = 


62 
En 1.1-3.:.(2%—3) a? (t) \n 
=ej1- Pe En ı 


. wobei ‘die Reihe auf 7 gleichmäßig konvergiert, weil 0 < 1-1 1 ist. 
‚Folglich gehört |x(f)| zu.R. 

Bemerkung. Die Aussage des Satzes I gilt auch dann. noch, wenn die Funktionen- 
algebra.keine von Null verschiedene :Konstante enthält. Um dies einzusehen, brauchen 
wir nur die Gesamtheit R, aller‘ Funktionen der Gestalt y(l)=c+ef{t),x(t)ER, zu 
betrachten. Offenbar ist R, eine: gleichmäßig abgeschlossene Funktionenalgebra, die 
alle Konstanten enthält. Ist nun x(f) ER, so ist, wie oben bewiesen wurde, auch 
|z()| e R,. Es sei 1:0] =c+2,(), «,() ER. Dann ist »*(l) = + 2ca,(t) +=(f) und 
= 22) — 2cx, (tl) —l)ER, also @=6, c=0 und |z()| =, ER. 

Il. Auf einem bikompakten Raum T sei eine Gesamtheit U stetiger reeller 
Funktionen x(t).gegeben,. die folgenden Bedingungen genügt: 

1. Yist ein Verband; 

2. für je zwei verschiedene Punkte T;o ET und beliebige reelle Zahlen a, b 
gibt es. eine Funktion x, ,() EU derart, daß x,,(T)= a und x,,(0) = b ist. 

‚Dann ist jede auf T stetige Funktion Grenzwert einer gleichmäßig konvergenten 
Folge von Funktionen ©, VEN. 

Beweis. Es sei x(f) eine auf 7’ stetige Funktion, e- eine beliebige positive 
Zahl und x,, eine Funktion aus W, die der Bedingung 2 für «= x(r) und 
b=x(o) genügt. Ferner seien U,, und V,, die Mengen derjenigen Punkte, für 
die z,,() <z(t)+e bzw.x ee) See ist. Offenbar. sind U,, und V,, 

offene “Mengen mit rEU „und o€ V,.. Für jedes a bilden die Mengen TER 
eine Überdeekung des bikompakten. Raumes T. Wir suchen aus dieser Über. 
deekung..eine endliche Überdeekung ÄU,0> Uno, - - -, Ur,.} aus und setzen 
= NN... N ro. Auf diese "Weise erhalten wir die Funktion: 
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y.M EN, die den Bedingungen 
yÜ)<a+e aufganzT, 
R 
yQ>aW—e für TEN, =NVas 
j=1 


genügt. Nun sei {V,,..., 7.,} eine endliche Überdeckung aus der Über- 
deckung {V,} von 7. Setzen wir daan z=y,Uy,UV...Uy,,, so erhalten 
wir eine Funktion z(t) E W, die auf ganz 7’ den Ungleiehungen 


z<Md—-Ee<2elt)<z(l)+E 


Bene: Damit ist der Beweis des Satzes II erbracht. 

Man sagt, eine Menge X von Funktionen über Q irenne die Punkte, wenn es 
zu je zwei verschiedenen Punkten i4,,%,€ Q eine Funktion x(f) EX gibt, für 
die xt) = x{t,) ist. 

Theorem 1 (Stone [3]). Ist R eine reelle Algebra sietiger Funktionen über 
einem bikompakten Raum T, welche die Punkte trennt, so stimmt die gleich- 
mäßig abgeschlossene Hülle R von R entweder mit O’(T) oder mit C(T) 
für ein gewisses ti, € T' überein. 

Beweis. a) Wir nehmen zunächst an, daß es in der Algebra R zu jedem i,€ 7 
eine Funktion z(f) mit z(f,) #0 gibt. Dann gibt esin Rzui,, BET, ht, 
eine Funktion x{f), für die 

z()F0, ze) Frl) 1) 


ist. In R gibt es nämlich Funktionen y(f) und z(f), die den Bedingungen 
y(t) = y(6) und 2(&,) + 0 genügen. Mit diesen setzen wir 


| y) für y(l)+0, 
x) = | (t) für yl)=0, 2{t) +2), (2) 
y)+2() für yi)=0, 2(t)=z6k). 


Hierbei darf angenommen werden, daß x (t,) = 0 ist. Anderenfalls ersetzen wir 
x(f) durch die Funktion 


ud) =) [0]: 


7 ETAy x(t), so erhalten wir eine Funktion x, (f) € R, die 


den Bedingungen z, (f,)= 1 und z, (t,) = 0 genügt. Entsprechend existiert eine 
Funktion x;(t) ER, für die x,(t)= 0 und x,(f,) = 1 ist. Für die Funktion 
y(d) = ax, (f) + b,(t) gilt dann y (i,) = a und y(t,) = b, d. h. aber, daß es zu be- 
liebigen 2,,nE T,t,+t,, und beliebigen reellen «a und b in R eine Funk- 
tion y(f) mit y(h)=« und y(b,)= b gibt. Auf Grund der Bemerkung genügt 
die Algebra R damit allen Voraussetzungen des Satzes IL. Daher stimmt R 
mit C’(T) überein. 


b) Liegt der Fall a) nicht vor, so sind alle Funktionen aus R in einem ge- 
wissen Punkt ?, € 7’ gleich Null. Dann bilden die Funktionen y(t)—= c+ x{f), 


Setzen wir nun a, (f) = 
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zit) E R, eine Algebra X’, für die der Fall a) zutrifft. Daher gibt es zu jeder 
stetigen reellen Funktion 2(f) (insbesondere zu jeder stetigen Funktion, die 
für ti, gleich Null ist) und jedem & > 0 eine Funktiony()=c+x{), 2) ER, 
derart, daß |z() — [c+ x{)]| <e für alle # € T ist. Setzen wir nun i= 1, 
so folgt |e|<e und damit |z() —z{i)| <2e. Dies bedeutet aber, daß 
R= CL(T) ist. 


Theorem 2 (WxrsRstrAssscher Approximationssatz). Es sei T eine ab- 
geschlossene beschränkte Teilmenge des n-dimensionelen reellen Raumes R”. 
Dann ist jede auf T' sietige Funktion f(x; , %, - - -, 2.) Grenzwert einer auf T 
gleichmäßig konvergenten Folge von Polynomen der Veränderlichen x,,.. ., & 
mit reellen Koeffizienten. 

Zum Beweis genügt es, den Satz von Stoxa auf die Algebra X aller Polynome 
der Veränderlichen &,,%g, ..., 2, mit reellen Koeffizienten, betrachtet als 
Funktionen über 7’, anzuwenden. Hierbei ist der Fall Y= 0% (T) unmöglich, 
weil X.alle Konstanten enthält. 


11. Die durch eine Funktionenfamilie definierte schwache Topologie. In 
einer beliebigen Menge Q kann unter anderem auf folgende Weise eine Topologie 
definiert werden. 

Es sei {f,} eine Familie von Funktionen, die auf Q definiert sind und deren 
Werte jeweils in dem topologischen Raum X, liegen. Als Basis in @ nehmen 
wir die Gesamtheit aller möglichen Durchschnitte von endlich vielen Mengen 
/z1(U,), wobei die U, offene Mengen in X, seien. Unter der durch die Familie 
{f,} in @ definierten schwachen Topologie wird dann diejenige Topologie in Q 
verstanden, die durch diese Basis erzeugt wird. Offenbar gilt der Satz: 


I. Die durch die Familie {f,} definierte schwache Topologie ist die schwächste 
unter allen Toopologien, in denen alle Funktionen f, stetig sind. 


Ferner gilt: _ 


II. Es sei F eine Familie von komplexen stetigen Funktionen über einem lokal 
bikompakten Raum X, die folgenden Bedingungen genügt: 


1. Alle Funktionen aus F verschwinden im Unendlichen; 
2. F trennt die Punkte von X; 
3. es gibt in X keinen Pünkt, in dem alle Funktionen aus F gleich Null sind. 


Dann stimmt die auf X durch die Familie F definierte schwache Topologie mit 
der ursprünglichen Topologie überein. 


Beweis. Offenbar können die zu F gehörenden Funktionen als stetige 
Funktionen auf X%, die im Punkt x. gleich Null sind, betrachtet werden. 

Nun sei 7, die durch die Familie F in x. definierte schwache Topologie 
und 7’, diejenige Topologie von X, welche durch die in X geltende Topologie 
definiert wird. Nach Satz List 7, < T,. Aus den Bedingungen 2 und 3 folgt, 
daß F die Punkte von X, trennt. Daher ist X, mit der Topologie 7, ein 
Havsporrsscher Raum, so daß wir mit Hilfe von Satz VI aus Nr. 7 schließen 
können, daß 7, = T, auf X, und damit auch auf X ist. 
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12. Topologisches Produkt von Räumen. Es seien X,, X,, - . -, X, irgend- 
welche topologischen Räume. Mit X, x X3X---x X, bezeichnen wir die 
Gesamtheit aller Systeme = {x,,%,.. .,%,} mit zEX,(i=1,2,...,n). 
Gilt MC X,, MaC X,,...,M„CX,, so soll mit M, x M,x x M, die 
Gesamtheit der Systeme x = {x,, %, ..., %,} bezeichnet werden, wobei die 
% 5 %g, . -,%, unabhängig voneinander die Teilmengen M,,M3;,..., M, dureh- 
laufen. 

Wir führen nun in X, x X,xX---x X, eine Topologie ein, indem wir als 
Umgebungsbasis eines Punktes x = {aP, x9,...,x%} die Gesamtheit aller 
Mengen U, (29) x Uz,(}) x ---x U„(z0) nehmen, wobei U,(x?) eine beliebige 
Umgebung von (= 1,2,...,n) bezeichnet. Offenbar sind dann die Axiome 
der Umgebungsbasis (vgl. Nr. 2) erfüllt, so daß X, x X, X ---x X, tatsäch- 
lich zu einem topologischen Raum wird, dem sogenannten topologischen Produkt 
der Räume X,, Xg, -:-, An- 

Die Definition des Produktraumes läßt sich auf den Fall unendlich. vieler 
Räume ausdehnen, und zwar folgendermaßen. Gegeben sei eine Familie {X,} 
topologischer Räume X,. Dabei durchlaufe der Index & eine beliebige feste 
Menge % (beliebiger Mächtigkeit). Mit 2 X, bezeichnen wir die Gesamtheit 


der für alle «€ MX definierten Wioklionen: = [x,} mit den Werten EX, 
Als Umgebungsbasis eines Punktes x’ = [x}} definieren wir das System der 
Mengen U (x?) aus IIX,, die sich auf folgende Weise ergeben (A. N. TycHo- 


we“ 

NOFF): Wir nehmen eine (beliebige) endliche Anzahl » von Indizes 
&>%g +. .,%, und für jeden Punkt =, eine feste Umgebung. U (x},) 
@=1,2,...,n). Dann bezeichnen wir mit U(x°) die Gesamtheit aller 
Punkte «= {x,}, die sich ergeben, wenn die x}, unabhängig voneinander die 
U(a)@=1,2,.:.,n) und die übrigen x, die zugehörigen X, durchlaufen. 
Lassen wir nun n alle natürlichen Werte annehmen, durchlaufen ferner die 
&; gs -- 0% alle möglichen Systeme von n Indizes aus A und die 
DT (28,),..., U(x},) ale möglichen Umgebungen der Punkte x},..., 2%, 
so erhalten wir das Mengensystem {U(x°)}, welches wir als Umgebungsbasis 
des Punktes x" erklären. 

Man bestätigt wiederum sofort , daß X, bei dieser Definition der Um- 


gebungsbasis ein topologischer Raum ie Diss Raum wird das topologische 
Produkt der Räume X, genannt. 

Ist = [x,}, so heißt x, die «-te Koordinate des Punktes x oder auch 
Projektion des Punktes x auf X,. Die Zuordnung £ — x, ergibt eine Abbildung 
des Raumes X = u auf X,. Das Bild einer Menge MCX bei dieser 


Abbildung heißt Projektion von M auf X,. 
Aus der oben gegebenen Definition der Umgebungsbasen in X= 2 X, 


geht hervor, daß die in X definierte Topologie gerade die durch die Familie ds 
Funktionen f,(x)= x, definierte schwache Topologie ist. Daher sind die Funk- 
tionen f,(®) = x, stetig. Ferner sind bei den Abbildungen f, (x) = x, die Urbilder 
offener Mengen offen und die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen. 


4 Neumark, Algebren 


50 82. Topologische Räume 


1. Ist Y bikompakt, so ist die Projektion jeder abgeschlossenen Menge FCX xY 
auf X abgeschlossen. 


Beweis. Es sei M die Projektion von F auf X und «, € M. Dann hat jede 
Umgebung U (z,) mit M einen nichtleeren Durchschnitt. Die Mengen 


Ny={y:zxyEF,zEeU(a)} 


bilden folglich im bikompakten Raum Y ein zentriertes System und haben 
daher einen gemeinsamen Berührungspunkt y, (vgl. Satz III aus Nr. 6). 
Dann ist aber xy, EF=F und folglich x,€ M. Aus «,€ M folgt also 
x, € M, d.h., M ist abgeschlossen. 


II (A. N. Tycaoxorr [1]). Das topologische Produkt einer beliebigen Familie 
bikompakter topologischer Räume ist bikompakt. 


Beweist). Es si X = //X, der zu den bikompakten Räumen X, gehörige 


ed 

Produktraum. Nach Satz ILI aus Nr. 6 genügt es zu zeigen, daß dieMengen eines 
jeden zentrierten Systems in X mindestens einen gemeinsamen Berührungs- 
punkt haben. Nun sei {M*} ein zentriertes Mengensystem in X (der Index A 
durchlaufe eine Menge A). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf an- 
genommen werden, daß {M*} ein maximales zentriertes Mengensystem ist, 
d. h., es ist unmöglich, aus {M*} durch Hinzunahme neuer Mengen ein um- 
fassenderes zentriertes System zu erhalten. Wäre nämlich das System {M*} 
nicht maximal, so könnte es mit Hilfe des Zoxuschen Lemmas (vgl. Anhang I) 
zu einem maximalen zentrierten System ergänzt werden.?) Nun genügt es 
aber, für die Mengen dieses maximalen Systems das Vorhandensein eines 
gemeinsamen Berührungspunktes nachzuweisen, weil dieser dann auch in 
bezug auf das ursprüngliche System {M*} gemeinsamer Berührungspunkt ist. 
Es sei also {M*} ein maximales zentriertes System in X. Mit M? bezeichnen wir 
die Projektion der Menge M* auf X,. Dann bilden die Mengen {M?} für 
festes « ein zentriertes System in X,. Wegen der Bikompaktheit von X, 
haben die M? einen gemeinsamen Berührungspunkt (vgl. Nr. 6, Satz III), der 
mit x2 bezeichnet werde. Wir werden zeigen, daß dann x’ = {x} gemeinsamer 
Berührungspunkt der Mengen von {M*} ist, d.h., jede Umgebung U (x°) 
aus der Umgebungsbasis von x? wird von jeder der Mengen .M* geschnitten. 

Nach der Definition der Topologie in X ergibt sich jede derartige Umgebung 


U(x°) aus einem endlichen Indexsystem &,,%g, - ..,%, und Umgebungen 
Ud)@=1,2,...,r) durch die Bedingungen 
&E U (x) =1,2,...,n). () 


Es sei U; (x°) eine Umgebung des Punktes x", die durch eine der Bedingungen (1) _ 
für festes ö definiert wird. Dann ist U; (x) die Gesamtheit aller Punkte x = {x,}, 


1) Der hier gegebene Beweis stammt von CHuvALLey und Frısk [1]. 

?) Die Gesamtheit aller zentrierten Systeme in X ist eine bezüglich der Inklusion 
halbgeordnete Menge, die der Voraussetzung des Zorwschen Lemmas’genügt; die obere 
Grenze einer linearen Menge zentrierter Systeme ist dasjenige zentrierte System, welches 
durch Vereinigung aller zentrierten Systeme dieser Menge entsteht. 
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für die x, € U(a$,) ist, während die übrigen x, beliebig sind. Demzufolge 
ist U («P) der Durchschnitt der Umgebungen U,(x) (=1,2,...,n). Da «4, 
Berührungspunkt jedes M, ist, wird U (x},) von jedem .M?, geschnitten. Dies 
bedeutet, daß U,(x°) von jedem M* geschnitten wird. Nun ist aber der Durch- 
schnitt endlich vieler Mengen M? ebenfalls eine Menge aus {.M?}. Anderenfalls 
würde durch Hinzunahme dieses Durchschnitts zu {.M*} ein zentriertes System 
entstehen, das {M?} als echten Teil enthielte. Dies widerspricht aber der 
Annahme, daß {M*} maximal ist. Wir können daher behaupten, daß U; (z°) 
von dem Durchschnitt einer beliebigen endlichen Anzahl von Mengen M* 
geschnitten wird. Dann müssen aber die Umgebungen U; (x) #(=1,2,...,n) 
zum System {M*} gehören. Anderenfalls würde sich durch Hinzunahme der 
U,(x°) wieder ein zentriertes System ergeben, das eine Erweiterung des 
Systems |M?} wäre. Dies kann jedoch nach unserer Annahme nicht sein. 
Schließlich muß dann auch der Durchschnitt U (x) der Umgebungen U; (x°) 
(=1,2,.:.,n) zum System {M?*} gehören. Folglich wird U(z°) von jedem 
M* geschnitten. Damit ist der Satz II bewiesen. ; 


III. Das topologische Produkt Hausnorrsscher Räume ist ebenfalls ein 
Hausporrsscher Raum. 


Beweis. Auz,yEIIX, unds =# yfolgt x, = y, für ein gewisses «. Da X, 
LIE 


ein Hausporrrscher Raum ist, gibt es disjunkte Umgebungen U, und V, 
von x, und y,, deren Urbilder bei der Abbildung x — x, disjunkte Umgebungen 
von x und %y sind. 


IV. Ist F eine abgeschlossene und @ eine offene Menge aus dem topologischen 
Produkt X x Y zweier iopologischer Räume X und Y, so ist die Menge 


Uly:xx yE F} abgeschlossen und die Menge N{y:=x yE @} offen, wenn Q 
sEeQ vEeQ 


eine bikompakte Menge aus X. ist. 


Beweis. Die erste Behauptung folgt nach Satz I daraus, daß die Menge 
Uly:zxyEF} die Projektion der Menge (Qx FYNF auf Y ist, während 
vEeQ 
man die zweite Behauptung erhält, wenn man die erste auf die entsprechenden 
Komplementärmengen anwendet. 


V. Über dem Produkt X x Y zweier topologischer Räume X und Y sei eine 
stetige Funktion f(x, y) gegeben, deren Werte in einem topologischen Raum Z 
liegen. Ferner sei Q eine bikompakte Menge in X und G eine offene Menge in Z. 
Dann ist die Menge W = {x: fx, y) € @ für alle xE Q} ofen in Y. 


Beweis. Es sei G’ das Urbild von G bei der Abbildung 2 = f(x, y). Dann ist 
G’ offen in Xx Y und 


W=Nty:sxye@), 
xeQ 


so daß nur noch Satz IV anzuwenden bleibt. 


4x 
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13. Metrische Räume. Eine Menge X von Blementen z2,9,2,... wird 
ein metrischer Raum genannt, wenn je zwei Elementen x und y einenichtnegative 
Zahl e(x, y) (die sogenannte Entfernung von x und y) so zugeordnet ist, daß 
folgendes gilt: : 

1. Auso(&,y)=0 folgt «— y. (Identitätsaxiom) ; 

‚2. o(2,y)=o(y, x) (Symmetrieaxiom); 
3.02, y)+ely,2)>20(x, 2) (Dreiecksungleichung). 


Die von x und y abhängige Funktion g (x, y) wird dann die Metrik des Raumes 
X. genannt. 


Beispiele. 1. Die Gesamtheit R! aller reellen Zahlen ist ein metrischer Raum, wenn 
die Entfernung zweier Punkte durch o(x, y) = |« — y| definiert wird. . 
2. Die Gesamtheit aller Punkte des dreidimensionalen Raumes ist offenbar ein metrischer 
Raum, wenn unter o{z,y) die übliche Entfernung der Punkte x und % verstanden. wird. 
Die ‚Bedingung 3. besagt in diesem Fall, daß in einem Dreieck die Länge einer Seite nicht 
größer als die Summe der Längen der beiden anderen Seiten ist, wobei das Gleichheits- 
zeichen genau dann steht, wenn das Dreieck zu einer geraden Strecke entartet, d.h., 
wenn die Punkte x, y und 2 auf einer Geraden liegen und y sich zwischen x und z befindet. 


3..Die Gesamtheit C(e, 5) aller im. Intervall [a, 5] stetigen Funktionen «{tf) ist ein 
imetrischer. Raum, wenn der Abstand zwischen x({f) und y(f) durch 


e(@, = max |«()—yih] 
a<ısb 

definiert wird. 

4. Es sei B die Gesamtheit aller Folgen x = {n,, Ra, 3, . . .} von natürlichen Zahlen. 

; z 1 
"Wir definieren in ® eine Entfernung, indem wir e(z, x) = und o(&, y) = TE setzen, wenn k 
‚die erste Nummer ist, für die #, und y, verschieden sind. Die Bedingungen 1, 2 und 3 sind 
dann erfüllt, wie man leicht bestätigt. Hierbei gilt die Dreiecksungleichung in der ver- 
‚schärften Form 

o(z, )=max (g(#, 9). ey D- 


Der metrische Raum 8 heißt Baırzscher Null-Raum. 


Unter der Sphäre mit dem Mittelpunkt x, und dem Radius r verstehen wir 
die Gesamtheit der Punkte x, für die o(&, x,) = r ist. Die offene Kugel mit dem. 
‘Mittelpunkt x», und dem Radius r wird von den Punkten x mit o(x@,%,)<r 
gebildet, während die zugehörige abgeschlossene Kugel von den Punkten x 
mit e(x,x,) = r gebildet wird. 

Die obere Grenze der Entfernungen zwischen je zwei Punkten einer Menge 
wird der Durchmesser dieser Menge genannt. Der Durchmesser kann unter 
Umständen unendlich groß sein. 

In einem metrischen Raum X läßt sich eine Topologie einführen, indem als 
Umgebungsbasis eines Punktes x,E€ X die Gesamtheit aller offenen Kugeln 
mit. dem Mittelpunkt x, genommen wird. Wie man leicht nachprüft, sind die 
Bedingungen 1 bis 3 der Umgebungsbasis und das Trennungsaxiom (vgl. 
Nr. 2 und 7) erfüllt, so daß X zu einem Hausporrrschen Raum wird. Man 
sagt, die Topologie des Raumes X wird durch seine Metrik g(x, y) gegeben. 
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Ein topologischer Raum X heißt metrisierbar'), wenn sich in ihm eine solche 
Metrik einführen läßt, daß die hierdurch festgelegte Topologie mit der ur- 
sprünglichen Topologie übereinstimmt. 

Eine Abbildung f eines metrischen Raumes X in einen metrischen Raum X’ 
wird isometrisch genannt, wenn sie die Entfernungen invariant läßt, d.h,, 
wenn die Entfernung o(x,y) zwischen je zwei Punkten x,y € X- mit der 
Entfernung g(#’, y’) zwischen ihren Bildern in X’ übereinstimmt. Offenbar 
ist eine isomelrische Abbildung ein Homöomorphismus. Zwei metrische Räume 
X und X’ heißen ösometrisch, wenn es eine isometrische Abbildung von X aufX’ 
gibt. Offenbar sind isometrische Räume homöomorph. 

Vom Standpunkt der Theorie der metrischen Räume sind zwei isometrische 
Räume nicht als wesentlich verschieden anzusehen. 

Eine Folge {x,} von Elementen eines metrischen Raumes X heißt Fun- 
damentalfolge, wenn es zu jeder positiven Zahl eine Zahl N (e) gibt derart, 
daß 

Oli m) <e für m,n>N(e) (i) 


ist. Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge. Ist nämlich lim x, = %, 


NR 
und & > 0 eine beliebige Zahl, so liegen alle Glieder von {x,} von einem gewissen 


xy ab in der Umgebung o (x, &,) < F- Für m, n> N gilt dann 9 (@,,%)< > und 
0 (in ; %) <z ‚ also 


(ans Em) Olens ©) + Od m <gtg= 


Das Umgekehrte gilt im allgemeinen nicht. Ist X beispielsweise die Menge 
aller rationaler Zahlen, betrachtet als Teilraum von R!, so ist jede Folge von 
Zahlen aus X, deren Grenzwert eine irrationale Zahl ist, eine Fundamental- 
folge, die in X nicht konvergiert. 

Ein metrischer Raum wird vollständig genannt, wenn in ihm jede Funda- 
mentalfolge konvergiert. Das bekannte CAvcaysche Konvergenzkriterium 
bedeutet, daß R! ein vollständiger Raum ist. 

Jeder nicht vollständige meirisch a Raum X kann zu einem vollständigen 
metrischen Raum erweitert werden. Das im folgenden benutzte Verfahren ist 
Fr der Cantorschen Konstruktion der Menge der reellen 

ahlen. 


Mit X werde die Gesamtheit aller a & = {21,09,:..} 
%, € X, bezeichnet. Zwei Fundamentalfolgen 


=le,,2,..}) und J=ly, yo :..} 
sollen genau dann als „gleich‘‘ angesehen werden, wenn 
lim 0 (2; Yn) =0 
N-—>00 


1) Bedingungen für die Metrisierbarkeit eines Raumes au man bei HAUSDORFF 
[1; $26] und Sumrxow [I]. 
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ist. Wir definieren nun in X eine Metrik, indem wir 
08, 9) = lim e(&n Yn) 
Nn—0 


setzen, wenn &= {z1,,2,...} und J= {y,, Ya, ...} ist. Dieser Grenzwert 
existiert stets. Es ist nämlich 


lim Ym) SO llms Eu) + O lin, Yu) FO Yn: Ym) 
und folglich 


(lim Ym) 0 (&n: Yn) Soll TR (Yn: Ym): 


d. h., die Zahlen o (x, , y„) bilden eine Fundamentalfolge im .Rl. Diese konvergiert 
auf Grund der Vollständigkeit von Rt, 

Wie man leicht nachprüft, sind für o(&, y) die Entfernungsaxiome 1, 2 
und 3 erfüllt, so daß X zu einem metrischen Raum wird. Dieser enthält ins- 
besondere alle Folgen der Gestalt = [x,x,x,...}, wobei die Zuordnung 
x — {m,%,x,...} eine isometrische Abbildung von X in X ist. Deshalb wollen 
wir fortan nicht mehr zwischen dem Element & und der Folge {x,%, x, .... .} 
unterscheiden. Dann kann X als Teilraum von X aufgefaßt werden. Ins- 
besondere kann man von der Entfernung o(&, y) zwischen Punkten € X 
und yE X sprechen, und zwar ist nach Definition der Entfernung in x 


0(&, J)= at y) für 2=fa, 2, 2, u) 


Ist nun 2= {x,, 2, %,....} eine beliebige Fundamentalfolge, so ergibt sich 
aus (1) für m — oo 
0, 2)<e für n>N(e, (2) 


so daß me: 2%.) = 0 ist: Zu jedem & € X und jedem & > 0 gibt es steis ein 


zeX, für das g{&, 2) <e ist, d.h., X ist dicht im X. 
Der Raum X ist vollständig. Es sei [&,} eine Fundamentalfolge aus X. Wie wir 
soeben gesehen haben, gibt es zu jedem &, ein x, € X derart, daß 


= 1 
0 (&n; %n) an 


(3) 
gilt. Daher ist &= {x,,%,, %,...} eine Fundamentalfolge, wegen (2) also 
lim o(&, x,)= 0. Zusammen mit (3) erhalten wir hieraus lim o(&,, &) = 0, 
RX N>X 

d.h., es ist imi,= 2. 


No 
Der Raum X heißt die vollständige Hülle des Raumes X. 
I. Der Raum X ist unter allen vollständigen metrischen Räumen, die X eni- 
halten, minimal, d. h., wenn Y ein vollständiger Raum ist, der X enthält, so 


gibt es eine isometrische Abbildung von X in Y, bei der alle Punkte € X 
festbleiben. 


NV: 
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Diese Abbildung ergibt sich einfach dadurch, daß man jeder Fundamental- 
folge &= {x,, %, %, . . .} Ihren Grenzwert in Y zuordnet. 


II. In einem vollständigen metrischen Raum hat eine Folge FRI F3 DI F53D... 
von beschränkten nichtleeren abgeschlossenen Mengen F;, Fy, F5,..., deren 
Durchmesser d(F,) gegen Null streben, einen nichtleeren Durchschnitt, der aus 
genau einem Punkt besieht. 

Beweis. Wir nehmen aus jeder Menge F‘', ein Element x,. Für m > n gilt 
dann x,, ‚x, € F„; folglich ist 0 (x, ,2,) <d(F‘,). Daher ist {x,} eine Fundamental- 
folge. Ihr Grenzwert.(der auf Grund der Vollständigkeit des Raumes existiert) 
ist zugleich Grenzwert jeder Folge {x,, &,+1; In+g; - . .} und gehört daher zu _ 
jedem F,,. Mehr als einen Punkt, der allen F, angehört, kann es aber nicht 
geben, weil d(F,) —0 für n— oo. 

Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes X heißt nirgends dicht, wenn 
jede offene Kugel aus M eine offene Kugel enthält, die zu M disjunkt ist. Wir 
sagen von einer Menge M, sie sei eine Menge erster Kategorie, wenn sie Ver- 
einigung von abzählbar vielen nirgends diehten Mengen ist. Alle anderen 
Mengen sollen von zweiter Kategorie heißen. 


III. Ein vollständiger metrischer Raum ist eine Menge zweiter Kategorie. 

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, d.h., es sei X ein vollständiger 
metrischer Baum und X= U M,„, wobei die M,„ in X nirgends dicht sind. 
Es bezeichne S, eine offene Kugel mit dem Radius 1. Da M, nirgends dicht 
ist, gibt es in S, eine Kugel $,| mit einem Radius r, < + ‚ deren abgeschlossene 
Hülle $, zu M, disjunkt ist. Da M, nirgends dicht ist, gibt es weiter in 8, 
eine Kugel 8, mit einem Radius r,< r ‚ deren abgeschlossene Hülle 8, zu M, 


disjunkt ist. Auf diese Weise gelangen wir nacheinander zu einer Folge ab- 
geschlossener Kugeln 8,38, D8,D..., auf die der Satz II anwendbar ist. 


Nun sei x, der Punkt, der allen Kugeln $,(n=1,2,3,...) angehört. Auf 
Grund unserer Konstruktion gehört dann x, zu keiner der Mengen M,„, was 


aber der Gleichung X = um, widerspricht. 
; IV. Ein separabler er Raum X hat eine abzählbare Umgebungs- 
Asis. 
Beweis. Ist (x, x, %,....} eine abzählbare Menge, die in X dicht ist, 
so bilden die offenen Kugeln 
em a)<t (yn=12,3,...) 


eine abzählbare Basis von X. Um dies einzusehen, nehmen wir eine Um- 
gebung U (x,, &), die durch die Bedingung e (x,, x) < & bestimmt sei, und ein 
beliebiges x’ € U(x,, e). Dann ist also o(@,2)<e—6 für ein 5>0. Wir 
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wählen nun ein n,, für das u < 5 ‚und ein x;, , für daso (x, x,)< ayist. Dann 


ist aber die durch o(x, 2,)< - bestimmte offene Kugel ganz in U (x,, &) 
enthalten und enthält #’. Jedes U lin, €) und damit jede offene Menge in X ist 


also die Vereinigung von Kugeln o (x, x;) Ss n ‚d.h., diese Kugeln bilden eine 
Umgebungsbasis. 


14. Kompakte Mengen in metrischen Räumen. Eine Menge Q eines metri- 
schen Raumes X heißt relativ kompakt, wenn jede ihrer unendlichen Teil- 
mengen eine Folge enthält, die aus unendlich vielen verschiedenen Elementen 
besteht und gegen ein Element des Raumes X konvergiert. Eine Menge Q 
eines metrischen Raumes X heißt kompakt, wenn jede ihrer unendlichen 
Teilmengen eine Folge enthält, die aus unendlich vielen verschiedenen 
Elementen besteht und gegen ein Element der Menge @ konvergiert. Offenbar 
ist eine Menge Q eines metrischen Raumes genau dann relativ kompakt, wenn 
ihre abgeschlossene Hülle kompakt ist.') 

Eine Menge E von Punkten eines metrischen Raumes X wird ein &-Netz 
für eine Menge M C X genannt, wenn 'es zu jedem Element x € M ein Element 
y€ E gibt, dessen Entfernung von x kleiner als e> 0 ist. 


I (Hausporrr [1]). Eine Teilmenge M eines vollständigen metrischen 
Raumes X ist genau dann relativ kompakt, wenn es in X für die Menge M und 
jedes &>0 ein endliches e-Netz gibt. 


Beweis. a) Die Bedingung ist notwendig. Die Menge M sei relativ kompakt 
und.x, € M. Ist o (8, &,)< 8 für allex € M, so ist die Menge, die nur aus dem 
Punkt x, besteht, bereits ein endliches e-Netz. Liegt dieser Fall jedoch nicht 
vor, so gibt es wenigstens einen Punkt x, € M, für den o(x,,%) > e ist. Gilt 
dann für alle Punkte x € M entweder o (x, x) <e oder o (x, #5) < &, so bildet 
die Menge {z,, 2,} ein endliches e-Netz. Anderenfalls gibt es einen Punkt x, 
mit 0(%, 2) Ze und 0(&,, &) Z e. Nach dem ;-ten Schritt gelangen wir ent- 
sprechend zu einem Punkt x; mit der Eigenschaft, daß o (@,, x) ze füri+#j 
ist. A priori sind nun zwei Fälle möglich : Entweder bricht das Verfahren nach 
endlich vielen Schritten ab, oder es ist unendlich oft fortsetzbar. Liegt der 
erste Fall vor und bricht das Verfahren nach dem r-ten Schritt ab, so ist 


(21,29, ...,%,} ein endliches e-Netz. Im zweiten Fall ergibt sich dem- 
gegenüber eine unendliche Folge 
U Bar ig en. Ü 


von Elementen aus .M derart, daß 
e,%)>2e für i#j (,j=1,2,3,...) (2) 
}) Man kann zeigen, daß eine Teilmenge Q eines separablen metrischen Raumes dann 


und nur dann kompakt ist, wenn sie bikompakt ist. Wir werden von diesem Satz keinen 
Gebrauch machen, empfehlen aber dem Leser als nützliche Übung, ihn zu beweisen. 
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ist. Dieser Fall ist nun aber unmöglich, weil wegen (2) keine Teilfolge 
der Folge (1) eine Fundamentalfolge ist, also im Widerspruch zur relativen 
Kompaktheit der Menge M auch nicht konvergiert. 

Wir weisen darauf hin, daß im Beweis für die Notwendigkeit der Bedingung 
kein Gebrauch von der Vollständigkeit des Raumes X gemacht wurde. 


b) Die Bedingung ist hinreichend. Zu jedem e> 0 möge es in X ein end- 
liches e-Netz für die Menge M geben. Wir gehen von einer Folge {e,} mit 
&, — 0 für n — oo aus und betrachten zu jedem e, das zugehörige e,-Netz 


k { 
RE TIRRT  3 


der Menge M. Nun sei 7’ eine unendliche Menge von Elementen aus M. Wir 
werden anschließend zeigen, daß man aus 7 eine Fundamentalfolge aus- 
wählen kann, Da diese wegen der vorausgesetzten Vollständigkeit des RaumesX 
konvergiert, enthält T' eine konvergente Folge, womit der Beweis der relativen 
Kompaktheit der Menge M erbracht ist. 

Zunächst umgeben wir die Punkte «P, «W,...,a des &,-Netzes mit 
Kugeln vom Radius &,. Dann liegt jeder Punkt aus 7’ in einer dieser Kugeln. 
Folglich enthält wenigstens eine dieser Kugeln eine unendliche Teilmenge 
von T. Diese Teilmenge werde mit 7’, bezeichnet. Nun umgeben wir die 
Punkte =, 29, ...,xi2 des &,-Netzes mit Kugeln vom Radius &,. Wenig- 
stens eine dieser Kugeln enthält eine unendliche Teilmenge 7’, von T;: Nach- 
einander erhalten wir auf diese Weise eine ineinandergeschachtelte Folge 
TIT, IT, IT; D..., wobei die Menge 7, jeweils in einer Kugel vom 
Radius e, liegt. Wir greifen nun aus T, einen Punkt a, heraus, aus T', einen 
Punkt 9,=+a,, aus T, einen Punkt a,= a, und +, usw. So erhalten wir 
die in 7 enthaltene unendliche Foige a, , @,, Q3, . . ., die sicher eine Fundamen- 
talfolge ist. Um dies einzusehen, betrachten wir die Punkte a,„ET7, und 
M+pETnrn. Nun gilt aber T,,,„C 7, und daher liegen die beiden Punkte «a, 
und a,., in einer Kugel vom Radius &,, d.h., es ist 


0(@n+7> a.) S2E. 


II. Eine Teilmenge M eines vollständigen metrischen Raumes X ist genau dann 
relativ kompakt, wenn es zu jedem & > 0 in X ein relativ kompaktes e-Neiz für 
die Menge M gibt. 


Beweis. Die Bedingung ist offenbar notwendig, weil es nach Satz I sogar 
ein endliches e-Netz für die Menge M gibt. Es bleibt also nur noch zu zeigen, 
daß die Bedingung auch hinreichend ist. Es sei also Z ein relativ kompaktes 


5 Netz für die Menge M. Nach Satz I gibt es ein endliches > Netz F für die 
Menge E. Dann ist F aber ein endliches e-Netz für M. Ist nämlichze M, 
so gibt es ein Element yE E, für das o(z, Y)< > ist, und ein Elementz € F, 
für dase(y,2)< zist, woraus o (x, 2)< e folgt. Auf Grund von Satz I schließen 
wir hieraus, daß M relativ kompakt ist. 


58 —_ $3. Topologische lineare Räume 
$ 3. Topologische lineare Räume 


1. Definition des topologischen linearen Raumes. Eine Menge X von 
Elementen x, y,2, .. . wird topologischer linearer Raum genannt, wenn folgendes 
gilt: 

1. X ist ein linearer Raum; 

2. X ist ein HAusporrrscher Raum; 

3. die Summe x -+- y der Vektoren x und y ist bezüglich beider Variablen 

x und y stetig; 
4. das Produkt xx des Vektors x mit der Zahl « ist bezüglich beider Variablen 
« und x stetig. 

Hierbei kann X ein reeller oder ein komplexer linearer Raum sein.!) Um 
beide Fälle nicht einzeln für sich betrachten zu müssen, bezeichnen wir mit C 
die Gesamtheit der reellen Zahlen oder die Gesamtheit der komplexen Zahlen 
(je nachdem, ob wir einen reellen oder komplexen Raum betrachten), und 
zwar mit der üblichen Topologie (vgl. Beispiell und 2 aus $2, Nr.1). Die 
Bedingung 4 bedeutet nun, daß die Abbildung {x, x} — «x des topologischen 
Produktes O x X in X stetig ist. Entsprechend besagt 3, daß die Abbildung 
{z,y} —x-+ y des topologischen Produktes X x X in X stetig ist. 

Ist X ein topologischer linearer Raum, so ist die Abbildung — x + % 
wegen 3 für beliebiges x, € X stetig. Sie wird eine Verschiebung in X genannt. 
Da die inverse Abbildung x — x — x, existiert und ebenfalls stetig ist, ist jede 
Verschiebung x — x + x, eine topologische Abbildung. Ist daher {U(0)} eine 
Umgebungsbasis des Punktes 0, so ist {U(0)-+ x,} eine Umgebungsbasis des 
Punktes x,. Ist insbesondere {U (0)} die Gesamtheit aller Umgebungen von 0, 
so ist {[U(0)-+ x,} die Gesamtheit aller Umgebungen von %,. 

Eine Abbildung f eines topologischen linearen Raumes X in einen topo- 
logischen linearen Raum Y wird topologischer Isomorphismus genannt, wenn 


1. f eine isomorphe Abbildung von X in Y ist; 

2. f eine homöomorphe Abbildung von X in Y ist. 

Zwei topologische lineare Räume X und Y heißen iopologisch isomorph, 
wenn ein topologischer Isomorphismus von X auf Y existiert. 

In der Theorie der. topologischen linearen Räume werden topologisch 
isomorphe Räume als nicht wesentlich verschieden betrachtet. 

Ein topologischer linearer Raum X heißt lokal konvex, wenn es in ihm für 
den Punkt Null eine Basis von Umgebungen gibt, die in X sämtlich sym- 
metrische konvexe Mengen sind (vgl. $1, Nr. 8Sund 9). Wir werden im 
weiteren nur solche topologischen linearen Räume betrachten, die lokal 
konvex sind, und hierbei der Kürze halber einfach von lokal konvexen Räumen 
sprechen. Es sei allerdings darauf hingewiesen, daß einige Ergebnisse, ins- 
besondere alle Ergebnisse von Nr. 2, auch für allgemeine topologische lineare 
Räume gelten. 


1) Wir werden hauptsächlich komplexe Räume betrachten. Falls nichts anderes gesagt 
wird, sollen die betrachteten topologischen linearen Räume demgemäß immer komplex 
sein. 
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Beispiele. 1. Der topologische Raum C* aus $ 2, Nr. 2, Beispiel 2, kann als linearer 
Raum betrachtet werden (vgl. Beispiell aus $1,Nr.1). Dann wird 0* ein komplexer 
topologischer linearer Raum. Er ist lokal konvex. In der Tat, es = U (a,e) die Menge 


aller x, für die p(®—a)<e mit p(&)= (ul +1 +-- + | 9? ist. Diese Mengen 
bilden nun eine Umgebungsbasis des Punktes a. Hierbei ist p(x) ein auf CO" definiertes 
konvexes Funktional, so daß U (a, &) eine konvexe Menge in X ist (vgl. $1, Nr. 8). Ganz 
entsprechend kann der Raum R! aus $2, Nr. 1, Beispiel 1, als reeller linearer Raum be- 
trachtet werden (hierzu definiert man die Vektoraddition als die gewöhnliche Zahlen- 
addition und die Multiplikation mit einer Zahl als die gewöhnliche Zahlenmultiplikation). 
Damit wird R! zu einem lokal konvexen reellen topologischen linearen Raum. 

2. Es sei X ein beliebiger lokal bikompakter (eventuell also auch bikompakter) Raum. 
Mit C(X) werde die Gesamtheit aller stetigen komplexen Funktionen f{x) über X be- 
zeichnet. Wir nehmen in C(X) als Addition die gewöhnliche Addition von Funktionen 
und als Multiplikation mit einer komplexen Zahl die gewöhnliche Multiplikation einer 
Funktion mit einer Zahl. Dann ist C(X) ein linearer Raum. Weiter definieren wir in X 
auf folgende Weise eine Topologie. Es sei K eine beliebige bikompakte Teilmenge von X 
und & eine beliebige positive Zahl. Unter der Umgebung U(f,, K, e) der Funktion f,e C(X) 
verstehen wir dann die Gesamtheit aller Funktionen /(x) aus C (X), die der Ungleichung 

)—fhla)i<e füralle zek 


genügen. Lassen wir nun K alle bikompakten Teilmengen von X und & alle positiven 
Zahlen durchlaufen, so erhalten wir ein System von Umgebungen, das wir als Umgebungs- 
basis der Funktion f, ansehen. Wie man sofort einsieht, sind die Bedingungen 3 und 4 
der Definition des topologischen linearen Raumes erfüllt. Weiterhin bestätigt man leicht, 
daß U (f,, K, e) eine konvexe Menge in X ist. Folglich ist O (X) ein lokal konvexer komplexer 
topologischer linearer Raum. 


2. Abgeschlossene Teilräume in topologischen linearen Räumen. Eine 
Menge M von Elementen eines topologischen linearen Raumes X heißt 
abgeschlossener Teilraum des Raumes X, wenn folgendes gilt: 


1. M ist ein linearer Teeilraum des linearen Raumes X; 
2. M ist eine abgeschlossene Teilmenge des topologischen Raumes X. 
Offenbar gilt der Satz 


I. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Teilräume von X ist eben- 
falls ein abgeschlossener Teilraum von X (vgl. $1, Nr. 3, und $2, Nr. 3). 


Insbesondere erhält man als Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilräume 
von X, die eine gegebene Menge MC X enthalten, den minimalen abgeschlos- 
senen Teilraum von X, der M enthält. Dieser ist die sogenannte abgeschlossene 
lineare Hülle der Menge M. Wir bezeichnen sie mit [M]. Ist eine Gesamtheit 
von Mengen M,, M3,... gegeben, deren Anzahl endlich, abzählbar unendlich 
oder auch nicht abzählbar unendlich ist, so wollen wir mit [M,, M35,..-:] 
die abgeschlossene lineare Hülle der Vereinigung dieser Mengen bezeichnen. 


II. Ist M ein (im allgemeinen nicht abgeschlossener) linearer Teilraum 


von X, so ist seine abgeschlossene Hülle Mt ebenfalls ein linearer Teilraum und 
folglich ein abgeschlossener linearer Teilraum von X. 
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. Beweis. Für ein festes yEM bildet die stetige Abbildung f(a)=x-+% 
den Unterraum M in sich ab. Folglich wird bei dieser Abbildung auch M in 
sich abgebildet (vgl. $2, Nr. 5, Satz III). Dies bedeutet aber, daß mit ze M 
und yEf auch + yEM ist. Für ein festes yEM bildet die Abbildung 
/y)= x + y dann aber M in M ab und daher auch M in WM, d.h., aszeM 
und yeM folgt + yEM. Analog zeigt man, daß mit x, € M auch «x, zu M 
gehört. 

Aus Satz II folgt: 

Die abgeschlossene lineare Hülle einer Menge M stimmt mit der abgeschlos- 
senen Hülle der Gesamtheit aller endlichen Linearkombinationen von Elementen 
aus M überein. 


3. Konvexe Mengen und konvexe Funktionale in lokal konvexen Räumen. 
Wir betrachten in einem lokal konvexen Raum X eine konvexe Menge K, 
die 0 als inneren Punkt enthält. Dann enthält K eine konvexe symmetrische 
Umgebung U (0) von 0. Für jedes feste x € X ist das Produkt «x eine stetige 
Funktion von «, die für «= 0 verschwindet. Demnach gibt es eine positive 
Zahl ö derart, daß ax E U(0) für |@|< ö und damit 


avec K für Jal<ö 
gilt. Daher ist 


zeI-K für |e|<6. (i) 

Wir bezeichnen nun mit A, die Gesamtheit aller positiven Zahlen ß, für die 
x € PK ist. Auf Grund von (1) gehört das Intervall (z ; ©) zu A,. Wir setzen 

Pla) =inf A, 6) 


und behaupten, daB p(x) ein konvexes Funktional ist. 
Zum Beweis bemerken wir zunächst, daß nach Definition von p{x) sicher 


ra) 20 

und für beliebiges e > 0 
vEelple)+e]K : 3) 
ist. Nun zeigen wir, daß 
; per y)sple) +2) (4) 
ist. Hierzu setzen wir 

= PW)+te at PRa+E 

ee re (8 
Aus (3) folgt 

1 I 
DarereK zyrsYyCH 
Daher gilt wegen der Konvexität von K 
1 1 
N are rs yE- 
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Unter Berücksichtigung von (5) erhälten wir hieraus 


1 
iR 


z+yEelp@)+ply) +2elK. 


Nach Definition von p(x + y) bedeutet dies, dd p(c+y)<zr(@) + pw) + 2e 
ist, Hieraus folgt nun (4), weil &> 0 beliebig ist. Ferner ist A,. = «A, für 
#>0, woraus unter Berücksichtigung von (2) schließlich die Beziehung 
p(ax) = ap(e) folgt, so daß p(x) tatsächlich ein konvexes Funktional ist. 

Ist K symmetrisch, so ist p(x) offenbar ein symmetrisches konvexes Funk- 


d.h., es ist 


 tional. 


Fürze Kist 1EA, und daher 
p(z)<1 fürall vEK. 


Ist andererseits p (x)< 1, so muß 1 € A, und demzufolge x € K sein. Folglich 
ist p(x) >1 für alle xE€ K. Hieraus und aus den Ergebnissen von $1, Nr. 8, 
schließen wir, daß der Rand der Menge K genau aus den Vektoren x besteht, 
für die p(x)=1 ist. 

Bemerkung. Das oben konstruierte Funktional p(x) ist stetig. In der 
Umgebung eU (0) des Punktes 0 gilt nämlich p(z) < e, so daß 


Ip(&) —p(&)| Sp(®— 2) <e 


gilt, falls 2 — x, € EU (0) ist. 

Nun sei K eine konvexe Menge und x, ein innerer Punkt von K. Dann ist 
K—.ıx, eine konvexe Menge, die 0 als inneren Punkt und damit eine. gewisse 
konvexe symmetrische Umgebung dieses Punktes enthält. Wenden wir die 
oben beschriebene Konstruktion nun auf die konvexe Menge K —x, an, so 
erhalten wir den Satz 


1. Ist x, ein innerer Punkt einer konvexen Menge & so gibt es ein konvexes 
Funktional p(x) mit folgenden Eigenschaften: 
1. p(&®—o)<1 für allexcEK; 
2. pe —x)=1 nur für die Randpunkie x von K; 
3. pe —%)>1 für alle x, die weder zu K noch zum Rand von K gehören. 
Hieraus und aus den Ergebnissen von $1, Nr. 9, ergibt sich der Satz 
1. In einem reellen. lokal konvexen Raum sei eine konvexe Menge K gegeben, 
die einen inneren Punkt enthält. Dann gilt: 
1. Durch jeden Randpunkt der Menge K läßt sich eine Stützhyperebene 
von K legen. 
2. Gehört x, weder zu K selbst noch zum Rand von. K, so gibt es eine Stütz- 
hyperebene von K, die x, von K trennt. 
Ferner gilt der Satz 


III. Ist Keine konvexe abgeschlossene Menge, so gehören alle Randpunkte 
von K selbst zu K. 
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Beweis. Esseix, ein Randpunkt von. K und [x, , x,] eine Strecke, deren innere 
Punkte sämtlich zu K gehören. Für 0 <t,<-l und 2„—-1 gehören dann die 
Punkte ,= (1—1,)% + 12%, zu K. Die aus ihnen gebildete Folge {x,} kon- 
vergiert gegen x,. Da K abgeschlossen ist, muß x,€ K sein. 


4. Definition einer lokal konvexen Topologie mit Hilfe konvexer Funk- 
tionale. Es sei U(0) eine symmetrische konvexe Umgebung des Punktes 0. 
Wir wenden auf die konvexe Menge K= U(0) die oben beschriebene Kon- 
struktion an. Das entsprechende konvexe Funktional werde mit p{x) be- 
zeichnet. Ist zE U(0), so gilt p(x)< 1. Da nämlich T(0) eine offene Um- 
gebung und das Produkt «x für & = 1 stetig ist, gibt es ein e> 0 derart, daß 
ax € U(0) für |« —1]<e ist. Dann enthält aber A, eine Zahl, die kleiner als 
Eins ist, und es gilt tatsächlich p(x) <1. 

Aus »(2) <1 folgt umgekehrt x € U(0), wie man sofort sieht, wenn man 
in Nr. 3, (3), e= 1— p(x) setzt. 

Es gilt also der Satz 


I. Jeder symmetrischen konvexen Umgebung U(0) des Punktes 0 entspricht 
ein symmetrisches konvexes Funktional p(x) derart, daß U (0) gerade die Gesamt: 
heit derjenigen Vektoren x ist, für die p(x) <1 ist. 

Damit entspricht einer Basis {U(0)} von 0 aus konvexen symmetrischen 
Umgebungen ein System symmetrischer konvexer Funktionale p(x). Dieses 
System hat dann folgende Eigenschaft: Zu jedem x, + 0 gibt es im System 
{p(x)} ein Funktional p(x), für das p(&,) + 0 ist. 

In der Tat, ist x, + 0, so gibt es in {U(0)} eine. Umgebung U (0), die &, 
nicht enthält. Folglich genügt das zur Umgebung U(0) gehörige Funktional 
p(x) der Bedingung p(x,) > 1, so daß gewiß p(x,) + 0 ist. 

Ein System {p(x)} von symmetrischen konvexen Funktionalen eines linearen 
Raumes X soll ausreichend genannt werden, wenn es zu jedem Vektor x, aus X 
ein Funktional p(®) des Systems gibt, für das p(x,) > 0 ist. 

Damit gilt der Satz 


II. Einer Basis {U(0)} des Punktes 0, die nur aus symmetrischen. konvexen 
Umgebungen besteht, enispricht ein ausreichendes System {p(x)} symmetrischer 
konvexer Funktionale. 

Wir nehmen nun umgekehrt an, daß über dem linearen Raum X ein beliebiges 
ausreichendes System {p(x)} symmetrischer konvexer Funktionale gegeben 
sei. Um in X eine Topologie einzuführen, definieren wir als Umgebung 
U (&g5 Ps.» Pu; E) eines Vektors x, die Gesamtheit der Vektoren x, die 
den Bedingungen p(@e— x) <e(k=1,2,...,n) für feste »,(x) € {p{x)} 
(k=1,2,...,n), für festes n und festes &> 0 genügen. Die Gesamtheit der 
Umgebungen, die man auf diese Weise für alle möglichen n=1,2,..., 
alle möglichen p,(x) aus {p(x)} und alle möglichen &> 0 erhält, nehmen wir 
dann als Umgebungsbasis des Vektors x,. Offenbar erhält man diese Um- 
gebungen aus den entsprechenden Umgebungen des Punktes 0 mit Hilfe der 
Verschiebungen & —x-+ x,, wobei die Umgebungen von 0 symmetrische 
konvexe Mengen in X sind (vgl. $1, Nr. 8). 
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Bei dieser Definition der Umgebungsbasen wird X zu einem topologischen 
linearen Raum, der nach unseren obigen Überlegungen lokal konvex ist. 


Wir haben zunächst nachzuweisen, daß die Bedingungen 1 bis. 3 der 
Definition der Umgebungsbasis erfüllt sind (vgl. $2, Nr. 2). Die Bedingungen 
l und 2 sind trivialerweise erfüllt. Um die Bedingung 3 nachzuweisen, be- 
trachten wir die durch 


Pr(& — %) <E (k=1,2,...,n) 
bestimmte Umgebung U (x,) von x, sowie einen Punkt z,, der in U (x,) liegt. 
Es soll also p,(ı, —,)<e(k=1,2,...,n) sein. Mit U, (x,) werde die durch 

Pl — u) <E (k=1,2,...,n) 
bestimmte Umgebung bezeichnet, wobei &, das Minimum der Zahlen 
Eli —%)(k=1,2,...,n) bedeute. Ist nun zE U, (x), so gilt 

Pr(% — %o) = Pr — 4% — %) S Pr(® — %ı) + Pr(%ı— %o) 
<E4 Pla — m) SE— Pr(&ı— %o) + Pr (&ı — %) = E 


und folglich U, (&,)C U (x). 
Wir prüfen nun nach, ob das Trennungsaxiom erfüllt ist. Es sei x, + x,, also 
% — %g =+ 0. Dann gibt es ein Funktional 2,(x) € {p(x)}, für das 2,(&ı — X) > 0 


ist. Wir setzen e= m (&) —%s). Dann sind die durch die Ungleichungen 
Pa —z)<e und Ml&—)<e 


definierten Umgebungen U,(z,) und U,(x,) zueinander disjunkt. Hätten sie 
nämlich einen gemeinsamen Punktx, so müßte dieser den letzten beiden 
Ungleichungen gleichzeitig genügen, so daß 


Po(&ı — 2) = Poltı — CH — %) S Pol&ı —%) + Pol —%) <2e 


wäre, was aber der Definition von & widerspricht. 

Damit ist bewiesen, daß X ein Hausporrrscher Raum ist. Es bleibt also 
nur noch nachzuweisen, daß die Bedingungen 3 und 4 der Definition des 
topologischen linearen Raumes erfüllt sind, d. h., daß die Summe x -+ y und 
das Produkt «x stetig sind. 

Die Bedingungen 


Pr(® — %— Yo) <E (k=1, 2,...,9) 


bestimmen eine gewisse Umgebung des Punktesx,+ %,, die wir mit U (x, ai; Yo) 
bezeichnen. Wir betrachten außerdem die Umgebungen 


Um): mMa@—n)<z k=1,2,...,n), 


U(yo: mYy—Y)<z (k=1,2,...,n). 


Mitx € U («,) und y € U (y,) gilt nun, wie man leicht sieht, ae + yE Ula, + Y)- 
Damit ist die Stetigkeit der Summe bereits bewiesen. 
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Die Ungleichungen 
Pr(E — &gto) <E (k=1, 2,2... 9) 
bestimmen eine Umgebung des Punktes &,2,. Diese werde mit U(«,, 2) 
bezeichnet. Gehört « zu 
Ta): e—a|<& 
und x zu 


so gilt 


U (a): Plr— 2) <E (k=1,2, en) 


Pr (8 — 9%) = Pr (a8 — Ag + rg — go) 
= \&| 228 — 20) + | — &| Pr (%o) 
<(|&| + &)81 + &Pr(8o)- 
Nimmt man e, hinreichend klein, so wird der letzte Ausdruck kleiner als e, 


womit die Stetigkeit des Produktes ax bewiesen ist. 
Wir haben also den. Satz 


III. Jedes ausreichende Sysiem [p(x)} von konvexen symmelrischen Funk- 
tionalen über einem linearen Raum X bestimmt in X eine Topologie, mit der X 
ein lokal konvexer topologischer linearer Raum ist. Hierbei werden die Um- 
gebungen einer Basis durch Ungleichungen der Gestalt 


pma—a)<e (k=1,2,...,n 
mit Pula) € {p(a)} und e> 0 bestimmt. 
5. Endliehdimensionale Räume. Wir wollen jetzt die Ergebnisse von Nr. 4 
auf einen Raum endlicher Dimension anwenden. Es sei C* ein n-dimensionaler 


Raum und {e,, €, ...,e„} eine Basis in 0*. It = &&4+ &&4+ "+ nn 
so setzen wir 


Narr + - 


Offenbar ist p,(x) ein symmetrisches konvexes Funktional über 0”. Hierbei 
gilt 9,(2) = 0 nur für #= 0. Das Funktional p,(x) bildet daher bereits ein 
ausreichendes System und bestimmt demzufolge eine lokal konvexe Topologie 
in 0". Als Umgebung U,(z,) eines Punktes = &2e&, + &8&,-+---+ &ie, hat 
man in dieser Topologie die Gesamtheit der Vektoren x, für die 


pa—n) = NA + E—-8P+ + —Ar<e (e>0) 


ist. 
I. Jede lokal konvexe Topologie des Raumes C" stimmt mit der durch das 
Funktional p,(x) bestimmten Topologie überein. 


Beweis. Es sei {p} ein ausreichendes System konvexer Funktionale, das 
in 0” eine lokal konvexe Topologie bestimmt. Ferner sei U (z,) die durch die 
Ungleichungen 


Ma@—a)<e (k=1,2,...,m und m,Elp}) 
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festgelegte Umgebung. Wir setzen 
es {Pr(&)}- (1) 
3 
Dann ist. die Umgebung 2 
Üo(X): Pla — %) <-, (2) 


in U(x,) enthalten; aus (1) und (2) folgt nämlich 
Ha—o)=rl(a- Mat + en) 
<|&—&|prle) ++ En — En| Pr(en) 


Sen Io: 
on 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daß auch umgekehrt jede Umgebung U, (x,) 
eine geeignete Umgebung U (x,) enthält. Es sei x, -# 0 ein beliebiger Vektor 
aus 0”. Dann gibt es ein Funktional p, € {p} mit p,(z,) > 0. Wir bezeichnen 
mit M, den Teilraum aller Vektoren x, für die p, (x) = 0 ist. Aus x, € M, folgt, 
daß die Dimension von Pt, kleiner als » ist. Ist M,=+ (0), so gibt es einen 
Vektor x, + 0, der zu It, gehört, und ein Funktional p, € {p}, für das 2, (x,) > 0 
ist. Mit M, werde der Teilraum aller Vektoren x € M, bezeichnet, für die 
P,(&) = 0 ist. Offenbar güt x, € M,, so daß die Dimension von M, kleiner als 
die von M,, also kleiner als n —1 ist. Wir gelangen so zu einer Folge von 


nn MIM;D..->M= (0), ISk<a, 


und zugehörigen Funktionalen P, Ps, ---, € {p}. Hierbei ist M; die 
Gesamtheit aller Vektoren z € 0”, die den Bedingungen 


Pla) = Pre) = = prl@) =0 3) 
genügen. Folglich erfüllt nur der Nullvektor die Bedingungen (3). Wir setzen 
nun 

2(«) = max {pı(®); Pa (2), „..; 2x(x)} 2 (4) 


Offenbar ist p(x) ein konvexes Funktional über C”, wobei p(&) = 0 nur für 
xz= 0 gilt. Wir werden beweisen, daß 


Dir) <Scp(«) (5) 
ist, wobei c eine Konstante bezeichnet. Hierzu nehmen wir das Gegenteil an, 
d. h., es gäbe eine Folge von: Vektoren x; derart, daß 

Pol) >kpl) (k=1,2,3,...) (6) 
ist. Setzen wir 1 
ET Als 


so gilt 
i 2); (7) 


und. aus (6) folgt 
: i 
PU) <y- 


Nun sei 
YK=Neeatt Tr Naeen- 


5 Neumark, Algebren 
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Dann bedeutet (7), daß 
tee 8) 


ist, d.h., die Folgen {+}; . - -, {Naz} sind beschränkt. Wir können daher eine 
Teilfolge auswählen (die wir wieder mit y, bezeichnen) derart, daß die ent- 
sprechenden Folgen {n,,}, . : ., {rm} Konvergieren. Mit n,,..., 7, bezeichnen 
wir ihre Grenzwerte. Wie aus (8) folgt, gilt auch |7,12+ - - + |»]2= 1. Dem- 
zufolge it y= 1,8; + + 1me, nicht der Nullvektor. Gehen wir nun in 


Py)srly— + P(yı) <ple) |m— Nel+ + pler) Im mel + 


für k — 00 zur Grenze über, so schließen wir, daß p(y) = 0 für y == 0 ist. Dies 
steht aber im Widerspruch zu der oben erwähnten Eigenschaft des Funk- 
tionals p(x). 

Die Ungleichung (5) gilt also tatsächlich. Auf Grund von (4) stimmt dann 


die Gesamtheit der Vektoren x, die der Ungleichung p(x — x,) < - genügen, 
mit der durch 


Pı(®— %o) <- 4005 Pr(®— %o) <- 
definierten Umgebung U (x,) überein. Die Umgebung U (x,) ist also in der oben 
vorgegebenen Umgebung p,(x — z,) < e enthalten. 

Aus Satz I folgt der Satz 


II. Alle endlichdimensionalen lokal konvexen topologischen linearen Räume 
gleicher Dimension sind tomologisch isomorph. 


6. Stetige lineare Funktienale. Es sei X ein lokal konvexer Raum und 
{p(x)} ein ausreichendes System symmetrischer konvexer Funktionale, 
welchem gemäß Nr. 4, Satz III (mit x, = 0), die aus symmetrischen konvexen 
Umgebungen bestehende Basis {U(0)} des Punktes 0 entsprechen möge.!) 
Die im folgenden betrachteten linearen Funktionale sind über dem ganzen 
Raum X definiert. 


I. Ein lineares Funktional f(x) über X ist genau den für <= 0 stetig, wenn für 
ein p,(x) aus dem System {p(x)} die Ungleichung . 


fo) po(a) füralle zEX ) 


erfüllt ist. In diesem Fall ist f(x) auf ganz X stetig. 


. Beweis. Das Funktional f(x) sei für x = 0 stetig. Dann gibt es eine Um- 
gebung U(0) derart, daß 


Fa)l<ı für mEU(O) (2) 


; 3) Jedes U(0) ist gemäß Nr. 4, Satz III, durch endlich viele Bedingungen p, (x) < e, 
p,€{p}, definiert. Erweitert man das System {p} durch Hinzunahme aller Funktionale 
pP = Sup {Ps = = > Pads Pıs +» Pn&{p}, so definiert das neue System die gleiche Topologie, 
und die Umgebungen der Basis können durch eine einzige Ungleichung p(x) < e definiert 
werden. Im folgenden wird nun dieses erweiterte System zugrunde gelegt. — Anm. d. Red. 
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ist. Dieser Umgebung möge das Funktional p,(x) aus {p(x)} entsprechen. 
Dann ist U(0) die Gesamtheit aller x,, für die p,(2,) <1 ist. Daher kann (2) 
auch in der Gestalt 


Fadl<ı für pla)<i (3) 
geschrieben werden. Nun sei x ein beliebiger Vektor aus X. Wir setzen 
1 
% == Dar T, E> 0) . 
Dann ist 1 
a) ars Pr) <I. 
Wegen (3) gilt also auch |/(«,)| <1, d.h. 
1 
are a)|<1. 


Hieraus folgt nun 


so da 
f)| = p0(%) 

sein muß, weil e beliebig war. 

Umgekehrt sei jetzt die Bedingung (1) für ein 2,(x) € {p(x)} erfüllt. Wir 
zeigen, daß f(x) für alle x,€ X stetig ist. 

Hierzu müssen wir nachweisen, daß es zu jedem 2e>0 eine Umgebung 
U («,) gibt, in der |f{®) — f(a,)| <e ist. Eine solche Umgebung wird aber 
durch die Ungleichung p,(x — x,) <e bestimmt; aus (1) folgt nämlich 


If) -Fa)| = ie — a) Sml@— a). 


II. Zu jedem Element x,=F0 eines lokal konvexen Raumes X gibt es ein 
stetiges lineares Funktional f(x) derart, daß fx,) #0 ist. 


Beweis. Ist x, + 0, so gibt es ein 9,(x) E {p(x)} mit 2,(2,) > 0. Anderer- 
seits gibt es ein lineares Funktional f(x), für das : 
folsp(e) und Fr) =Po(&%) 
ist (vgl. Folgerung 2 aus $1, Nr. 9, Theorem 2). Nach Satz I ist /(x) stetig und 
(0) = Polo) >. 


IH. Ist DM ein abgeschlossener Teilraum eines lokal konvexen Raumes X 
und x, ein nicht zu M gehörender Vektor aus X, so gibt es über X eim stetiges 
lineares Funktional f(x), das den Bedingungen 

f@)=0 auf M, fo)=1 (4) 
genügt. 

Beweis. Da x, nicht zur abgeschlossenen Menge Pt gehört, gibt es eine zuM 
disjunkte konvexe symmetrische Umgebung U (x,). Nach der Definition der 
Umgebungsbasen im Raum X gibt es ein Funktional p,(x) € {p(x)} mit der 
Eigenschaft, daß U (z,) die Gesamtheit aller Vektoren zE X mit pn (@ — x) <1 


® i h = 
ist, Daher ist D(Yy—L)Z1 füralle yeN. (5) 
5* 
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Ersetzen wir'in dieser Gleichung 3 durch —y, so haben wir 


Do +Yy)Z1 füralle yEN. (6) 
Nun bezeichne ZL die Gesamtheit aller Vektoren 
z=ytoa, YEM. (7) 
Offenbar ist L ein linearer Teilraum von X. Durch 
ha)=hytax)=a (8) 


definieren wir über L das lineare Funktional f, (x). Diese Definition ist ein- 
deutig; denn wegen x, EM ist die Darstellung (7) für die Vektoren x aus L 
eindeutig. Aus (8) folgt 


he)=l,hy)=0 für yEM. (9) 
ha)|<po(e) für alle zEL, 
weil auf Grund von (6) und (8) 


Außerdem gilt 


1 5 
Po(&) = Poly + & x) = \al2o (zu + =) >. |«| =f(®) 
ist. Aus $ 1, Nr. 9, Theorem 2 folgt, daß f, (x) zu einem linearen Funktional f(x) 
fortgesetzt werden kann, das auf ganz X definiert ist und ebenfalls die Un- 
gleichung |f{x)|s ?,(2) erfüllt. 
Nach Satz I ist f(x) stetig. Auf Grund von (9) genügt f(x) der Bedingung (4). 


IV. Ein linearer Teilraum L eines lokal konvexen Raumes X ist genau dann 
in X dicht, wenn jedes stetige lineare Funktional über X, das auf L gleich Null 
ist, auch auf ganz X gleich Null ist. 

Beweis. Ein stetiges lineares Funktional f(x), das auf Z gleich Null ist, 
ist auch auf der abgeschlossenen Hülle von Z gleich Null. Ist daher Lin X 
dicht, also L= X, so ist [auf ganz X gleich Null. Ist dagegen Lin X nicht dicht, 
so ist Z ein abgeschlossener Teilraum von X, der nicht mit X übereinstimmt. 
Folglich gibt es in X einen Vektor z,, der nicht zu Z gehört. Nach Satz III 
gibt es dann über X ein stetiges lineares Funktional f(x), das auf Z (und 
damit auch auf Z) gleich Null und für x = x, gleich Eins ist, d. h., f(x) ist auf 
dem ganzen Raum X nicht. identisch gleich Null. 


7. Der kenjugierte Raum. Wir bezeichnen mit X’ die Gesamtheit aller 
stetigen linearen Funktionale f über einem lokal konvexen Raum X. Offenbar 
sind die Summe f, + f, von stetigen linearen Funktionalen f, und f, und das 
Produkt «f eines stetigen linearen Funktionals f mit einer Zahl «& ebenfalls 
stetige lineare Funktionale. Demzufolge ist X’ ein linearer Raum. Man nennt 
ihn den zu X konjugierten Raum. 

Jetzt sei x ein fester Vektor aus X. Wird 


F.N=f@) a) 
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gesetzt, so ist jedem Element fE€ X’ die Zahl f(x) zugeordnet, d. h., F,(f) ist 
ein Funktional über X’. Aus der Definition der Operationen in X Tolgt un- 
mittelbar, daß F,{f) ein lineares Funktional ist. Jedem Vektor € X wird. 
also durch die Formel (1) ein lineares Funktional über X’ zugeordnet. 


Wir setzen nun & 
VA) Ed 1 00] En Ace el) 
Dann ist p,(f) ein konvexes symmetrisches Funktional über X’, weil 
Paltı t I) = IFalfı Hal Fa) + Fr (| 
<|F,(h)| + Pelo| = Reh) + 92 (ho) 
P,(af) = A] => Kar) 


ist. Demnach entspricht jedem Vektor x € X vermöge.der Formel (2) das 
konvexe Funktional 2.) über X”. 

Wir definieren nun in X’ eine Topologie, in der X’ ein lokal konvexer Raum 
ist. Nach Satz III aus $ 4 wird eine derartige Topologie durch ein ausreichendes 
System {p(f}} von konvexen Funktionalen über X’ gegeben. Es zeigt sich, 
daß es verschiedene ausreichende Systeme {p(f)} gibt, denen wesentlich ver- 
schiedene Topologien in X’ entsprechen. Wir ‚werden nur eine dieser Topo- 
logien betrachten, und zwar die sogenannte schwache Topologie in X’, die 
im folgenden ausschließlich verwendet wird. Diese Topologie wird durch das 
System {p,(f)}} der Funktionale p,(f) = |f(x)| gegeben (x soll.alle Elemente 
des Raumes X durchlaufen). Offenbar. ist dieses.System ausreichend; ist 
nämlich p,(f) = 0 für alle x € X, so folgt aus (2), daß f(x) = 0 für alle x€ X ist, 
d.h., daß./ das Nullfunktional ist. 

Eine (schwache) Umgebung U (},) eines Funktionals f, € X’ besteht dann 
aus allen Funktionalen f€ X’, die den Ungleichüngen . 


If (2) — Ft (| <eE (k=1, 2,. 0) 


genügen, wobei 2,23, -..,%, feste Vektoren aus X sind. Nimmt man in 
passender Weise Wersehiedene n=1,2,..., verschiedene &,%9, : + > 
und verschiedene e > 0, so erhält man eine Basis von schwachen Umgebungen. 
Sollen die Vektoren x,,..., x, und die Zahl e > 0, die eine gegebene Um- 
gebung U (f,) des Funktionals h bestimmen, hervorgehoben werden, so soll 
statt U(f,) ausführlicher 


und 


Ulf X%y a0en %n3 &) 


geschrieben werden, Wir wollen X’ im folgenden, falls nichts anderes gesagt 
wird, als lokal konvexen Raum mit der soeben beschriebenen (Schwachen) 
Topologie auffassen. 


I. Für beliebiges xE X ist das Frunktional F,(f) = 4 (x) stetig über X’. Dies 
folgt unmittelbar aus Nr. 6, Satz I, weil |F,(f}|= »,(f) ist. 
Die oben in X’ eingeführte Topologie ist die schwächste unter allen Topologien, in denen 


die Funktionale F,{f) = f(x) stetig sind. Den Beweis dieser Behauptung überlassen wir 
dem Leser. ; 
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Als Beispiel wollen wir den zu 0” gehörigen konjugierten Raum bestimmen. 


Es sei {e&,,&,...,e,} eine Basis des n-dimensionalen Raumes 0”. Mit 
&, &g,:..,&, bezeichnen wir die Koordinaten des Vektors x € C* in bezug 


auf diese Basis. Dann hat jedes lineare Funktional f(x) über 0* die Gestalt 

f)=4.H+ %&+ + 0.8, (vgl. $1, Nr. 5). Demzufolge sind alle linearen 

Funktionale über C* stetig (vgl. Nr.5 und 6), und die Zuordnung 
fl, -+-,6) = 


ist ein Isomorphismus von 0” auf C”. Folglich ist C”’ ein n-dimensionaler 
Raum. In C” können wir als Basis die Gesamtheit der durch die Formeln 


ka)=& (k=1,2,...,n) 


definierten Funktionale nehmen. Dann läßt sich. jedes lineare. Funktional 
über 0” in der Gestalt f= af + + %f, mit c,—= f(e;) schreiben. 

Um einen Überblick über die Gesamtheit aller über 0/ definierten linearen 
Funktionale zu bekommen, nehmen wir ein. derartiges Funktional F und 
setzen a, == Flf,) und = &%, + **- + &,6,. Dann ist 


FM=Faüht to )Zaf Hr nF ln) 
= 4b. 6% = a fler) Pe &nf (en) 


= Mae ++ nen) = FR) > 


und wir haben: 
II. Jedes lineare Funktional F(f) über 0”’ wird durch die Formel 
FO=Ia) 
gegeben, wobei x, ein fester Vektor aus O” ist. 
III. Die Gesamtheit Q5. aller Funktionale f aus X, die der Eagle 


Yalscop@) 


genügen, wobei p(x) ein festes Funktional aus einem ausreichenden System { ?@)} 
ist, stellt eine bikompakte Menge in X’ der.) 


Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf CO = 1 angenommen 
werden, weil die Zuordnung / — Of ein Homöomorphismus in X’ ist, bei dem. 
0 in & übergeht. Es genügt also, wenn die Behauptung für Q} bewiesen wird. 
Hierzu ordnen wir jedem Element zE€ X das abgeschlossene Intervall 
I,„= pie), p(x)] zu und bezeichnen mit I das topologische Produkt aller 
Intervalle /,,zxE X. Auf Grund des Satzes von A. N. TycHoNnorr (vgl. $2, 
Nr. 12, Satz II) ist I als topologisches Produkt der bikompakten Räume I, 
selbst ein bikompakter Raum. 

Aus fEQL folgt |fr)| < pl). Folglich gehört die Zahl f(x) zum Inter- 
vall /,. Daher ergibt die Zuordnung /—-f{x) eine Abbildung der Menge Q4 


1) Es sei daran erinnert, daß X’ ein topologischer Raum mit der oben definierten 
schwachen Topologie ist. 
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auf eine gewisse Teilmenge 7’ des Raumes ./.!) Offenbar ist diese Abbildung 


umkehrbar eindeutig. Durch Vergleich der schwachen Umgebungen in X” 


und der Umgebungen in / ist unmittelbar zu sehen, daß es sich sogar um eine 
topologische Abbildung handelt. Es genügt also, wenn wir zeigen, daß I’in/ 
m ist (vgl. $2, Nr. 6, Satz II). 

Es sei /,(&) ein Häufungspunkt der Menge I’. Wie wir sogleich beweisen 
werden, ist “ (x) ein stetiges lineares Funktional über X, das zur Menge Q% 
gehört, womit dann auch die Abgeschlossenheit der Menge I’ gezeigt ist. Wir 
betrachten zum Beweis die Elemente x,, x, und A] -++ Ayx, sowie die zu- 
gehörige Umgebung U (fy; 1, #9, Aı&ı + Ay%; €) des Punktes f, aus I. -Da /, 
Häufungspunkt der Menge I’ ist, gibt es in dieser Umgebung ein Element 
feT', d.h. ein Element, für das folgende Beziehungen bestehen: 


Ya)—hla)l<e, fa) — ha) <e; 
Mhz + Aero) Flat Agme)| <E- 
Die letzte Ungleichung läßt sich auch in der Gestalt 
[Auftaı) + Agfa) — Folk + Ara)| <eE 


schreiben. Hieraus und aus den ersten beiden Ungleiehungen folgt 


[Aufo(zı) + Agfo(&e) — Fo(Aı8ı + Age) | 
S [Anl oe) — faı)| + [A:| fo(&e) —f(as)| 
+ 1Afta) + Agfla) — Folhızı + Aaze}| 
<e(}| = [Agl +2 
Da & beliebig klein genommen werden kann, muß 
FolAııt Age) = Aufolaı) + Aafo (92) 


sein, so daß f, tatsächlich ein lineares Funktional ist. 
Um nun noch zu zeigen, daß f,(x) € I’ ist, gehen wir davon aus, daß jede 
Umgebung U (f,; x; e) ein Element f(x) € I’ enthält. Für dieses gilt 


Ika)—fa)|<e. 
Hieraus folgt 
Ikal<f@l|tesp@)+e, 


weil nach Voraussetzung f€ a ist. Da & wieder beliebig klein genommen 
werden kann, muß |/,(@)| < p(x 2) sein,.d.h,esglt se; h)E!. 


8. Konvexe Mengen in einem endlichdimenrsionalen Raum. Ist K eine kon- 
vexe Menge im reellen n-dimensionalen Raum R” und x, ein Element dieses 
Raumes, das weder der Menge K. selbst noch deren Rand angehört, so gibt es im .R" 
eine Stützhyperebene von K, die x, von K trennt. 


1) Jedes Element des topologischen Produktes I ist eine Funktion f(x) mit Werten 
aus dem Intervall [—-p(z), p(&)] (vgl. $2, Nr. 12). 
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf angenommen. werden, 
daß 0 € K ist, weil sich dieser Fall stets durch eine passende Verschiebung 
erreichen läßt. Mit M werde der von K: aufgespannte Teilraum bezeichnet 
(dieser stimmt unter Umständen mit R* überein). Dann gibt esin K Vektoren 


%, 89, +, %, die eine Basis von M bilden. Aus OE€ K folgt nun, daß jeder 
Vektor x der Gestalt 
hatt tm ta — 1) 


hatt tem. 
209, h+b4+ +mSs)) 
ebenfalls zu K er (vgl. $1, Nr. 8, Satz I). Für ,>0 (kk=1,2,...,m) 
und 4 -+i,+.»-+1,<1 ist der zugehörige Vektor x offenbar ein innerer 
Punkt der Menps K, "betrachtet als konvexe Menge in M. 

Wir unterscheiden zwei Fälle: 

1.2, EM. In diesem Fall gibt es nach Satz II aus Nr. 3 eine Stützhyper- 
ebene f(x) = c der Menge K, die x, von K trennt. Ist WM + R*, so setzt man f(x) 
auf irgendeine Weise zu einem über R” definierten linearen Funktional F (x) 
fort und hat dann mit F(x) = c eine Stützhyperebene, die ebenfalls x, von K 
trennt. 

2.% EM. Wir bezeichnen mit M, den von M und x, aufgespannten Teil- 
raum, d.h. die Gesamtheit aller Vektoren der Gestalt y= 2 +10, zEM. 
Nun sei f(x) = 6 eine in M liegende Stützhyperebene zu K. Wir nehmen der 
Bestimmtheit wegen an, daß f(x) sc für alle x € K ist. Setzen wir mit einer 
festen Zahl c,, die größer als c ist, 


hia+ta)=fa)-+tc, 


so ist /, ein über M, definiertes Iineares Funktional, für das , )=a4>e 
gilt. Demzufolge stellt f(x) = ce im Raum M, eine Stützhyperebene von K 
dar, die K von x, trennt. Wird schließlich f, (x) zu einem linearen Funktional 
F(x&) über .R” fortgesetzt, so hat die in R” liegende Hyperebene F(x) = c 
dieselben, d. h. die gesuchten. Eigenschaften. 


9. Konvexe Mengen im konjugierten Raum. Es sei X’ der zu einem reellen 
lokal konvexen Raum X konjugierte Raum, K eine konvexe bikompakte Teil- 
menge von X’ und x, eine festes Element von X. Die Funktion F, (f) = fx.) 
ist stetig. Sie nimmt folglich auf der bikompakten Menge K ihr Supremum an 
(vgl. $2, Nr. 7, Satz VII). Wir bezeichnen es mit M,, . Die Gesamtheit P,, 
aller Elemente f, die der Gleichung 


F % (f N)=M: 
genügen, bildet in X’ eine Hyperebene. Diese Hyperebene zerlegt den gesamten 
Raum X’ in zwei Teile (Halbräume), die durch die Gleichungen 
FkN=sM,. bzw F,NM>M, 


bestimmt werden. Auf Grund der Definition von M, gilt F,()=<M,, für 
alle fE K. Dies bedeutet, daß die Menge K ganz im ersten Halbraum liegt, 
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d.h. auf einer Seite der Hyperebene P,. Für wenigstens ein fE K steht in 
F„fM)= M,, das Gleichheitszeichen, d. h., X und P,, haben wenigstens einen 
gemeinsamen Punkt. Daher ist P,, eine Stützhyperebene der Menge K. 

1. Der Durchschnitt KN P,, ist ebenfalls eine konvexe Menge. 

Offenbar ist P, eine konvexe Menge. Damit ist aber auch KNP,, als 
Durchschnitt der konvexen Mengen P, und K eine konvexe Menge. 

II. Gehört ein innerer Punkt einer Strecke [},, fa], die in K enthalten ist, zum 
Durchschnit EN P,, so gehört auch die ganze Strecke zu KNP,- 

Da _KN P, eine konvexe Menge ist, genügt es zu zeigen, daß die Endpunkte 
fı und f, dieser Strecke zur Hyperebene P, gehören. Wir nehmen das Gegenteil 
an, es sei etwa fi E P,. d.h. 

Fulf) <Ma- 


Da außerdem F,(f) < M,, Ist, wäre 
FA HF) HF (fe) <Mi 


für 0 <t<1l. Dies bedeutet aber, daß überhaupt kein innerer Punkt von 
[A , fl zu P„ gehört, was der Voraussetzung widerspricht. 


III Ist K eine konvexe bikompakte Teilmenge von X’, so ist K der Durchschnitt 
aller Halbräume von X’, die K enthalten und von Stützhyperebenen von K 
berandet werden. 


Wir werden beim Beweis dieses Satzes davon Gebrauch machen, daß die in 
ihm. enthaltene Aussage mit der folgenden äquivalent ist: Ist /, & K, so gibt 
es eine Stützhyperebene P,,, die f, von K trennt, d. h., die so beschaffen ist, daß die 

N 
Id max f(x) <fo(&%) 

TER 
gilt. j 

Beweis. Mit K’ werde der Durchschnitt aller Halbräume von X’ bezeichnet, 
die K enthalten und von Stützhyperebenen von K berandet werden. Offenbar 
gilt K’DK. Zu zeigen ist K’—=K. 

Es sei f, €. K’. Wir werden im folgenden beweisen, daß jede Umgebung 
U (fo; % >...» %; e) des Punktes f, wenigstens ein Element der Menge K ent- 
hält. Da K abgeschlossen ist, folgt hieraus f, € K, womit unser Satz dann 
bewiesen ist. 

Zum. Beweis betrachten wir die Menge $ aller Punkte 


ers ni fa) = &; @=T;:43, ") 
des n-dimensionalen Raumes .R”, die sieh ergeben, wenn f die gesamte Menge K 
durchläuft. Offenbar ist $ im R” eine konvexe Menge. Als stetiges Bild der 
bikompakten Menge K ist fl bikompakt. Daher ist $ im R” abgeschlossen und 
beschränkt (vgl. $2, Nr. 7, Satz III). Wir zeigen nun, daß der Punkt 
NM 3 Nm} ha) = Mm G=l,...,n) 


zu $0 gehört. Anderenfalls gäbe es im R” eine Stützhyperebene von $, die den 
Punkt {n, ...,2„} von & trennt (vgl. Nr. 8). Mit anderen Worten (vgl. Nr. 7), 
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es gäbe Zahlen A,,...,/, derart, daß 
2 Er < 2 249% 
für alle Punkte (&,...,&n} von fi wäre. Die Ungleichung I bedeutet, daß 
(Zr) <n( 2%) 


für alle f€ K wäre. Diese Ungleichung widerspricht aber der Voraussetzung 
f, € K’, weil sie zum Ausdruck bringt, daß sich /, und K auf verschiedenen 
Seiten der Stützhyperebene P, mit 


v= Sl 
k=1 


befinden. Der Punkt {m, .. .,„} gehört also tatsächlich zu 8, d. h., es gibt 
ein Funktional f* € K, für das 


e)=hlan), Fin) = holen) 
ist. Dann gelten erst recht die Ungleichungen 
(a) — Folan)| <eE (k=1, 9), 


d.h., der Punkt f* € X liegt in der Umgebung U {fy; &; - - -, &,; &). Damit ist 
der Satz III bewiesen. 
Der Begriff der Stützhyperebene läßt sich folgendermaßen verallgemeinern.!) 
Eine Menge 7 C X” heißt Stützmannigfaltigkeit von. K, wenn folgendes gilt: 
1. Der Durchschnitt NK ist nicht leer; 
2. gehört ein innerer Punkt einer Strecke [f;, fa] aus X dem Durchschnitt 
NK an, so gehört.auch die ganze Strecke [f, , fs] zu diesem Durchschnitt; 
3. V ist die Menge aller Punkte f mit 


fi®) = 0, 


wobei x die Elemente einer nicht notwendig endlichen Menge SC X durch- 
läuft und die «, gegebene Zahlen sind. 

Eine Stützmannigfaltigkeit ist offenbar dann Stützhyperebene, wenn die 
Menge 8 in Bedingung 3 aus einem einzigen Element besteht und o,—= M, ist. 


IV. Eine Stützmannigfaltigkeit V ist stels abgeschlossen. 

Die Bedingung 3 bedeutet nämlich, daß V7 der Durchschnitt der Hyper- 
ebenen f(x) = a,,x€ 8, ist. Jede dieser Hyperebenen ist aber abgeschlossen, 
weil die Funktion F,({f) = f(x) stetig ist. 

Besteht eine Stützmannigfaltigkeit aus einem einzigen Punkt /,, so soll ihr 
die Dimension Null zugeschrieben werden. In diesem Fall ist es unmöglich, 
daß f, innerer Punkt einer Strecke aus K ist. Auf Grund der Bedingung 2 


1) Überall im folgenden soll K eine konvexe Teilmenge von X’ bezeichnen, die in der 
schwachen Topologie bikompakt ist. 
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müßte nämlich dieses ganze Intervall zum Durchschnitt /N.K gehören, so 
daß V aus mehr als einem Punkt bestände. 

Ein Punkt f, € K soll Extremalpunkt der Menge K genannt werden, wenn es 
in K keine Strecke mit f, als inneren Punkt gibt. 

Hieraus folgt, daß eine Stützmannigfaltigkeit der Dimension Null aus einem 
Extremalpunkt besteht. Umgekehrt bildet ein Extremalpunkt eine Stützmannig- 
faltigkeit der Dimension Null; die Bedingungen 1 und 2 sind trivialerweise 
erfüllt, während es, um die Bedingung 3 zu erfüllen, genügt, für $ den ge- 
samten Raum X zu nehmen und a,= f(x) zu setzen. 


V. Jede bezüglich der Inklusion linear geordnete Menge {V ,} von Stützmannıg- 
faltigkeiten hat einen nichileeren Durchschnitt, der ebenfalls eine Stützmannig- 
faltigkeit ist. 

Beweis. Wir setzen K,=KNV,. Dann ist K, als Durchschnitt der bi- 
kompakten Menge K und der abgeschlossenen Menge V, auf Grund der Be- 
dingung 1 nicht leer. Folglich ist K, bikompakt. Überdies ist die Menge {K,} 
im oben erwähnten Sinne linear geordnet. Daher ist der Durchschnitt aller 
K, nicht leer (vgl. $2, Nr. 6, Satz III). Dann muß aber auch der Durch- 
schritt Y aller V, nicht leer sein. Der Durchschnitt /N K stimmt mit dem 
Durchschnitt aller K, überein und ist demzufolge ebenfalls nicht leer. Somit 
genügt Y der Bedingung 1. Wir betrachten jetzt in K eine Strecke [},, al. 
Es sei f ein innerer Punkt dieser Strecke, der zu V gehört, so daß fe V, für 
alle « gilt. Auf Grund der Bedingung 2 gilt dann [f,, falC V, für alle «, also 
[h, felC 9. Dies bedeutet, daß Y auch der Bedingung 2 genügt. Die Be- 
dingung 3 ist trivialerweise erfüllt. Man braucht nämlich für $ nur die Ver- 
einigung aller den Mannigfaltickeiten V, entsprechenden Mengen 8, zu 
nehmen. 

Demnach genügt V den Bedingungen 1, 2 und 3. Folglich ist 7 eine Stütz- 
mannigfaltigkeit. 

Eine Stützmannigfaltigkeit wird minimal genannt, wenn sie keine andere 
Stützmannigfaltigkeit als echte Teilmenge enthält. 


VI. Eine minimale Stützmannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit der Di- 
mension Null, d. h., sie besteht aus einem Extremalpunkt. 


Beweis. Es sei V eine minimale Stützmannigfaltigkeit von K. Wir nehmen 
an, daß V mehr als einen Punkt hat. Es sei etwa f,, € V und f, # f,. Dann 
gibt es ein Element x,, für das }, (x,) # fa(&,) ist. Die Menge K’=VNK ist 
konvex und bikompakt. Das Element x, bestimmt die Stützhyperebene P,, 
von K'. Diese Ebene ist von V verschieden. Alle Elemente FE P,, genügen 
nämlich einer Bedingung der Gestalt /(x,)= M. Da nun aber f, (x,) # fa (x,) ist, 
wird diese Bedingung von einem der Punkte fı, fa € V nicht erfüllt, d. h., es gilt 
P.„= V. Folglich ist der Durchschnitt 7’ = P,NV als echte Teilmenge i in 
der Mannigfaltigkeit V enthalten. 

Wir werden im folgenden beweisen, daß V’ eine Stützmannigfaltigkeit von X 
ist. Damit haben wir dann einen Widerspruch zur vorausgesetzten Minimal- 
eigenschaft von V erhalten, und der Satz VI ist bewiesen. 
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Wegen V’NK=P,NVNK=P,NK'+9 


ist die Bedingung 1 erfüllt. Die Bedingung 3 gilt offenbar ebenfalls. Es bleibt 

also nur noch die Gültigkeit der Bedingung 2 zu prüfen. Wir betrachten hierzu 

in K eine Strecke [f, , fa] und einen inneren Punkt f dieser Strecke, der zur 

Menge V’ gehört. Dann gilt FE V und folglich [f,, falC V. Demzufolge muß 

foflCcVNK=K’ sein. Außerdem ist FEP,, so daß [f,, A]JcC P,, und 

ne Yu,flceV/NnPp,=V’ ist. Somit erfüllt 7’ auch die Bedingung 2, 
d.h., V’ ist eine Stützmannigfaltigkeit. 


VII. Jede Stützmannigfaliigkeit enthält eine minimale Stützmannigfaltigkeit, 
d. h. einen Extremalpunkt der konvexen Menge K. 


Beweis. Es sei V eine Stützmannigfaltigkeit von K. Die Gesamtheit aller 
in V enthaltenen Stützmannigfaltigkeiten bildet eine (bezüglich der Inklusion) 
halbgeordnete Menge. Nach Satz V genügt diese halbgeordnete Menge der 
Voraussetzung des ZorNschen Lemmas. Sie besitzt also ein minimales Element, 
das eine in V enthaltene minimale Stützmannigfaltigkeit ist. 

Aus Satz VII folgt insbesondere, daß jede konvexe bikompakte Teilmenge 
von X’ wenigstens einen Extremalpunkt enthält. 


Theorem1 (M. G. Krarw und D. P. Mınmar [1}). Eine konvexe bikompakte 
Menge KC X’ enthält siets Extremalpunkte und ist die kleinste konvexe ab- 
geschlossene Menge, die alle Extremalpunkte der Menge K enthält. 


Beweis. Mit K’ werde die kleinste konvexe abgeschlossene Menge be- 
zeichnet, die alle Extremalpunkte von K enthält. Offenbar gilt K’c K.. Wir 
nehmen K’=+ Kan. Ist , € K — K’, so gibt es nach Satz III ein Element x, 
derart, daß 

a) <fom) füralle TER’ 


ist. Wir setzen M = max f(x,). Dann gilt M > f,(x,) und folglich 
feK 
fx) <M fürall FER’. (1) 


Ist P,, die durch f(x.) = M bestimmte Stützhyperebene von K, so enthält 
diese Hyperebene nach Satz VII WERRIEDE einen Extremalpunkt /, der 
Menge K. 

Folglich ist der Durchschnitt P, N K’ nicht leer; er enthält nämlich zu- 
mindest den Punkt f,. Dies widerspricht nun aber der Ungleichung (1), womit 
Theorem 1 bewiesen ist. 


Die Menge der Extremalpunkte einer Menge ist im allgemeinen nicht abgeschlossen. 
Als einfaches Beispiel hierfür mag die im folgenden beschriebene konvexe Menge dienen. 

Wir betrachten eine Ebene ® und eine senkrecht zu ® verlaufende Gerade. A und B 
seien zwei Punkte dieser Geraden. Die Gerade möge die Ebene ® in dem inneren Punkt C 
der Strecke AB treffen. Ferner sei & ein in ® liegender Kreis, der durch den Punkt C 
geht (Abb. 3). Extremalpunkte der kleinsten konvexen Menge, die von dem Kreis € und 
den Punkten A, B aufgespannt wird, sind alle Punkte des Kreises € mit Ausnahme des 
Punktes C. Außerdem sind A und B Extremalpunkte. Die Menge aller Extremalpunkte 
ist hier also nicht abgeschlossen. 
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Bemerkung. Aus den obigen Beweisen folgt, daß alle Resultate aus Nr. 9 in einem 
beliebigen lokal konvexen Raum X für konvexe Mengen, die in der schwachen Topologie 
von X bikompakt sind, gültig bleiben. Diese schwache Topologie wird durch die ae, 
- fe X’ bestimmt. Hierbei ist an Stelle der Hyperebene P,, die durch die Gleichung f, (2) = 
festgelegte Hyperebene P, = M zu 
nehmen. 


10. Kegel. Eine Teilmenge K 
eines reellen linearen Raumes 
X wird Kegel genannt, wenn 
folgendes gilt: 

1. Aus zsEK und «>00 
folgt ax eK; 

2. aus =, yEK folst 


=+- yEeR; 
3. au zEK und «#0 
folgt x E K. 
Ein lineares Funktional f(x) Abb.3 


heißt positiv (in bezug auf 

einen Kegel K), wenn f(x) > 0 für allex € Kist. Ist M ein Teilraum von X, so 

ist KNM offenbar ein Kegel in M. Ein lineares Funktional f(x), das nur über 

St definiert ist, heißt positiv, wenn esin bezug auf den Kegel KNM positiv ist. 
In unseren weiteren Überlegungen wird der folgende Satz über die Fort- 

setzung eines positiven Funktionals eine wichtige Rolle spielen. 


Theorem 2 (M. G. Krk [1]). Gegeben seien in einem. reellen lokal konvexen 
Raum X ein. Kegel A, der einen. inneren Punkt enthält, und ein Teilraum WM, 
zu dem wenigstens ein innerer Punkt des Kegels K gehört. Dann kann jedes 
positive lineare Funktional f(x) über M zu einem positiven linearen Funk- 
tional F(x) über X fortgesetzt werden. 


Beweis. Der Kegel K ist eine konvexe Menge. Nach Voraussetzung ent- 
hält K einen inneren Punkt x, € M. Daher gibt es ein konvexes Funktional 
p(x), das der Bedingung p(r — x) <s1 für alle x K genügt (vgl. Nr. 3, 
Satz I). Mit zE Kist auchax € K für alle « > 0 und daher p(ax — «,) < 1, 


woraus sich p (m < n ergibt. Für « — oo folgt aus dieser Gleichung 


unter Berücksichtigung der Stetigkeit!) des Funktionals p(x), daß p(x) < 0 
für alle x € K ist. Da andererseits p (x) > 0 ist, gilt 


p(2)=0 fürall zEeK. ; 1) 
Jetzt sei f(x) ein lineares Funktional über M, das auf WEN K nicht negativ 
ist. Nach Definition von p(x) gilt für alle x € X und beliebiges e > 0 


1 
p(@)+e 


zEK—%; 


1) Man vergleiche die Bemerkung auf 8. 61. 
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also 1 


pie) -+e 
Für beliebiges x E M folgt hieraus 


1 1 I 
lerners P(@)-+e +2) = Zar tartet 
fa) <f@)[p(@)+e] 


ist. Hier kann & > 0 beliebig klein genommen werden. Demzufolge muß 
— fx) <f(x,)p(a) für ale zEM 


sein. Da f{x,)p(x) ein konvexes Funktional über X ist, kann —/(&) auf Grund 
“des Haun-Banactschen Satzes (vgl. $1, Nr. 9) zu einem linearen Funktional 
— F(&) über X fortgesetzt werden, so daß 
—F(x)<f(x,)p(x) füralle zEeX 
ist. Dann ist F() eine Fortsetzung des Funktionals f(x), und es gilt _ 
Fe) 2 —f(z,)p(x) füralle zEX. 


Unter Berücksichtigung von (1) folgt hieraus, daß F (x) > 0 für allex € K ist, 
was zu beweisen war. 


Folgerung. Ist K ein Kegel in X und x, ein innerer Punkt von K, so gibt 
es ein bezüglich K positives lineares Funktional, das für x, gleich Eins ist. 

Beweis. Es sei M der aus allen Vektoren tx, —oo <t<oo, bestehende 
Teilraum von X. Wir setzen f{tx,) = t. Dann ist f{x) ein über Mt definiertes . 
positives lineares Funktional, das die Bedingung /({x,)—=1 erfüllt. Nach 
Theorem 2 kann (x) zu einem positiven linearen Funktional F(x) über X 
fortgesetzt werden. Hierbei ist 


cs mEK. 


so daß 


%) = fx) =1 


11. Orthogonalräume im konjugierten Raum. Unter dem Orthogonalraum 
einer Menge SC X im konjugierten Raum X’ versteht man die Gesamtheit 
aller Funktionale fc X’, die der Bedingung 


f&)=0 füralle zEeS 
genügen. 


I. Der Orthogonalraum einer Menge SC X ist sieis ein abgeschlossener Teil- 
raum von X. 


Beweis. Es sei N der Orthogonalraum einer Menge Sc X. Dann ist R 
Teilraum von X’, weil aus 


ha)=0, h(@)=0 fürall zES 
Ah@)+Ahle)=0 fürall zES, 


also N linear ist. Daß X auch abgeschlossen ist, erkennt man folgendermaßen: 
Für ein festes x € 8 ist die Menge N, aller FE X’, für die f(x) = 0 gilt, ab- 


folgt, daß 
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geschlossen, weil f(x) eine stetige Funktion von f ist. Daher ist W als Durch- 
schnitt aller Mengen R,,x € 8, ebenfalls abgeschlossen. 

II. Jeder abgeschlossene Teilraum NR von X’ ist der Orthogonalraum eines 
abgeschlossenen Treilraumes $ von X. 

Beweis. Es sei S die Gesamtheit aller x € X mit der Eigenschaft, daß 


f&)=0 füralle FER 


ist. Aus der Stetigkeit der linearen Funktionale f(x) folgt, daß 8 ein ab- 
geschlossener Teilraum von X ist. Wir bezeichnen den Orthogonalraum der 
Menge $ mit W. Offenbar gilt dann RC W. Es bleibt zu zeigen, dB W=N 
ist. Da N abgeschlossen ist, genügt es, wenn gezeigt wird, daß jedes [,E MW 
Häufungspunkt der Menge % ist, d. h., daß es in jeder "Umgebung von f) 
Elemente FER gibt. 

Es sei Ulfo; &,...,%,;e) eine derartige Umgebung. Wir betrachten 
Ha)»: 5 Flan)} als Vektor des n-dimensionalen Raumes R*. Durchläuft f 
den Teilraum %, so ist die Gesamtheit aller dieser Vektoren ein Teilraum von 
R”. Wir bezeichnen ihn mit M,. 

Um zu zeigen, daß der Vektor &, = {f(21); - - -, fo(&,)} zu M, gehört, nehmen 
wir das Gegenteil an. Dann gibt es in .R*’ einen Vektor, der wohl zu W,, aber 
nicht zu £, orthogonal ist, d. h., es gibt Zahlen A,, ...., A, derart, daß 


Afea)t++Ahf)=0 füralle FEN, .% 
Ayfo (21) ++ Anfo(&n) +0 (2) 


ist. Die Bedingung (1) bedeutet Ay + An%n ES. Auf Grund von (2) 
wäre das Funktional f, ER also für das Element A,x, 4 ---+ A,2, aus $ 
von Null verschieden, was der Definition von W widerspricht. 


Es ist also &, € Dt„. Dann gibt es ein Funktional TEN, das den Bedingungen 
f)=hl) (k=1,...,n) 


genügt. Folglich gilt FE Ulf; m, .. -, 2,5 &), was zu beweisen war. 
III. Ist R% der Orthogonalraum eines abgeschlossenen Teilraumes Sc X, so 
stimmt S mit der Gesamtheit aller zE X mit der Eigenschaft 


fa&)=0 füralle FER 


aber 


überein. 


Beweis. Ist ©,€ 8, so gilt f(x,)= 0 für alle FEN. Ist jedoch ©, € 8, so 
gibt es ein Funktional f, € X’ derart, daß /,(&,) #0 und f,(«)= 0 für alle 
x € 8 ist. Es gilt demnach /, EN und f(x) #0. 

Jetzt seien $, und 8, abgeschlossene Teilräume von X. Ihre Orthogonal- 
räume in X’ seien N, und %,. 


IV. Ist 8,C 85, so gilt WIN, und umgekehrt. Sind hierbei S, und Sy, ver- 
schieden, 5} =+ 8,, so gilt auch V, + N, und umgekehrt. 


Diese Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der Definition des 
Orthogonalraumes und aus Satz III. 
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12. Analytische Vektorfunktionen. Es sei @ ein Gebiet der komplexen Ebene 


und x(}) eine für alle A € @ definierte Funktion, deren Werte Vektoren eines 
bestimmten lokal konvexen Raumes X sind. Die Funktion x(A) heiße an«- 
Iytisch in @, wenn für jedes A, € G der Grenzwert 


2(A)— 8% (A) 


x (},) = lim 1 
j} 


existiert. Ah 
I. Ist z(}) im Gebiet G analytisch, so ist f(x(A)) für jedes Funktional FE X’ 
im Gebiei G eine analytische Zahlenfunktion. 
Auf Grund der Stetigkeit des Funktionals f(x) folgt nämlich aus (1), daß 
für A,€ @ auch der Grenzwert 


. A)— A 
lim fit 3 o) — fa’ (A) 


1) 


A—>Aa 

existiert. 

Man sagt, die Funktion x(A) sei im Unendlichen analytisch, wenn. folgendes 
gilt: 

1. x(A) ist in einer Umgebung |4|> N des unendlich fernen Punktes 

definiert; 
2. es existiert lim 1 7); 
4-0 \4 


3. die für || < - durch die Bedingungen 
ya)=x (z) für A#+0, 


y(0) = lim x 4) 


40 


definierte Funktion y(A) ist in einer Umgebung des Punktes A = 0 ana- 
lytisch. 
II (Erouvuıe). Ist x(A) in der gesamten komplexen Ebene einschließlich des 
unendlich fernen Punktes analytisch, so ist z(A) konstant. 
Beweis. Ist z(A) in der gesamten komplexen Ebene einschließlich des 
unendlich fernen Punktes analytisch, so ist für beliebiges fE X’ die Zahlen- 
funktion f(z(A)) in der gesamten komplexen Ebene einschließlich des unend- 
lich fernen Punktes analytisch. Hieraus folgt auf Grund des klassischen Lxov- 
vıLtLeschen Satzes, daß f(x(A)) konstant ist. 
Es gilt also f(z(A,)) = F(x(A,)) und 
Fall) —x(A))=0 füralle A,, A,. 
Da aber fein beliebiges Funktional aus X’ ist, ist dies nur möglich, wenn 
&(A)—-2(A)=0 füralle A, % 
ist (vgl. Nr. 6, Satz II), d. h., wenn x(A) ein konstanter Vektor ist. 


13. Vellständige lokal konvexe Räume. Wir haben oben den Begriff des 
vollständigen metrischen Raumes definiert (vgl. $2, Nr. 13). Dieser Begriff 
läßt sich folgendermaßen verallgemeinern. 
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Man sagt, eine gerichtete Familie!) {x,} eines topologischen linearen 
Raumes X konvergiert gegen das Element x dieses Raumes, wenn es zu jeder 
Umgebung Ufz) einen Index «, gibt derart, daß x, für alle Indizes 
«>, zu U (x) gehört. 

Eine gerichtete Familie {x,} aus X ist eine Fundamenialmenge, wenn jeder 
Umgebung U(0) des Nullelementes 0 € X ein Index «, entspricht, so daß 
%,— %5 € U (0) für alle Indizes «, ß > «, ist. 

Ein topologischer linearer Raum X soll nun vollständig heißen, wenn jede 
gerichtete Fundamentalmenge aus X gegen ein Element x € X konvergiert. 

Es gilt der Satz: 

Jeder lokal konvexe Raum X kann in einen vollständigen lokal konvexen 
Raum X eingebeitet werden, in dem X dann dicht ist.°) X heißt die vollständige 
Hülle des Raumes X. 

Man kann die an X gestellte Bedingung abschwächen, indem man nur 
fordert, daß jede gewöhnliche Fundamentaifolge aus X gegen ein Element 
xE X konvergiert. Ein Raum X, der diese Bedingung erfüllt, wird folger- 
vollständig genannt. Für metrische Räume sind die beiden Vollständigkeits- 
definitionen äquivalent, jedoch ist durchaus nicht jeder folgenvollständige 
Raum X auch vollständig. 


$4. Normierte Räume 
1. Definition des normierten Raumes. Ein linearer Raum X heißt normieri, 


wenn über ihm eine reeilwertige, gewöhnlich mit |x| bezeichnete Funktion 
definiert ist, für die folgendes gilt: 


1.|2]|>0; 
2. |x|= 0 genau dann, wenn x=0; 
3. jee]= alle 


4. |©+y|<!=]| + |y| (Dreiecksungleichung). 

Die Funktion |x| selbst heißt eine Norm über dem Raum X. 

Die Bedingungen 1,3 und 4 bedeuten, daß |x| ein konvexes symmetrisches 
Funktional über X ist, während die Bedingung 2 zum Ausdruck bringt, daß 
das nur aus dem konvexen Funktional |x| bestehende System {|x|} ein aus- 
reichendes System konvexer Funktionale über X ist. Dieses System definiert 
daher auf X eine Topologie, in der X ein lokal konvexer Raum ist (vgl. $3, 
Nr. 4). Hierbei erhält man ein dieser Topologie entsprechendes Umgebungs- 
system, wenn man als Umgebung eines Elements x, die Menge aller Vek- 
toren x nimmt, die der Ungleichung 
N e—m|<e, e>0O beliebig, Ü) 

1) Vgl. Anhang I. 

?) Zu den Beweisen dieses Satzes und der anschließend formulierten Sätze vergleiche 
man das Literaturverzeichnis bei Disuponst [2]. 
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Die so definierte Topologie wird als die starke Topologie des normierten 
Raumes X bezeichnet. 


LE. Ist p(x) ein symmeirisches konvexes Funktional über einem linearen Raum X 
und M der Teilraum aller Vektoren x € X, für die p(x) = 0 ist (vgl. $ 1, Nr. 9), 
so wird durch 


El=rle) für zeE 
im Quotientenraum X|M eine Norm definiert. 
Beweis. Aus ,yE£ folgt y— zEM, also ist 


Py)=ple+y—a)<pla)+ py—a)=Pple). 


Entsprechend findet man p(x) < p(y), so daß p(x) = p(y) ist, d.h., || hängt 
nicht von der Wahl des Repräsentanten x € £ ab. Ferner ist [€] offenbar ein 
konvexes Funktional. Schließlich folgt aus |&|= 0, daß p(x)= 0 für alle 
zE£, aloo E=M ist, d. h., £ ist das Nullelement von X/Mt. Folglich ist |E] 
eine Norm über dem Raum X/M. 

In einem normierten Raum X läßt sich stets eine Metrik definieren; hierzu 
braucht nur 


ee, Wer (2) 
gesetzt zu werden. Dann sind die Axiome einer Metrik (vgl. $ 2, Nr. 13) erfüllt. 
Außerdem stimmen die Umgebungen (1) mit den durch die Metrik (2) definierten 


Umgebungen überein. Mit anderen Worten: Die starke Topologie eines nor- 
mierten Raumes stimmt mit der durch die Metrik 


o(®, y)=|e.—y| 
induzierten Topologie überein. Ein normierter Raum heißt vollständig, wenn er 
im Sinne der Metrik o (x, y) = |x— y| vollständig ist (vgl. $2, Nr. 13). Ein 
vollständiger normierter Raum wird auch BanacHscher Raum genannt.!) 
II. Jeder nicht vollständige normierie Raum kann vervollständigt, d.h. als 


linearer und topologischer Teilraum in einen vollständigen normierien Raum 
eingebettet werden. 


Beweis. Es sei X die vollständige Hülle des metrischen Raumes X mit 
der .Metrik o(@,y)= |e—y| (vgl. $2, Nr. 13). Es ist zu zeigen, daß die 
Addition und die Multiplikation mit einer Zahl sowie die Norm so von X auf X 


fortgesetzt werden können, daß X ein normierter Raum wird. 
Es seien {z,} und {y„} Fundamentalfolgen aus X, welche die Elemente 


x€E X undyEX definieren. Aus den Beziehungen 
a. — &2| = |«| |. — zum |» 


1) Der bekannte polnische Mathematiker S. BanacHh (1892-1945) war einer der 
Begründer der modernen Funktionalanalysis. 
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schließen wir, daß {ax,} und {x,-+ y,} ebenfalls Fundamentalfolgen sind. 


‘Wir bezeichnen die durch sie definierten Elemente des Raumes X mit «x 
kzw. c+y. 

Damit ist in X eine Multiplikation mit einer Zahl und eine Addition erklärt. 
Hierbei sind die Axiome des linearen Raumes (vgl. $1, Nr. 1) erfüllt, wie man 
sofort bestätigt. Aus (2) folgt 


elaz, ay)=|alele, y, el@@+2, y+2)=ele, y) (8) 
für alle x, y,2 € X. Durch Grenzübergang ergibt sich, daß diese Beziehungen 
auch für alle x, y, z€ X gelten. Dann genügt aber die Funktion 

«| =o(z, 0), xeX, 


den Axiomen 1 bis 4 der Norm. Beispielsweise folgt aus der zweiten Beziehung 
(3) die Dreiecksungleichung: 


e-+Y9l=e@+y, )<o@+y, )+oWy, )=eo(z, +0, 0) =]|z]+!yl. 


Demzufolge ist X ein normierter Raum, wobei 

eiz, )=e@—y, )=|e—yl füralle z,yeX 
ist. Überdies ist X nach Konstruktion bezüglich dieser Metrik vollständig, 
d.h., X ist ein vollständiger normierter Raum. 


III. Ein endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Raumes ist steis 
vollständig und daher auch abgeschlossen. 


Beweis. Nach Satz IT aus $3, Nr. 5, ist jede Norm auf einem r-dimensionalen 
Teilraum M, mit der Norm 
Ae-t + | - Er. . +& 
topologisch äquivalent (e,, . . ., e, bilden eine Basis von M,). Bezüglich dieser 
Norm ist M, aber vollständig. 

IV. Ist M ein abgeschlossener Teilraum eines normierten Raumes X, der 
von X verschieden ist, so gibt es zu jedem & > 0 einen Vektor yE X derart, daß 
yl=1 und »—y]|>1-e füralle zEeM 

ist. 

Beweis. Es sei y, ein Element von X, das nicht zu M gehört. Setzen wir 
d= mf le —y|, 
Tem 

so ist gewiß d > 0; denn ausd= 0 würde „EN=-M folgen. Zu jedem ö >0 
gibt es nun ein,EM, für das d< |, — Y|<d-+ 6 ist. Das Element 
ee 
[90 — ®o| 


y- (Y—%) 


6*F 
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hat die Norm |y|= 1, und für zseM gilt 


1 
iy -2|= mal |90 (+ |Yo— %o| %) 
d d 8 
BTL N Ric Er = 7 te, 


wenn 6>0 so gewählt wird, daß 75 <eist. 


V. Die Einheitskugel eines unendlichdimensionalen normierten Raumes X 
ist nicht relativ kompakt. 


Beweis. Wir konstruieren zunächst induktiv eine Folge von Elementen 
EX, die den Bedingungen 


al und I n>5 für n+m 


genügen. Hierzu gehen wir folgendermaßen vor. Es sei x, ein Element aus X 
mit [z,| =1. Sind bereits n Elemente &,,..., x, konstruiert, so betrachten 
wir den von diesen Elementen aufgespannten Teilraum M,. Dieser ist nach 
Satz III abgeschlossen. Da X unendlichdimensional ist, gilt M=+ X, so daß 
es nach Satz IV einen Vektor x,,, gibt, der die Bedingungen |®,..]=1 


und |x — zul > = für alle x € M,, erfüllt. Die sich auf diese Weise ergebenden 


Elemente x, liegen sämtlich auf der Einheitssphäre, während die aus ihnen 
gebildete Folge sicher keine Fundamentalfolge enthält. Daher ist die Einheits- 
sphäre und damit auch die Einheitskugel nicht relativ kompakt. 


Ein topologischer linearer Raum X heißt normierbar, wenn sich in ihm eine Norm 
einführen läßt derart, daß die durch sie definierte Topologie des Raumes X mit seiner 
ursprünglichen Topologie übereinstimmt. A.N. KotLmosororr [1] bewies: Ein topolo- 
gischer linearer Raum ist genau dann normierbar, wenn es in ihm eine beschränkte kon- 
vexe Umgebung des Nullelements gibt. Hierbei wird eine Teilmenge M eines topologischen 
linearen Raumes X beschränkt genannt, wenn für beliebige Elemente x,e#t und be- 
liebige Zahlen &, —0 stets &e,2,—0 gilt. Wie man zeigen kann, ist diese Definition im 
Fall eines lokal konvexen Raumes X gleichbedeutend damit, daß jedes konvexe Funktio- 
nal p aus einem ausreichenden System {p}, das die Topologie von X festlegt, auf Pt be- 
schränkt ist. 


Beispiele. 1. Der Raum M(T). Es bezeichne 7 eine beliebige Menge. Mit M(T') werde 
die Gesamtheit aller auf 7 definierten beschränkten komplexen Funktionen x = x{f) 
bezeichnet. Wir definieren in der üblichen Weise in M(T) eine Addition und eine Multi- 
plikation mit einer Zahl. Nehmen wir dann noch als Norm von x(f) die durch 


|| =sup »@)| 
teT 


definierte Zahl, so wird M (t), wie man sofort bestätigt, zu einem vollständigen normierten 
Baum. 

2. Der Raum C(T). Hier bezeichne 7’ einen topologischen Raum. Mit C(T) werde die 
Gesamtheit aller auf 7’ definierten komplexen Funktionen x = x(t) bezeichnet, die dort 
stetig und beschränkt sind. In CO (T) definieren wir genauso wie in M(T)) die Addition und 
die Multiplikation mit einer Zahl sowie die Norm. Dann wird C(T) zu einem vollständigen 
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normierten Raum. Offenbar ist C(T) ein abgeschlossener Teilraum von M(T). Ist T 
bikompakt, so ist C(T) nach Satz VII aus $2, Nr. 7, die Gesamtheit aller komplexen 
Funktionen, die auf 7 definiert und stetig sind. 


3. Der Raum }°. Mit 1? bezeichnet man die Gesamtheit aller Folgen x = {x,} komplexer 
Zahlen x,, die der Bedingung j 


00 
2 |,1”<oo 
a=1 


genügen. Durch 
ı 


© 2 
12- (Zar) br a0 = {00,); Sry tint In 


(= 2} und, IF N) 


definieren wir in I? eine Norm |x] sowie eine Addition und eine Multiplikation mit einer 
Zahl. Diese Definitionen sind zulässig, weil mit x, yel? auch axe®? undz-+yel güt; 
für das Produkt «x ist diese Behauptung trivial, während sie für die Summe # + aus 
der Ungleichung |z, + 4,|? <S 2(|,|? + |y.|%) folgt. 
Der Leser möge die Gültigkeit der Normaxiome selbst nachprüfen (vgl. $5, Nr. 1). 
Um nachzuweisen, daß der normierte Raum !? vollständig ist, betrachten wir in 1? 
eine Fundamentalfolge. Sind 


29 = {2}  (k=1,2,3,...} 
die Elemente dieser Folge, so gilt 
oo 

am la Pr<e für k,p>Nke), (4) 
n=1 


erst recht also i 
aM a@|<z für k,p>Nte). 
Demzufolge existieren die Grenzwerte 


— im zo 
%,= im’. 
k— oo 


Überdies folgt aus (4) die Abschätzung 
M 
zZ P— NM? für k,p>N(e) (8) 
n=1 
für jede natürliche Zahl M. Für k-> © erhalten wir hieraus 
u 
Zi,’ <2 für p>Nee). (6) 
r»=1 


Da N (e) nicht von M abhängt, darf in (6) der Grenzübergang M — © ausgeführt werden, 
und wir erhalten 


[5,0] 
Zi, Pe für p>Nee. 
n=1 


Dies bedeutet, daß die Folge {x,— x'P} und mit ihr auch die Folge {x,} zu I? gehört 
und daß {x,} in I? der Limes der aus den kP}(d=1,2,3,...) gebildeten Folge ist. 
* Es sei noch darauf hingewiesen, daß I? separabel ist; denn die Gesamtheit aller Folgen 
{x,}, in. denen die x, rational und jeweils nur endlich viele von Null verschieden sind, ist 
eine abzählbare, in I? dichte Menge. 

Weitere Beispiele für normierte Räume findet man in $6. 
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2. Reihen in nsrmierten Räumen. Eine aus Elementen x, eines normierten 
Raumes X gebildete Reihe 


Gtmt%t-- (1) 
heißt konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen 
Hm tt" (n=1,2,3,...) 


in X konvergiert. Der Limes dieser Folge heißt dann Summe der Reihe (1). 
Die Reihe (1) heißt absolut konvergent, wenn die Zahlenreihe 


konvergiert. lal+ lzel+]es[+--- (2) 


In einem vollständigen normierten Raum ist jede absolut konvergente Reihe 
konvergent. 
Für. n> m gilt nämlich 


|Sn — Sm| = [ömsıt +%| z Imst + [Zul 


Folglich bilden die s,, wenn die Reihe (2) konvergiert, in X eine Fundamental- 
folge, die auf Grund der Vollständigkeit von X einen Limes hat. 

Dieses Ergebnis läßt sich leicht auf folgenvollständige lokal konvexe Räume über- 
tragen. Es gilt also erst recht für vollständige lokal konvexe Räume (vgl. $3, Nr. 13). 

Gegeben seien ein lokal konvexer Raum X und ein ausreichendes System {p} konvexer 
Funktionale, das die Topologie von X definiert. Die Reihe &, + 2,4% + - - heiße absolut 
konvergent, wenn die Reihe p(x,) + P(2,)-+Plxs) + --- für jedes pe{p} konvergiert. 
Dann gilt: In einem folgenvoliständigen Baum ist jede absolut konvergente Reihe konvergent. 
Man prüft nämlich leicht nach, daß die Partialsummen ,=x,+---+z, einer absolut 
konvergenten Reihe in X eine Fundamentalfolge bilden. 


3. Quetientenräume eines vollständigen normierten Raumes. Es sei X 
ein normierter Raum und M ein abgeschlossener Teilraum von X. Wir betrach- 
ten den Quotientenraum X/M, d. b. den Raum, dessen Elemente die Klassen £ 
modulo M sind (vgl. $1, Nr. 4). Da M abgeschlossen ist, sind alle diese Klassen 
ebenfalls abgeschlossen. In X/M 188t sich durch 


BE a) 


eine Norm einführen. Beim Beweis dieser Behauptung können wir uns offenbar 
auf den Nachweis der Gültigkeit der Normaxiome 2 und 4 beschränken 
(vgl. Nr. 1), weil die Axiome 1 und 3 trivialerweise erfüllt sind. 

Die Nullklasse = 0 stimmt mit M überein und enthält daher das Null- 
element des Raumes X. Aus (1) folgt also |E| = 0, wenn £ die Nullklasse ist. 
Ist umgekehrt |&| = 0, so gibt es nach (1) in £ eine Folge {x,} mit der Eigen- 
schaft |x,|—0 für n —oo. Dies bedeutet aber, daß das Nullelement 0 
Häufungspunkt von £ ist und somit selbst zu £ gehört. Demnach gilt E= M, 
d.h., & ist das Nullelement im Raum X/Mt. Also ist das Axiom 2 erfüllt. 

Um die Gültigkeit von Axiom 4 nachzuweisen, gehen wir davon aus, daß 
es auf Grund der Definition (1) zu &nEeX/M und jedem e>0 Vektoren 
zEcE,YyEn gibt, für die 


zj<jel+s, yl<inl+e 


4. Beschränkte lineare Operatoren 87 


it. Folglich ist | 
it. Folglich ist 1. i<jeltipisieltinl+2e. @) 
Andererseits gilt + yE{&-+n} und daher [{+n|<|e-+ y|. Zusammen 
mit (2) ergibt dies 

E+nlslEl+lnl+2e 


Etnisleit+lnl 


sein muß, weil & beliebig klein genommen werden kann. 

Den durch (1) normierten Raum X /t nennen wir den normierten Quotienten- 
raum. 

Ist X ein vollständiger normierier Raum und M ein abgeschlossener Teilraum 
von X, so ist der normierte Quotientenraum X|M ebenfalls vollständig. 

Beweis. Ist {£,} eine Fundamentalfolge aus X/M, so kann aus ihr eine 
Teilfolge {&,,} ausgewählt werden derart, daß 


so daß 


1 
en Eny| <gers 


ist. Weiter findet man auf Grund der Definition der Norm in X/M in jeder 
Klasse &,,,, — &n, einen Vektor y,, für den 


1 1 
Iyel< lm Emitgre<en 8) 
ist. Aus (3) folgt die absolute Konvergenz der Reihe 
tr ptYytyt. (4) 


Da X vollständig ist, konvergiert diese Reihe in X. Ihre Summe werde mit x 
bezeichnet. Gehört x zur Klasse &, so gilt, wie wir sogleich zeigen werden, 
€ = lim &,. Damit ist dann aber bewiesen, daß X/Wt vollständig ist. 


RX 


Wir bezeichnen die k-te Partialsumme von (4) mit s,. Dann silt 
|x— 5,| — 0 für k—o. 
Andererseits folgt aus x, € &n, und Y, € Enyı, — En. AaB Sr € &n, ist. Daher 
gilt 
E-&, sa —- 50 für kom. 
Da {£,} eine Fundamentalfolge ist, können wir hieraus unter Berücksichtigung 
der Ungleichung 
EEE 1E-En+ im En] 

schließen, daß &,—& für rn — oo gilt. Dies war zu beweisen. 

4. Beschränkte lineare Operatoren. Ein Operator A aus einem normierten 
Raum X in einen normierten Raum Y heißt beschränkt, wenn es eine feste 


Zahl © derart gibt, daß 
Azl<C|e]| fürall ED, (1) 
gilt. 
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I. Ein linearer Operator, der im Punkt z= 0 stetig ist, ist beschränkt. Um- 
gekehri ist jeder beschränkte lineare Operator stetig. 

‚Beweis. Der Operator A sei stetig für x— 0. Dann entspricht jeder Um- 
gebung |y|<e aus Y eine Umgebung |x| <6 aus X derart, daß |Ax|<e 
für |e]<6, ze Da, ist. Setzt man mit el u xE Du nun = 27% 
so folgt |2| <ö. Daher ist |Az|< e, d. b., IE |A®|<e und [Az] De z | für 
alle zE D,. Dies bedeutet aber die Beschränktheit von A. Ist umgekehrt A_ 
beschränkt, so folgt die Stetigkeit von A aus der für alle z, x, € ®, gültigen 
Ungleichung 

Ar—4An|=|Ak—n)|<s0|e— x). 
II. Ist der Raum Y vollständig, so kann ein beschränkter linearer Operator A ö 
sieis im eindeutiger Weise zu einem beschränkien linearen Operator mit dem. 
Definitionsbereich Du fortgesetzt werden, wobei die Ungleichung (1) gültig bleibi. 


Beweis. Ist z,€ Di, so gibt es eine Folge von Vektoren x, € ® 4, so daß 
2% 0 für no 
güt. Aus der Ungleichung 
An — Az | = | Al, —)| < Can — Em! 


geht dann hervor, daß {A 2} 1 in Y eine Fundamentalfolge ist. Da Y vollständig 
ist, hat sie einen Limes in Y. Wir definieren 


Äx,— lim Ax,. (2) 
R->X 
Diese Definition hängt nicht von der jeweiligen Wahl der Folge x, — x, ab. 
Gilt nämlich auch 2, — 2,, 2, € Da ‚so folgt |, — x,| — 0 für n— oo und hieraus 
wegen (l) dann 
— An. —>0 für n—om. 


Der durch (2) definierte Operator A aus X in Y mit dem Definitionsbereich 
Di= DD, ist offenbar eine Fortsetzung des Operators A. Daß A linear ist 
und LA »| < O]e| für alle x € D, gilt, prüft man leicht nach, indem man die 
entsprechenden Grenzübergänge ausführt. 

Ist insbesondere ® 4 in X dicht, so ist A auf dem ganzen Raum X definiert 
und beschränkt. 

Wir betrachten jetzt solche beschränkten linearen Operatoren aus X in Y, 
die auf ganz X definiert sind. Die Gesamtheit dieser Operatoren werde mit 
B(X, Y) bezeichnet. 

‚Ist AEB(X,TY), so gilt 


Asl<0lx| füralle zEX und ein gewisses ©. (3) 


! 


Insbesondere gilt, 
dr|sC 
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für alle Vektoren x € X mit |z| < 1. Daher existiert 


sup [Az]. 
le|s1 


Diese Zahl wird die Norm des beschränkten Operators A Sean und mit | A| 
bezeichnet. Nach Definition ist also 


|A|= sup |Az]. 
 delsl 
Wie man leicht sieht, gilt auch 
|A]|=sup Lde] 
' seZ Ei 


Man braucht hierzu wur ET =y setzen; dann ist |y] = 1 und folglich 


[Az]. 
zer le] 


Ay Ayl=l2l: 


Ferner erkennen wir hieraus: |A| isi die kleinste aller Zahlen C, für die (3) 
gilt. Offenbar ist |A|= 0 nur für A=0. 
"IT. Aus A,BEB(X,Y) fogi «ACB(X,Y) und A+BEBIX,TY), 
und es ist 
«Al=jej|Al, JAHB<[Al+ Bl. 

Der Beweis folgt aus den Beziehungen 

last Se |4s| |(A+B)e| _ |Aai 

le] ’ I®| tel 


T<lal+lal. 


"Somit ist ce Y) ein normierter Raum. 


IV. Mü Y ist auch B(X, Y) vollständig. 


Beweis. Ist {A,} eine Fundamentalfolge des Raumes B(X, Y), so gibt es 
zu jedem 2e>0 ein N (e), so daß |A,„— A| <e für all n, m >N(e) gilt. 
Hieraus folgt für jedes EX 

4,2 — Anz| = (Au An)z|<elx] für n,m>N(e). (4) 
Demzufolge ist [A,x} eine Fundamentalfolge aus Y, die auf Grund der Voll- 
ständigkeit von Y einen Limes in Y hat. Wir setzen 

Ax= lm A,e. 
R->00 


Der so definierte Operator A aus X in Y ist offenbar linear. Wir werden 
beweisen, daß A zu B(X, Y) gehört und Limes der Folge {A,} ist. Damit 
ist dann die Vollständigkeit des Raumes B(X, Y) bewiesen. 

Für n—oo erhalten wir aus (4) 


|Ax— 4 
Folglich gilt A -- A„E B(X, Y) und 
)4—4,!<e für m>N(e). (5) 


für alle m>N(e). 
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Dann ist aber A= A4,+ (4 — A,)JEB(X, Y). Aus- (5) folgt außerdem 
|A — 4„|— 0 für m — oo, womit der Satz IV bewiesen ist. 

Wir betrachten jetzt den FalX—= Y,d. h. den Fall beschränkter Operatoren 
in X, die für alle EC X definiert sind. Die Gesamtheit dieser Operatoren 
werde mit B(X) bezeichnet (also B(X)— en ‚X)). Ergänzend zu den Sätzen 
IH und IV gilt dann: 

V. Aus A,BEBER) folge ABEBEX), und es isi 

AB|s 4112|. 
Der Beweis beruht auf der Abschätzung 
Eu < As < EL. 
|® 


=j4|l2]. 


VI (8..Banaca [1]. Ist A em Be linearer Operator, der den 
vollständigen normierten Raum X umkehrbar eindeutig auf den vollständigen 
normierten Raum Y abbildet, so ist der inverse Operator A! auf Y beschränkt. 

Beweis. Nach Voraussetzung bildet A den Raum X umkehrbar eindeutig 
aufden Raum Y ab. Demzufolge existiert der inverse Operator 4! und ist auf 
ganz Y definiert. Zu beweisen ist lediglich seine Beschränktheit. Hierzu 
bezeichnen wir die Gesamtheit aller Vektoren yE€ Y, für die [4"y|<n|y| 
ist, mit Y,. Offenbar gilt dann 


Y=UY,. 
n=1 


. Da der vollständige Raum Y eine Menge zweiter Kategorie ist (vgl. $ 2, Nr. 13, 
Satz III), ist wenigstens eine der Mengen Y,,, etwa Y,,, in Y nicht nirgends 
dicht. Dann gibt es eine abgeschlossene Kugel $,, in der 8,N Y,,, überall dicht 
ist, d.h. Biere ” 
%=8,NYn- (6) 

Wir nehmen nun eine abgeschlossene Kugel 8, mit dem Mittelpunkt HEY 
und dem Radius r,, die ganz in $, legt. Weiter sei y. ein beliebiges Element 
aus Y mit der Norm |y|=r,. Da |, + y)—y)|= nr ist, it „+ ye®.. 
Auf Grund von (6) schließen wir hieraus, daß es eine Folge von Elementen 
2% ES8,N Y,., gibt, die gegen y, + y konvergiert. Dann konvergiert aber die 
Folge {w,}, u, = 2, — yı, gegen y. Offenbar darf angenommen werden, daß 
alle z, aus S, sind und folglich |u,|< r, gilt. aan gilt u, —lyl=n- 
Daher dürfen wir fernerhin annehmen, daß |u;| > - für alle k gilt. Es sei 


also 
I<|wi<n. (7) 


Aus 2,9, € 7, folgt 
|4” woja IA 1ylsja + Ayla t in). (8 


Außerdem ist 
= ut ns + alsrn+|yl: 


4. Beschränkte lineare Operatoren or 
und daher ergibt sich aus (7) und (8) die Abschätzung 
2 2| 
|Arte;| lt a. (9) 


Nun sei N die kleinste ganze Zahl, die noch größer als 
2, +21) 
Tı 
ist. Dann bedeutet (9), daß u,€ Yy ist. Da y ein beliebiges Element der 
Sphäre |y|=r, war, haben wir bewiesen, daß jedes Element dieser Sphäre 
Limes einer Folge aus Yy ist. 
Jetzt sei y ein u von Null verschiedenes Element. Dann gehört 


ni ] 


die gegen y’ konvergiert. Dann konvergiert aber die Folge der u, = 
gegen y. Außerdem gilt 


Pe e EP AR S N SA UTHB 


das Element y’ = —y zu der Sphäre, und es gibt eine Folge {u;}, u; € ie 


Wa 


also u, € Yy. Damit haben wir bewiesen, daß Yy in Y dicht ist. Auf 7, gilt 
die Ungleichung ße 
en Aylshiyl. 


Wir nehmen nun ein beliebiges Element y,€ Y und setzen |y,|=c. Da Yy 
mit der Kugel |y] < c eine Menge gemeinsam hat, die in dieser Kugel dicht ist, 
existiert ein Element y, € Yy, für das 


n—-ylsz, Inl<e, 


gilt. Wenden wir die vorhergehende Überlegung auf y, — y, an Stelle von y, an, 
so ergibt sich die Existenz eines y, € Yy, das der Bedingung 


| — plz; Inl<; 


genügt. Durch Fortsetzung des Verfahrens erkennt man, daß esin Yy Elemente 
Yı: Ya: Ya, - - - gibt, für die 
o-ytyt tw: Nl<ger: 
ist. Hieraus folgt # 
Yy= im >y=yıtytryrt 
no k=1 
Wir setzen nun x,= Ay,. Aus der Abschätzung 


N 
| = Ay << 


folgt dann die absolute Konvergenz der Reihe = %, + 1g-+ %-r - - sowie 
die Beziehung 


An—A( lim n)= im 3 Az = Iim An=n- 


2—0 k R-—>00 
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Folglich gilt 
x I i 
Ayl=|n|s al+lal+-<Nell+5+g+)=2Ne=2n]y|, 


also |A’yi<2N|y| für alle yE Y, womit die Beschränktheit des inversen 
Operators A! bewiesen ist, 


VII. Ist X ein linearer Raum, der sowohl bezüglich der Norm |x| als auch 
bezüglich der Norm |\x|, vollständig ist, und gilt 

zh>|e| für alle zEX, a (10) 
so gibt es eine Konstante C derart, daß 
zı=0Cle 
sl. 2: 

Beweis. Wir bezeichnen den als Bawackschen Raum mit der Norm |x) 
bzw. |x|, betrachteten linearen Raum X mit X bzw. X,. Der durch die 
Gleichung Ax = x definierte Operator A bildet X, umkehrbar auf X ab. Er 
ist linear und wegen (10) beschränkt, so daß nur noch der Satz VI anzuwenden 
bleibt. j 


Zwei Normen || und |x|, eines linearen Raumes X sollen äguivalent genannt 
werden, wenn es zwei positive Zahlen 0, und 0, gibt, für die 


Gle] z |eı< c|x| 


ist. Offenbar bestimmen zwei äquivalente Normen in X ein und dieselbe 
Topologie. Wie man leicht sieht, gilt auch die Umkehrung, d. h., zwei Normen, 
die ein und dieselbe Topologie des Raumes X bestimmen, sind äquivalent. 
Der Satz VII besagt, daß die seinen Voraussetzungen genügenden Normen 
|x| und |x|, äquivalent sind. 


5. Beschränkte lineare Funktionale. Der konjugierte Raum. Ein lineares 
Funktional f(x) über einem normierten Raum X heißt beschränkt, wenn es 
eine Zahl O gibt, so daß 


ie)! s0O|x| Er alle zEP®, 


gilt. Beschränkte lineare Funktionale sind Spezialfälle beschränkter linearer 
Operatoren, weil sie Operatoren aus X in Y sind, wobei Y—= € der Raum der 
Skalare ist (vgl. $3, Nr. 1). Daher gelten die in Nr. 4 für beschränkte Opera- 
toren erhaltenen Ergebnisse auch für beschränkte Funktionale. Insbesondere 
ist die Gesamtheit B(X,®&) der beschränkten linearen Funktionale, die auf 
dem ganzen Raum X definiert sind, ein normierter Raum, wobei die Norm |f| 
eines zu B(X, €) gehörenden Funktionals durch 


Fl 


//|= sup |f(®)| =sup 
jelzı zex |® 


definiert wird. Dieser Raum wird der zu X konjugierte Raum genannt und mit X’ 
bezeichnet. 
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Der zu X’ konjugierte Raum wird mit X” bezeichnet. Man nennt X” den 

zu X bikonjugierten Raum. Entsprechend definiert man den dritten, vierten, 
. konjugierten Raum. 

"Da der aus allen Skalaren bestehende Raum € vollständig ist, gilt nach 
Satz IV aus Nr. 4 der Satz 

I. Der konjugierie Raum (der beschränkten linearen Funktionale) ist voll- 
ständig. 

Wenden wir Theorem 2 aus HB 1, Nr. 9, und die dort formulierte Folgerung 
auf das konvexe Funktional p(x) = |x| an, so erhalten wir folgende Sätze: 


II. Jedes beschränkte lineare Funktional, das auf einem Teilraum eines nor- 
mierten Raumes X. gegeben ist, kann ohne Änderung seiner Norm zu einem auf 
dem ganzen Raum definierten linearen Funktional forigesetzt werden. 


III. Zu jedem Vektor € X gibi es ein Funktional fE X’ mit den Eigen- 
schaften j 
j fa)=|e| und |f|=1. 
Daher gilt: 
IV. Ist f(x) = O für jedes Funktional FEX’, six. 
Wir setzen nun mit einem festen z€E X 


F,N=i@), fFEX. 
Dann ist F, offenbar ein lineares Funktional über X’. Dieses Funktional ist 
beschränkt, el 
r,H|=|r@l<lellfl a) 


gilt. Folglich gehört F, zu X”. 

Aus (1) folgt IF; |< fe. Andererseits steht in (1) auf Grund des Satzes III 
wenigstens für ein € X” das Gleichheitszeichen. Folglich ist IF, = |x|, und 
wir haben den Satz 


V. Die Zuordnung x — F, ist eine isometrische Abbildung von X in X”. 


Aus diesem Grund können die Vektoren x einerseits und die durch sie 
erzeugten Funktionale F',(f) andererseits miteinander identifiziert und X als 
Teilmenge von X” angesehen werden. Ist hierbei X = X”, so wird der Raum X 
reflexiv (oder regulär) genannt. Die Reflexivität eines Raumes X bedeutet also, 
daß jedes beschränkte lineare Funktional F(f) über X, d.h. jedes FEX”, 
in der Form 

FM=f) 


geschrieben werden kann, wobei x ein fester Vektor aus X ist. 


6. Vollstetige Operatoren. Es sei X ein vollständiger normierter Raum. 
Ein Operator A in X heißt vollstelig, wenn er eine beschränkte Menge stets in 
eine relativ kompakte Menge abbildet. 


I. Jeder vollstetige Operator ist beschränkt. 
Anderenfalls gäbe es nämlich eine Folge von Elementen «, mit 


.]|=1, 14A,|>n, 
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und A würde die beschränkte Menge {x,} in die offenbar nicht relativ kompakte 
Menge {Ax,} abbilden. 

Es sei darauf hingewiesen, daß die Umkehrung nicht gilt. Beispielsweise 
ist der in einem unendlichdimensionalen Raum erklärte Einheitsoperator 
wohl beschränkt, aber gewiß nicht vollstetig, weil er die Einheitssphäre auf 
sich abbildet, d. h. auf eine Menge, die nicht relativ kompakt ist (vgl. Nr. 1, 
Satz V). 

' DI. Ist A ein vollstetiger Operator und B ein auf ganz x definierter beschränkter 
Operator, so sind die Operatoren AB und BA ebenfalls vollstetig. 

Beweis. Es sei [x,} eine beschränkte Folge. Da A vollstetig ist, kann man 
aus {x,} eine Teilfolge {x} aussuchen, für die [Ax/} konvergiert. Auf Grund 
der Beschränktheit von B konvergiert dann auch die Folge {BAx}}. Folglich 
ist der Operator BA vollstetig. Um zu zeigen, daß auch AB vollstetig ist, 
nehmen wir wieder eine beschränkte Folge {x, Dann ist auch {Bx,} be- 
schränkt. Folglich ist {A Bx,} relativ kompakt, d. h., AB ist vollstetig. 

Ähnlich wie Satz II beweist man den Satz 


III. Sind A, und A, vollstetige Operatoren, so ist auch &, A, + &yfa ein voll- 
steliger Operator (&: & Skalare). 


Ferner gilt der Satz 
IV. Ist {A} eine Folge volisietiger Operatoren. mit der Eigenschaft 
|4—4,|—>0 für n—ow, 


so ist der Operator A ebenfalls vollsietig. 


Beweis. Es sei K= K, die in X durch die Ungleichung |x} < c definierte 
Kugel. Wir setzen &, = 1a A„|e. Fürz € K gilt dann 


KA—4A,)e|<|4—4,e=:. 
Demnach bildet die relativ kompakte Menge {A,K} einez,-Netz für die Menge 
4.K, wobei e, für n —oo gegen Null strebt. Hieraus folgt nach Satz II aus $2, 


Nr. 14, daß die Menge AK relativ kompakt ist, d. b., A ist vollstetig. 
Im folgenden Satz werden Beispiele vollstetiger Operatoren angegeben. 


V. Gilt ” 
P3 1.1? < +%®%, 
ki 


so ist der im Baum!) 1? durch 
oo 
vn (=1,2,3,..) Ü) 

definierte Operator A vollstelig. 

Beweis. Es sei A, der Operator, der jedem Vektor 

= (a, W952. 0 Kg Ba 
y9= (yı, Yo: - >: 0,0, ...} 
2) Vgl. Nr.1, Beispiel 3. 


den Vektor 
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zuordnet, wobei die y,; durch (1) erklärt sind. Dann kildet A, jede be- 
schränkte Menge aus 2? in eine beschränkte Menge des n-dimensionalen eukli- 
dischen Raumes ab, d.h. in eine relativ kompakte Menge. Folglich ist A, voll- 
stetig. Andererseits gilt 


ee we= 3 |&aum| = 


i=n+l 


>> Z lauf Ziel 3 


den+1 ke 


also 
IA — Als, 2 Zlan>0 für n— oo, 


e 


so daß nur noch Satz IV anzuwenden bleibt. 


7. Analytische Vekterfunktionen mit Werten in einem vollständigen nor- 
mierten Raums. Der Begriff der analytischen Vektorfunktionen mit Werten 
in einem linearen topologischen Raum wurde bereits definiert (vgl. $3, Nr. 12). 
Insbesondere wissen wir also, was unter einer analytischen Vektorfunktion 
mit Werten in einem normierten Raum zu verstehen ist: Eine Vektorfunk- 
tion (A), deren Werte in einem normierten Raum X liegen, heißt. in einem 


Gebiet G der komplexen A-Ebene analytisch, wenn der Limes 
z(A+AN)—z{A) 
im —— een 
AR—>O AR 


= 


- Sinne der durch die Norm definierten Mopalarie von X j“ in jedem Punkt 
AEG existiert. 
I (CavcHayscher Integralsatz). Ist die Vehktorfunktion z(A) im Innern einer 
geschlossenen rektifizierbaren JORDAN-Kurve I’ analyiisch und auf I’ sietig, 


eg fen ar=0. 
IT 


Beweis.. Mit Hilfe der üblichen Überlegungen zeigt man zunächst unter 
Berücksichtigung der Vollständigkeit von X, daß das Integral einer stetigen 
Vektorfunktion längs einer rektifizierbaren JoRDAN-Kurve im Sinne der 
Topologie des normierten Raumes X existiert. Wir setzen nun 


y=[z(A)dA. 
T 


Dann gilt für jedes beschränkte lineare Funktional / die Beziehung 
W=[fem)dr=0, a) 
a 


weil f(z(A)) eine Zahlenfunktion ist, die im Innern von J’ analytisch und auf I’ 
stetig ist. Daher ist der klassische Cauc#vsche Satz auf f(x(A)) anwendbar, 
und wir können auf Grund der willkürlichen Wahl von f aus (1) schließen, 
daß y= 0 sein muß (vgl. Nr. 5,.Satz IV). 

Entsprechend beweist man den Satz 


II (Cavcavsche Integralformel). Ist die Vektorfunktion z(}) im Innern einer 
geschlossenen rektifizierbaren JORDAN-Kurve I' analytisch und auf I’ stetig, so 
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gilt für jeden im Innern von I’ liegenden Punkt A die Formel 


2) = e der. ®o (2) 
T 


Aus (2) folgt der Satz 


III. Eine Vektorfunkiion z(A), die im Innern eines Kreises A—A| <r 
analytisch ist, ist dort unendlich oft differenzierbar und als Summe einer absolut 
konvergenten Taxuorschen Reihe 


= + AA) tig. (3) 


mit den Koeffizienten n 
nr x (20) () 


darstellbar. Der Konvergenzradius R dieser Reihe ist einerseüs gleich dem Abstand 
des Punktes }, von dem am nächsten gelegenen singulären Punkt der Funktion 
x(A) und andererseits (nach dem Caucay-Hapamardschen Satz) gleich 


ae (5) 


mu Ve, 
N>X 
Beweis. Ist die Funktion x(4) im Kreis | —4,| <r analytisch, so ist sie 
auf jeder Kreislinie | —4,|=r,<r stetig. Daher ist die Zahlenfunktion 
|x(A)| auf der Kreislinie | — A,| = r, < r stetig und somit beschränkt. Hieraus 
schließen wir, daß die Reihe 


ı(d) __ i _5__:0 _yy 
u ae Ao) 
Ed 


für | — A| <rı <r gleichmäßig auf der Kreislinie |E — A,|= r, konvergiert. 
Durch gliedweises Integrieren erhalten wir hieraus unter Berücksichtigung der 
Formel (2) sowie der aus (2) durch Differenzieren entstehenden Formeln die 
Gültigkeit der Entwicklung (3) mit den Koeffizienten (4). Hierbei konvergiert 
die Tayrorsche Reihe (3) für | —A,| <r absolut. 

Gilt umgekehrt die Entwicklung (3) mit den Koeffizienten (4) in einem Kreis 
|A— A| <r, so folgt durch gliedweises Integrieren sofort die Gültigkeit der 
Beziehung (2) für jede JoRDAan-Kurve J‘, die ganz im Innern dieses Kreises 
liegt. Hieraus ergibt sich schließlich, daß x (A) im Innern des Kreises |A — A,| <r 
analytisch ist. Ri 

Wie man leicht sieht, gelten die Sätze I bis IH] auch in beliebigen vollständigen lokal 
konvexen Räumen, nur ist die Formel (5) dann durch 


Benin | (6) 
?_ Im Vple,) 


N> 0 


zu ersetzen; die untere Grenze ist in bezug auf alle konvexen Funktionale p eines aus“ 
reichenden Systems, das die Topologie von X bestimmt, zu nehmen. 
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1. Definition des Hilbertschen Raumes. Ein Vektorraum R über C heißt 
euklidisch, wenn über ihm eine mit <x, y> bezeichnete Funktion der beiden 
Veränderlichen x und y mit Werten in C definiert ist, die folgende Eigen- 
schaften hat: 


1.&,820; @&,0)=0 mufür x=0; 
2.) WM 

3. An, WA, W; 

4. (+ 8%, W-%, Ye, 9. 


Die Funktion <x, y> selbst wird skalares (oder auch inneres) Produkt der 
Elemente x und y genannt. 
“ Aus den Eigenschaften 1 bis 4 folgen sofort die Formeln 


= Ka, y, <&s Yyıt yd—@, Dt nr Yo). 
In jedem euklidischen Raum gilt die sogenannte Scuwarzsche Ungleichung 
Kaps, xy, wm. ® 
Offenbar gilt sie für y—= 0; für y + 0 folgt sie unmittelbar aus 
a DM, Kar yp Hr AkKy, pw — Ay, 0— Ay) 20 
für A= en 


Y 
In einem euklidischen Raum läßt sich durch 


|e| = Ye, x» (2) 


eine Norm einführen; denn dafür gilt: 


«|=0; 
|x2|=0 genau dann, wenn == 0 ist; 
. %e=[Ale|; 


«+s1<|jel+ly| 
(vgl. $4, Nr. 1). Die ersten drei Eigenschaften sind trivial, während die letzte 
aus der Schwarzschen Ungleichung folgt: 
+ Hyatt DD NW IGDLT HN 
SH; D42, I DW Dal + |y)* 


Der Raum RE wird durch die Definition (2) also tatsächlich zu einem nor- 
mierten Raum. . 

Unter Umständen hat man über einem linearen Raum R eine Funktion 
<&,y> zu betrachten, die wohl den Bedingungen 2 bis 4, aber nicht der 
Bedingung 1 genügt. Eine derartige Funktion heißt bilineare hermitesche 


7 Neumark, Algebren 
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Form über R. Eine bilineare hermitesche Form <x, y> wird positiv definit 
genannt, wenn stets <x,2> > 0 ist. Offenbar bleibt die Ungleichung (1) für 
positiv definite hermitesche bilineare Formen <z, y) gültig, so daß p(@) = «x, z) 
ein konvexes Funktional ist. Mit dem in $4, Nr. 1, formulierten Satz I gelangen 
wir daher zu folgendem Ergebnis: 

1. Ist <x,y> eine positiv definite bilineare hermitesche Form über einem 
linearen Raum R und M der Teilraum der Elemente x aus R, für die <x, x> = 0 
ist, so definiert die Formel 


CE, MD=%, Y; Eee, ycn, 
ein skalares Produkt in BR] 
Offenbar kann die Formel (1) auch in der Gestalt 


»1<|elly| 


geschrieben werden, woraus folgt, daß das skalare Produkt <x, y> eine stetige 
Funktion der beiden Veränderlichen x und y ist (in der durch die Norm in R 
definierten Topologie); es ist nämlich 


s|jlAyl+ yllde|+lAwllAyl. 
Ein im Sinne der Norm |x| = Y«, x> vollständiger euklidischer Raum 
heißt Hivserrscher Raum. 
Hirtertsche Räume werden im folgenden mit $. bezeichnet werden. 


II. Jeder euklidische Raum R kann zu einem Eiruserrtschen Raum ver- 
vollständigt werden. 


Denn R ist ein normierter Raum mit der Norm |z|= Y<x, x) und kann 
daher zu einem vollständigen normierten Raum R vervollständigt werden 
(Satz IT aus $4, Nr. 1). Es bleibt also nur noch zu zeigen, daß die Definition 
des skalaren Produkts <x, y> auf R derart fortgesetzt werden kann, daß auch 
weiterhin |x| = Ye, x) ist. 

Es seien {x,} und {y,} zwei Fundamentalfolgen in Z, die gegen x, bzw. % 
(X: % ER) an Wird in (3) nacheinander = x,, y=y, und 


+ Az 2.:Yy+ Ay= Y gesetzt, so folgt, daß [<x, ,y„>} eine Fundamental- 
folge von Zahlen ist und daher einen Limes hat. Wir setzen 


(&gs yo = == lim<x,, Yn?- 
R>00 


3) 


Wie aus (3) sofort folgt, hängt <x,, %9> hierbei nicht von der jeweiligen Wahl 
der gegen x, und 4, strebenden Fundamentalfolgen {x,} und {y„} ab. Gehen wir 
in den Beziehungen 


Yas En = Ems Yadı Als Ya = Akky; Yadı 
Ent Ya 0? = Em Zn? + (Ynı Zn (ER, m—zER) 


ie au Vans Cr? 
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zur Grenze über, so erkennen wir, daB <xg, Y92 den Bedingungen 2 bis 4 
genügt und || = Ya; &> für alle 2,4, € R ist. Wegen gs a = |? 
ist aber auch die Bedingung 1 erfüllt. 

Ist M ein abgeschlossener Teilraum eines HınLzertschen Raumes 9, so ist 
das in 9 definierte Skalarprodukt insbesondere auf M definiert. Da aber WM 
in bezug auf die durch das Skalarprodukt definierte Norm vollständig ist, gilt 
der Satz 


III. Jeder abgeschlossene Teilraum eines Hınzurtschen Raumes ist ebenfalls 
ein BILBERTscher Raum. 


Beispiel. Der Raum ? (vgl. $ 4, Nr. 1, Beispiel 3) wird zu einem Hınssrrschen Raum, 
wenn das skalare Produkt zweier Elemente # = {x,} und y= {y,} durch 


definiert wird; die Konvergenz der Reihe ergibt sich aus 
” i a 
[#81 =s5z(+ 9u]®)- 


Andere Beispiele für Hinserrsche Räume werden weiter unten in Nr. 4 und in $6 
angegeben. 


2. Projektion eines Vektors auf einen Teilraum. Zwei Vektoren eines euklidi- 
schen Raumes R heißen zueinander orthogonal, in Zeichen x | y, wenn ihr 
skalares Produkt gleich Null ist. Zwei Teilmengen 8, und S, eines euklidischen. 
Raumes R werden zueinander orthogonal genannt, wenn jeder Vektor der einen 
Menge zu jedem Vektor der anderen Menge orthogonal ist. Dafür schreiben 
wir S, 1 8,. Wie man leicht nachprüft, ist die _@esamiheit aller Vektoren, die 
zu einer Teilmenge SC R orthogonal sind, ein abgeschlossener Teilraum in R. 
Dieser Teilraum wird orihogonales Komplement von S in R genannt und mit 
R— 8 bezeichnet. 


I (Die Ungleichung von Barro Levi). Ist M ein Teilraum eines euklidischen 
Raumes R und x ein Vektor in R, der von M den Absiand d hat, so gilt für je 
zwei Vektoren y,Y EM 


——— — U 
n—y|< Yen? + Ve ya. a) 
Beweis. Wir setzen = x —y, und = x —%,. Für jedes komplexe 
A==1 gehört dann der Vektor 
Yı—AYe 
1—4 
zu M, so daß 


„_ Ar? rn 
x 123 | 24 


ist, d. h., es gi 
EN az 21a, (2) 


Ka, > — dB] — Alkeı, 22) — BI] — Alkaz, 2> — 82] + AAlkag, 2) —d2]>0. (3) 
Te 
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Offenbar gilt (2) und damit (3) auch für A= 1. Wiederholen wir die bereits 
auf Seite 97 durchgeführte Überlegung, so finden wir 


Ken 2) PR < Ka, > — AK, 2) — 2]. (4) 
Nun gilt aber 
yı—-9?= | = (2 2; 1 — 2 = | + 22)? — 21, 2) — (2a, 2ıD 
= [2° —d]+ [22]? — d2]— [a1 , 229 — 2] — [K22, 21) — 2] 
s [a —@P]+ Te -P]+ 22, 28 |. 
Folglich ist wegen (4) 
In» <tlaP—d+ le 2 Naila? 
= (Var- Van Vz? a), 
woraus die Ungleichung (1) folgt. 


II. Ist M ein abgeschlossener Teilraum eines Hınzurrschen Baumes 9 und x 
ein beliebiger Vekior aus 9, so gibt es in 9 einen und nur einen Vektor x’, für 
den <—ı’ IM ist. 


Beweis. Wir setzen 


d= infix—y|. 
yEemMm 


Dann gibt es eine Folge von Vektoren y, € Mt mit der Eigenschaft 
d=lim|r—y,|. (5) 
F NR R 
Die Ungleichung von Bzrro Levi 


Im m|< Ve m + Ve —E 


zeigt, daß {y„} eine Fundamentalfolge ist und daher einen Limes besitzt, den 
wir mit.x’ bezeichnen. Da M abgeschlossen ist, gehört x’ zu W. Gehen wir in (5) 
zur Grenze über, so wird d=|x—x’|. Um zu zeigen, daß 2 — x’ 1 M,d.h., 
daß (c— eo, y=d für alle zEM ist, setzen wir v— ec — x” und 


er 
en ” 


Da ı — WEM ist, gilt 
E<)e—(#—ty)?= |” HiyP—=ca” +iy,a”’+iy) 
=, HER WHY ED HE, W- 


Durch Einsetzen von t aus (6) erhalten wir hieraus wegen <2”, 2”) —= d2 die 
Ungleichung 


PER Ix@”, y>? >ö6. 


Folglich ist <@”,y> — 0. ww 

Es bleibt noch die Eindeutigkeit des Vektors x’ zu zeigen. 

Angenommen, es gäbe einen weiteren derartigen Vektor „EM mit 
x —y 1 M. Wir setzen x — y’= y”. Dann ist x’ + 2” = y’ + y” und folglich 


a — y Er ytr— ar 
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mit — y EM und y”’ — x” 1 WM. Demnach ist «° — y’ zu sich selbst ortho- 
gonal, d.h. 


wWy, =. 
Folgich muß "—y=0, also 
«= y’ sein. 

Der eindeutig bestimmte Vektor 
EM, fürdenz — x’ 1 Mist, wird 
die Projektion des Vektors x auf den 
Teilraum M genannt. 


Die Projektion eines Vektors läßt sich 
besonders leicht im dreidimensionalen 
Raum deuten. 

Mit NM werde etwa die Gesamtheit aller der Vektoren bezeichnet, die vom Koordinaten- 
ursprung ausgehen und sämtlich in einer Ebene x liegen (Abb. 4). Dann stellt die Formel 
z=2'’+x' gerade die Zerlegung des Vektors x in die beiden Komponenten x«’ und x” 
dar, von denen die eine in x liegt und die andere senkrecht auf x steht. 

In diesem Fall stimmt also die Definition der Projektion mit der üblichen Definition 
der Projektion eines Vektors auf eine Ebene überein. 


"Abb. 4 


Offenbar kann Satz II auch folgendermaßen formuliert werden. 

IV. Ist M ein abgeschlossener Teilraum eines HıLzerrschen Raumes 9, so 
kann jeder Vektor zE 9 auf genau eine Weise in der Gestali = x’ + x” mi 
EM und a" EH—M dargestelli werden. ö 

Ist insbesondere x 1 9 — M, so ist auch ©” = 2 — x’ 1 9 — M. Da anderer- 
seits’ EH—- Mist, muß "= O0 unde= a’ EM sein; mitanderen Worten: 

III. Ein abgeschlossener Teilraum M ist das orihogonale Komplement seines 
orthogonalen Komplemenis 5 — M, 

9H-5-M=M. - (7) 

Wir erwähnen noch nachstehende wichtige Folgerung aus Satz II. 


IV. Ein Teilraum DM ist dann und nur denn dicht in 9, wenn es in H außer 
dem Nullvektor keinen zu M orthogonelen Vektor gibt. 


Beweis. Die abgeschlossene Hülle von M ist ein abgeschlossener Teilraum 
in 9, der genau dann mit 9 übereinstimmt, wenn M in $ dicht ist. Ist IM also 
dicht in 9, so ist jeder Vektor x, der orthogonal zu M ist, auch orthogonal zu 


M—= 9 und daher gleich dem Nullvektor. Umgekehrt gilt: Ist jeder Vektor x, 
der zu M (und damit auch zu M) ortkogonal ist, gleich dem Nullvektor, so 
muß 5 M= {0} sein, woraus unter Berücksichtigung von (7) folgt, daß 
NH (HM) = 9 — {0} = 9 ist, 

3. Beschränkte lineare Funktionale über einem Hilbertschen Raum. 

Satz von F. Rızsz. Jedes beschränkte lineare Funktional f(x) über einem 
Hinzertschen Raum 9 läßt sich eindeutig in der Gestalt 


NOESCH? 0 
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darstellen, wobei y ein fester Vektor aus $ ist. Hierbei gilt 

Al=1yl- ne) 
Umgekehrt wird durch die Formel (1) für jedes yEH ein beschränktes 
ineares F'unktional über 5 definiert. 


Beweis. Es sei M die Gesamtheit aller Vektoren x, für die f{x) = 0 ist. 
Offenbar ist M ein abgeschlossener Teilraum in 9. Ist M = 9, so gilt f(x) = 0 
für alle x € 9, und (l) ) wird durch y= 0 erfüllt. Es bleibt der Fal M + 9 zu 
untersuchen. Nach Satz III aus Nr. 2 ist dann 9— M = {0}, so daß es in 
H—M einen Vektor z +0 gibt. Offenbar ist f(z) + 0, weil z sonst zu M ge- 
hören würde. Der Vektor uv- 2-19 z liegt in M, weil 


fa) 
fta) 
fa) = fl) 76) f@) 
ist. Folglich gilt vu L 2, d.h. w»=0, also 


fe) = 
(8,23 — no) @,)—=0. 


Hieraus folgt aber 


7&: 
Mala 


so daß der Vektor y= & ( 2 2 der Beziehung (1) genügt. 


Daß y eindeutig bestimmt ist, erkennt man sofort.. Wäre nämlich auch 
fi&) = (&, y’>, so würde <x,y— y’> = 0 für alle zE 9 sein. Nimmt man ins- 
besondere x = y—y, so hätte man y—y'—=0, also y=y. 

Es bleibt die Formel (2) zu beweisen. Aus (1) folgt 


vol, »l=lellyl- 


Da das Gleichheitszeichen für «= y gilt, ist |/|=|y|. Die letzte Aussage 


des Satzes 1 ist offenbar trivial (vgl. die letzte Ungleichung). 

Der Satz von F. RıEsz besagt, daß eine isometrische Zuordnung f—y 
zwischen den beschränkten linearen Funktionalen / über 5 und den Vektoren 
y€9H existiert. Werden also die Funktionale / mit den sie erzeugenden Vek- 
toren y identifiziert, so wird 9 = 9, d. h., der HıLBertsche Raum stimmt mit 
seinem konjugierten Raum, überein. : 

Eine auf einem Teilraum CH gERpIerle bilineare Form <&, y), heißt 


beschränkt, wenn 
Ke2 PMEXIFIM (8) 


ist, wobei C eine Konstante bezeichnet. Dem Satz von F. Rınsz entnehmen 
wir die 


Folgerung. Jede beschränkte bilineare Form «x, y)ı, die auf einem in b3) 
dichten Teilraum 9, definiert ist, läßt sich eindeutig als skalares Produkt 


“, Yan=e, Ay), %, yc9ı, (4) 
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schreiben, wobei A ein beschränkter linearer Operator in 5 mit dem Definitions- 
bereich D; = H ist. Demzufolge läßt sich <x,y>ı derart zu einer im ganzen 
Raum 9 definierten beschränkten bilinearen Form fortsetzen, daß die Un- 
gleichung (3) im ganzen Raum gilt. 


Beweis. Auf Grund der Ungleichung (3) stellt die Form <x, y>, für festes y 
ein beschränktes lineares Funktional über 9, dar. Sie kann folglich auf ein- 
deutige Weise zu einem beschränkten linearen Funktional über & fortgesetzt 
werden (vgl. $4, Nr. 4, Satz II). Nach dem Satz von F. Rızsz gibt es ein 
y’ € 9 mit der Eigenschaft, daß <x, y), = «, y’> ist. Außerdem gilt hierbei 

v|<clyl. (5) 

Wir setzen y’= Ay. Der so definierte Operator A ist offenbar linear. 
Wegen (5) ist er auch beschränkt, wobei D, = $, ist. Folglich kann er zu 
einem beschränkten linearen Operator mit dem Definitionsbereich 9 fort- 
gesetzt werden, wobei die Ungleichung (5) gültig bleibt. Hierbei gilt 


wAP=RN—=a,yYı fürall 2, yEdı- 
Die letzte Aussage der Folgerung folgt daraus, daß <x, Ay» für alle « und y 
aus & definiert und |A|<C ist. 


4. Orthogonalsysteme von Vektoren in einem Hilbertschen Raum. Eine 
Menge von Vektoren eines HıLBertschen Raumes heißt ein Orihogonalsysiem, 
wenn je zwei verschiedene Vektoren dieser Menge zueinander orthogonal sind. 


I. Ist {x,, 29, .. ., 21} ein Orthogonalsysiem, so gili 
tat eat lat ta 
Für j=# k ist nämlich <x,, x, = 0 und daher 
Aatat tn tat tm tt Hm) 
RD Ha It HK Am? 
= mP+ m + + au]. 


I. Ist {x,} ein abzählbares Orthogonalsysiem, so konvergiert die Vektorreihe 


tat t 6) 
genau dann, wenn die Zahlenreihe 
+22 +j2?+--- 2) 


konvergiert. 


Beweis. Es sei s, die aus den ersten n Gliedern der Reihe (1) bestehende 
Summe und o,, die entsprechende Partialsumme der Reihe (2). Dann gilt nach 
Satz I R ’ 

[Sn+2 — Sn| = insı + tal: np] 
= [444 nen? On — 0: 


so daß {s,} genau dann eine Fundamentalfolge in 9 ist, wenn {o,} eine Funda- 
mentalfolge von Zahlen ist. 
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Ein Vektor x heißt normiert, falls |x| = 1 ist. Ist «+ 0, so ist y= = NOF- 


miert. Der Übergang von x zu y wird Normierung von x genannt. Ein Ortho- 
gonalsystem, dessen sämtliche Vektoren normiert sind, heißt orthonormieries 
System. 

Ist e ein Element eines orthonormierten Systems, so versteht man unter 
dem Fovkierkoeffizienien eines Vektors x bezüglich des Elements e das skalare 
Produkt 


at, e). 
III. Sind &1> &95 - - -» &n Vektoren eines orihonormierten Systems und sind 
y=@,eod (k=1,2,...,n) | (3) 
die entsprechenden Fouzızrkoeffizienten, so gilt 
R 
 Zlalsiaf. @ 
Beweis. Wir setzen 
YET 2& 27 


Aus (3) folgt sofort y_L e k= 1,2,...,n). Daher bilden die Vektoren 
&&4,..., %;6; und y zusammen ein Orthogonalsystem. Wegen Satz I ist also 


R R 
Pl + Pur 19% 
woraus 
R 
ZaP<jer 
K=1 
folgt. Die Ungleichung (4) ist die sogenannte Besseusche Ungleichung. Aus ihr 


ergibt sich unmittelbar: 


IV. Jeder Vektor x hat höchstens abzählbar viele von Null verschiedene FOURIER- 
koeffizienten in bezug auf ein gegebenes orthonormiertes System. 


Ferner silt 


V. Bilden e,, €,, &, . . . ein abzählbares orihonormiertes System in 9 und sind 
% = (8, epp(k=1,2,3,...) die Fourıerkoeffizientien des Vektors xE 9, so 
konvergiert die Reihe 


Zi &;&% (5) 


oo 
in 9, und die Differenz x — Zr ist zu allen Vektoren e, , €, . - . orihogonal. 


Beweis. Aus Satz 1I und Formel (4) folgt die Konvergenz der Reihe (5). 
Weiter ist 


er für n>p. 
#1 
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Gehen wir in dieser Gleichung zur Grenze über, so erkennen wir unter Berück- 
siehtigung der Stetigkeit des skalaren Produkts (vgl. Nr. 1), daß 


oo 
— are, ep—0 Ffüralle p=1,2,... 
k=1 


ist. 

Nun sei {e,} ein beliebiges orthonormiertes System in $ (der Index » durch- 
laufe eine beliebige Menge). Nach Satz IV gibt es zu jedem x € 9 im System 
{e, } höchstens abzählbar viele Elemente, für die <&, e,> + 0 ist. Dies seien die 
Elemente e, (k=1,2,3,...). Wir vereinbaren nun, 21%, e, anstelle von 


Zaren zu schreiben. Nach Satz V konvergiert diese Reihe, und der Vektor 
— 2%% ist zu allen e, orthogonal. 


Ein orthonormiertes System heißt vollständig, wenn es keinen von Null ver- 
schiedenen Vektor gibt, der zu allen Vektoren dieses Systems orthogonal ist. 
Die Vollständigkeit eines Systems bedeutet demnach, daß es unmöglich ist, 
dieses System durch Hinzunahme neuer Elements zu einem umfassenderen 
orthonormierten System zu ergänzen. 

Nach Nr. 2, Satz III, gilt: 


VI. Ein orthonormiertes System ist. dann und nur dann vollständig, wenn der 
von ihm aufgespannte Teilraum in 9 dichi ist. 


VI: In jedem (vom Nullraum verschiedenen) Hiınzerrschen Raum gibt es 
ein vollständiges orthonormiertes System. 


Beweis. Wir betrachten alle möglichen orthonormierten Systeme aus 9. 
Im Fall $ + {0} gibt es sicher derartige Systeme; man braucht etwa nur an 
die aus einem einzigen normierten Element bestehenden Systeme zu denken. 
Nun seien fe,} und {eu} zwei derartige Systeme. Wir schreiben {e,} <{e}}, 
wenn jedes e, zugleich ein e,, ist. Auf diese Weise wird die Gesamtheit. aller 
orthogonalen Systeme aus 9 zu einer halbgeordneten Menge, die den Voraus- 
setzungen des Zoruschen Lemmas genügt (vgl. hierzu Anhang I); die obere 
Grenze einer linear geordneten Menge von orthonormierten Systemen ist 
nämlich das orthonormierte System, welches man durch Vereinigung aller 
orthonormierten Systeme dieser Menge erhält. Aus dem Zorsschen Lemma 


“folgt aber, daß es in H ein maximales orthonormiertes System gibt. Dieses 


System ist in 9 sicher vollständig. 


Bemerkung. Im Fall eines separablen Hırsnerschen Raumes 9 kann die 
Anwendung des Zownschen Lemmas vermieden werden. Um dies einzusehen, 
betrachten wir eine Folge {x,}, die in & dicht ist. Aus dieser Folge streichen 
wir jeden Vektor x,, der sich als Linearkombination der vorangehenden 
Vektoren 4, .. -, %&,_, darstellen läßt. Wir erhalten dann eine neue endliche 
oder unendliche Folge {y,}, in der kein Vektor linear durch die vorhergehenden 
Vektoren ausgedrückt werden kann. Ihre lineare Hülle enthält die Folge {x,} 
und ist demnach in 9 dicht. 
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Es sei W, der von den Vektoren %,, %g,.. ., Y, aufgespannte Teilraum. 
Mit y,,,, bezeichnen wir die Projektion von y,,, auf M,. Ferner setzen wir!) 
1 1 1A 
age “rm gran n=l,2,... (6 


Dann bilden die Vektoren {e,} ein endliches oder abzählbares orthonormiertes 
System, dessen lineare Hülle mit der linearen Hülle des Systems {y,} über- 
einstimmt und daher in 9 dicht ist. Folglich ist das System (e,} nach Satz VI 
in 9 vollständig. Gleichzeitig haben wir die folgende Aussage bewiesen: 


VIH. In einem separablen HıLzerrschen Raum gibt es stets ein höchstens 
abzählbares vollständiges orihonormiertes System. 
Offenbar gilt auch die Umkehrung, d.h.: 


Gibt es in einem Hınzertschen Raum 9 ein höchstens abzählbares vollständiges 


orthonormiertes System {e„}, so ist 9 separabel. Die endlichen Linearkombi- 


nationen der Vektoren {e,} mit rationalen Koeffizienten. bilden nämlich eine 
abzählbare Menge, die in 9 dicht ist. 


IX. Für ein orthonormieries Sysiem {e,} aus 9 sind folgende Aussagen äqui- 
valent: 

1. fe,} ist in 5 vollständig; 

2. jeder Vektor zE 9 läßt sich in der Gestali 


= No,e, (7) 
mit &,— (x, e,> darstellen; : . 
3. für jeden Vektor zE 9 ist 
»P=%]@,P; “= (8) 
4. für je zwei Vektoren z,yE 9 ist 
a,»=Iub, wo, B=Wyeo). (9) 


Beweis. Das System {e,} sei vollständig. Wie oben bewiesen wurde (vgl. den 
Beweis von Satz V), ist der Vektor x — D)a,e, zu allen e, orthogonal und daher 


gleich Null. Aus der Aussage 1 folgt also die Aussage 2. Es gelte nun die 
Aussage 2. Wir multiplizieren die Gleichung (7) skalar mit y. Unter Berück- 


!) Die Konstruktion der Vektoren e, nach den Formeln (6) ist als Schmiptsches Oriho- 
gonalisierungsverfahren bekannt. Wir überlassen dem Leser den Beweis der Formeln 


1 9ı Ya ... In 
e,= rn Yo Dr Yan YD + Um ir 


Yı> Ya-12 Ya Yn-1? +: mr Im-1D 


mit 
<Yı> Yı? Ya» 92» Um» Yı? | 
D.—| I 9) War Ya). Ya> 92 |. 


Yı> Yn? (Ye» Ym? LE Ya» Yn? I 
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sichtigung der Stetigkeit. des skalaren Produkts erhalten wir dann die Be- 
ziehung (9), d. h., aus der Aussage 2 folgt die Aussage 4. 

Die Aussage 4 sei richtig. Wird in (9) einfach y = x gesetzt, so entsteht die 
Beziehung (8), d. h., aus (4) folgt (3). Schließlich gelte die Aussage 3. Es sei x 
ein Vektor, der zu allen e, orthogonal ist. Dann ist «, = 0 für alle » und folg- 
lich wegen |x|?= 0 auch x= 0. Der Nullvektor ist somit der einzige Vektor, 
der zu allen e, orthogonal ist, d. h., fe,} ist vollständig. Aus der Aussage 3 
folgt also die Aussage 1, womit Satz IX vollständig bewiesen ist. 


X. Alle vollständigen orthonormierten Systeme eines Hınsnrtschen Raumes 
haben dieselbe Mächtigkeit. 

Beweis. In einem Raum endlicher Dimension stellt ein vollständiges 
orthonormiertes System eine Basis dieses Raumes dar, so daß die Anzahl der 
Systemvektoren gleich der Dimension des Raumes ist. Wir können uns daher 
im folgenden auf Hınsertsche Räume 9 beschränken, die nicht endlich- 
dimensional sind. 

Es seien fe,} und {e,} zwei vollständige orthonormierte Systeme in $ und a 
bzw. b ihre Mächtigkeiten. Bei festem » ist das skalare Produkt <e,, e,) für 
wenigstens ein u von Null verschieden (weil {e,} vollständig ist). Andererseits 
gibt es nach Satz IV höchstens abzählbar viele derartige u. Wir ordnen nun 
jedem e, diejenigen e,, zu, für die <e,, e,> + 0 ist. Diese Zuordnung stellt dann 
eine Abbildung von {e,} auf {e,} dar, die mindestens eindeutig und höchstens 
abzählbar mehrdeutig ist. Folglich ist «> b. Aus Symmetriegründen folgt 
asb, so daß a=b ist. 

Die Mächtigkeit eines vollständigen orthonormierten Systems aus 9 heißt 
die Dimension von & und wird mit dim $ bezeichnet. 

Ein Operator A von einem Hiınserrschen Raum 9, in einen Hrnsrrrschen 
Raum 9, wird isomeirisch genannt, wenn. er das skalare Produkt invariant 
läßt, d.h., wenn (Ax, Ay) = &z, y> für alle z,yE D, ist. Ein isometrischer 
Operator in 9 heißt unitär, wenn D, = NR, = 9 ist. Man spricht von iso- 
metrischen Hıuserrschen Räumen 9, und $,, wenn es einen isometrischen 
Operator A gibt, für den D, = 9, und R, = 9, ist. In diesem Fall sagt man, 
A vermittle eine isometrische Abbildung von 9, auf 92.) 

Vom Standpunkt der abstrakten Theorie der HILzErrschen Räume werden 
zwei isometrische Hızgertsche Räume als nicht wesentlich verschieden an- 
gesehen. 


XI. Hınzertsche Räume sind dann und nur dann isomeltrisch, wenn sie 
dieselbe Dimension haben. 


1) Der früher für metrische Räume erklärte Begriff der Isometrie ist für den HILBERT- 
schen Raum mit dem bier definierten Isometriebegriff äguivalent, da sich das innere 
Produkt durch die Norm ausdrücken läßt: 


wet 3P-12-yP+ile+igpile-iyP). 


Die Invarianz der Entfernung und damit. der Norm zieht aber auch die Invarianz des 
Skalarprodukts nach sich. — Anm. d. Red. 
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Beweis, Natürlich ist die Bedingung notwendig. Um zu erkennen, daß sie 
überdies auch hinreichend ist, nehmen wir zwei Hirserrsche Räume $' 
und $” gleicher Dimension. Es seien {e/} und {e},} vollständige orthonormierte 
Systeme aus 9 bzw. $”. Nach Voraussetzung haben diese Systeme die gleiche 
Mächtigkeit, so daß für beide Systeme dieselbe Indexmenge genommen 
werden . darf. Jedem Vektor = 21%, &,e, aus $’ ordnen wir den mit denselben 


Fovsıerkoefhzienten gebildeten Vektor — 2%, e/ aus $”’ zu. Nach Satz II 


und den Formeln (8) und (9) stellt diese Zuordnung eine isometrische Ab- 
bildung des Raumes $ auf den ganzen Raum $” dar. Demzufolge sind & und 
9’ tatsächlich isometrisch. 


Beispiel. Es sei {v} eine Menge der Mächtigkeit a. Wir betrachten alle möglichen 
Zahlenfunktionen #= {x,}, vE{v}, mit folgenden Eigenschaften: 


1. Nur abzählbar viele Elemente x, sind von Null verschieden; 
2. die Reihe 2m, konvergiert. 


Die Gesamtheit dieser Funkticnen x={g,} werde mit I2 bezeichnet. Mit Hilfe der 
Formeln 


as={am), HYDE nH, 


definieren wir eine Multiplikation von Elementen /2% mit Zahlen sowie Addition und 

skalare Multiplikation von Elementen aus /$ miteinander. Durch Wiederholen der 

üblichen Überlegungen (vgl. das Beispiel aus Nr.1) kann man zeigen, daß 2 ein Hır- 

BerTscher Raum ist. Ein vollständiges orthonormiertes System von [$ ergibt sich ganz 

einfach dadurch, daß e,, = fd, &,,,=0 für v+», und ö,,„—=], gesetzt wird. Dieses 

System hat die Mächtigkeit a, so daß /% ein Hınsuntscher Raum der Dimension a ist. 
Dieses Beispiel zeigt: Es gibt HınzErtsche Räume beliebiger Dimension, 


5. Orthogonale Summe von Teilräumen. Mit M, bezeichnen wir irgendwelche 
abgeschlossenen, zueinander orthogonalen Teilräume eines Hiırserrschen 
Raumes 9. Unter der orthogonalen Summe der Teilräume %, wird der kleinste 
abgeschlossene Teilraum verstanden, der sämtliche M, enthält. Wir bezeichnen 
ihn mit Y ®@M,. Liegen endlich oder abzählbar viele Teilräume vor, etwa 


M,, Me, = ., M, oder Mt, , Ma, M;,.. ., so sind auch die Bezeichnungen 
MMO. -OM, 
MOM, EM;B--- 


bzw. 
üblich. 
Wir fragen jetzt, aus welchen Vektoren die orthogonale Summe besteht. 
I. Die orthogonale Summe = M, EM, 8. -BOM, von endlich vielen 
Teilräumen ist die Gesamtheit aller Vektoren 
ey tr 4 REM; 


Beweis. Jeder dieser Vektoren gehört sicher zu M. Umgekehrt sei x ein 
Vektor aus W. Es bezeichne x; die Projektion von x auf M,. Dann gehört der 
Vektor &— (2,4 + x,) einerseits zu M, andererseits ist er zu jedem M;, 
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und daher auch zu M orthogonal; denn dieser Vektor kann als Summe 

g- ++ ++) re) 
dargestellt werden, in der jeder Summand zu M; orthogonal ist. Folglich ist 
dieser Vektor gleich dem Nullvektor, d.h, s st =n, +" +2. 

I. Die orthogonale Summe R=-M EM, EM; ® -- - von abzählbar vielen 
Teilräumen ist die Gesamtheit aller Vektoren 

em tut t , VEM: 
wobei die Reihe konvergiert. 

Beweis. Jeder dieser Vektoren gehört sicher zu Wi. Umgekehrt sei x ein 
Vektor.aus M und x’ die Projektion von 2 af I, EM, ©: -@M,; nach 
Stz Itt=n.+--- +2, mitt, eEM,. Hieraus folgt 

at +n=|ePs eh; 
EEE EI 
Demzufolge konvergiert die Reihe |x,?+ |2,|®?-+ - - -, also auch die Reihe 


& +2, +. Die Differenz &— (&, +2, -+ +++) gehört zu M und ist ortho- 
gonal zu jedem M;,, also auch zu M, so daß sie den Nullvektor darstellt. 


III. Die orthogonale Summe M= I EM, von beliebig vielen Teilräumen 
ist die Gesamtheit aller Vektoren <= I! x,, wobei 


1. EM; 
2. x, nur für höchstens abzählbar unendlich viele » von Null verschieden ist; 
3. 28, konvergieri. 


also ist 


Beweis Offenbar gehört jeder dieser Vektoren zu M. Umgekehrt sei x ein 
Vektor aus M. Dann ist x Limes endlicher Linearkombinationen von Vektoren 
aus den M,. Daher gehört x zu der orthogonalen Summe von abzählbar vielen 
Teilräumen M,, so daß man nur Satz II anzuwenden braucht. 

Sind 2e= x, und y= 3%, Vektoren aus WM = % EM,, so ist offenbar 


ar= Yax, aty=N(m,tY) “dw, Y 


-6. Die direkte Summe von Hilkerischen Räumen. Wir definieren zunächst _ 


die direkte Summe von endlich vielen Hinzeetschen Räumen. Gegeben seien 
die Hirssrtschen Räume 9,9,--.,,&%- Mt 5=-9, 998-8 


bezeichnen wir die Gesamtheit aller Systeme x = [x,, 23, ....,2 m € &r 
(k=1,2,...,n). Durch 
+y= {4 Yı, Rt Ya: int Ya 
un (am, a0... 00)» Da Ha MH Can Un) 
(= (2, 8, ..:, %} und y= Y, Ya» - +, Y.}) werden in $ eine Addition, eine 


Multiplikation mit einer Zahl und eine skalare Multiplikation definiert. Wie 
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man.leicht zeigt, wird $ mit diesen Operationen zu einem HiILBErtschen 


Raum. Dieser Raum wird die direkte Summe der Räume 9, 9s; - - -: &n 
genannt. 
Nun seien abzählbar viele Hınsuersche Räume 9, ds; 9; - - - gegeben. 


MtH=- 9,0 ®9 © - - werde die Gesamtheit aller abzählbaren Systeme 
== (a, 09, 49, ...}, & € 5, bezeichnet, welche die Eigenschaft haben, daß 


Zub <e ist. Durch 
+ y={% + Yı: %o-t Ya» En RL 


ax == [0,, Ag...) MD — ca, Yo, 


wobei z= {1,%,..}€9 und y= {Yı; Ya, -.-} € 9, definieren wir in 9 
eine Summe von Vektoren, das Produkt eines Vektors mit einer Zahl und das 
skalare Produkt von Vektoren. Mit diesen Operationen wird 9 zu einem 
Hiırsertschen Raum, der sogenannten direkten Summe der Räume 
9; 92; 9: nz 

Wir gehen jetzt zum Fall beliebig vieler Hivsurrscher Räume über. Ins- 
"besondere darf es sich also um überabzählbar viele Räume handeln. Jedem 
dieser Räume wird ein Index v zugeordnet und die Gesamtheit dieser », die 
Indexmenge, mit N bezeichnet. Ordnen wir jedem r ein Element x, des ent- 
sprechenden Raumes 9, zu, so erhalten wir einen gewissen Komplex x = {x,}. 

Es sei nun 9 die Gesamtheit aller dieser Komplexe {z,}, die folgenden Be- 
dingungen genügen: 

i. In {x,} gibt es höchstens abzäblbar viele von Null verschiedene Elemente; 

2. die Reihe 3/|x,|? konvergiert. 

Setzen wir schließlich für zwei Elemente «= {x} und y= {y,} aus 9 


z+y=-l,+Y,}: ax = {am}, ‘%, Y = IK, Yo 


so wird 9 zu einem HıLserrschen Raum, welcher direkte Summe der Bäume $, 
genannt und mit 3/®%, bezeichnet wird. 


Die Elemente x, eines bei der Bildung der direkten Summe beteiligten 
Raumes $,, können mit denjenigen Komplexen x = {x,} identifiziert werden, 
in welchen =, = 0 für » + », ist. Dann ist 9, Teilraum des Raumes 9 = 3 ®$,. 


Verfährt man so für alle ve R, so wird 9 zur orthogonalen Summe seiner 
Teilräume &,. 

Natürlich können einige der Räume 9, oder auch alle miteinander über- 
einstimmen; so ist etwa 9®% die aus allen Paaren {2,0}, € und 
% € 9, bestehende Gesamtheit. 


7. Der Graph eines Operators. Es sei A ein beliebiger Operator von 9, in 9. 
Die Gesamtheit ®, aller Paare fx, Ar}, zE D,, aus der direkten Summe 
9, © 9, heißt Graph des Operators A. 

Der Begriff des Graphen eines Operators ist die naturgemäße Verallgemeinerung des 
gewöhnlichen Begriffes. der graphischen Darstellung einer Funktion y = f(x) einer reellen 
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Veränderlichen. Die gewöhnliche graphische Darstellung ist ja. nichts anderes als die 
Gesamtheit aller Punkte (z, f{x)) der Ebene, die als direkte Summe von zwei eindimensio- 
nalen Räumen angesehen werden kann. 

Offenbar stimmen zwei Operatoren genau dann miteinander überein, wenn 
ihre Graphen übereinstimmen. 

Eine Menge SCH, © 9, ist dann und nur dann Graph eines Operators, 
wenn aus {x,y} € 8 und {x,y’} € 8 folgt, daß y= y’ ist. 

Selbstverständlich genügt jeder Graph dieser Bedingung, wel y= Ax ist; 
ist die Bedingung erfüllt, so wird umgekehrt durch die Gleichung y= Ax 
ein Operator A definiert, dessen Graph dann gerade durch S gegeben wird. 
Wie man leicht erkennt, ist der Operator A dann und nur dann linear, wenn 
sein Graph B, ein Teilraum von 9 © 9a ist. 


8. Abgeschlossene Operatoren. Abschließung eines Operators. Ein Operator A 
von 9, in 9 heißt abgeschlossen, wenn sein Graph B, in 9, © 9, abgeschlossen 
ist. 

Die Abgeschlossenheit eines Operators bedeutet demnach, daß aus den 
Beziehungen ° 

& mEDa (2,, Ar} fx, y} 


die Beziehung {x, y} € B, folgt, alsox € ®, undy= Ax. Mit anderen Worten: 
Ist A ein abgeschlossener Operator, so folgt aus 
mEDs mE Amy 
zseDı und y=4Ar. 

I. Jeder beschränkte lineare Operator, der i im ganzen Raum 9 definiert ıst, ist 
abgeschlossen. 

Ein derart beschaffener Operator ist nämlich stetig; daher folgt aus x, — & 
stets Aw, — Az.) Demzufolge ist Ar = y für Ar, —Y. 

Der Leser erkennt genau so leicht die Gültigkeit folgender Behauptungen: 


II. Ist A ein abgeschlossener Operator, so ist der Operator A —11 ebenfalls 
abgeschlossen. 


IH. Ist der Operator A abgeschlossen und existiert der inverse Operator AT}, 
so ist A”! ebenfalls abgeschlossen. 

Ist A ein nicht abgeschlossener Operator, so ist nach Definition sein Graph 
Bin 9, © 9, nicht abgeschlossen. Unter gewissen Bedingungen tritt der Fall 
ein, daß die abgeschlossene Hülle ®, der Menge ®, in 9, © $, ebenfalls 
Graph eines ÖOperators ist. Dieser Operator wird dann Abschließung des 
Operators A genannt. Wir bezeichnen ihn mit A. In diesem Fall sagen wir, 


der Operator A läßt sich abschließen. Nach Definition gilt somit 
Bi=Ba- 


*) Hierin besteht der Unterschied zwischen der Stetigkeit und der Abgeschlossenheit. 
Ist der Operator A abgeschlossen, so folgt nämlich aus ,—x, x, € Dı, im allgemeinen 
nicht, daß Ax, konvergiert. 


stets 
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Offenbar stellt A die minimale abgeschlossene Fortsetzung von A dar. Es 
läßt sich leicht eine Bedingung für die Existenz der Abschließung aufstellen, 
ohne daß der Begriff des Graphen herangezogen wird. Die Menge ®,, welche 
Graph eines Operators sein soll, besteht aus den Elementen der Gestalt 
(x, Ax}, zE D,, und deren Limites. Daher gilt: 

IV. Ein Overator A läßt sich genau dann abschließen, wenn aus 

ED mEdDL: mm, mn, Amy, Amy 


folgt, daß y= y’ ist. In diesem Fall besteht der Definitionsbereich Dj der Ab- 
schließung A genau aus den Vektoren x, für die eine Folge von Elementen x, € D4 
existiert, die folgenden Bedingungen genügt: 

1. 2, — 2%; 

2. Ax, konvergiert. 
Hierbei ist eg un, 

N-—00 

Ist A linear, sö läßt sich die soeben forraukiärt Bedingung offenbar etwas 

abschwächen; es braucht dann nämlich nur gefordert zu werden, daß aus 


mE Dis m >09, Am —Y 
stets y= 0 folgt. 


9. Der adjungierte Operator. Wir betrachten einen beliebigen Operator A 
von 9, in 9., dessen Definitionsbereich in 9, dicht ist. Es kann der Fall ein- 
treten, daß für gewisse y € &, eine Darstellung der Gestalt 


Ar, DL, 2 


für alle x € D, gilt.) Es sei nun D* die Gesamtheit aller dieser Vektoren y. 
Durch Ay 


definieren wir einen Operator A* von 9, in 9,, dessen Definitionsbereich ® .. 
gerade D* ist, D,.— D*. Dieser Operator A* werde der zu A adjungierte 
Operator genannt. Der Vektor 2 ist durch den Vektor y N festgelegt. 
Wäre nämlich auch Ar, w=@a,2, 


so müßte <x,2— 2’> = 0 sein, d. h., der Vektor z— z’ wäre zum Definitions- 
bereich ®, von A orthogonal. Da aber ® , in 9, dicht sein soll, ist diesnur dann 
möglich, wenn 2—’=0, also 2= ’ ist. 

Wir sehen hier, daß die Annahme, ®, sei dicht in $9,, wesentlich ist. 
Anderenfalls wäre der adjungierte Operator nicht eindeutig bestimmt. 

Der adjungierte Operator ist stets linear. 

I. Ewistiert der zu A inverse Operator A! und sind D, und Ds-ı dicht in 9, 
bzw. 9a; so gilt (AN AH, (1) 


t) Dies ist nach dem Satz von F. Rızsz genau dann der Fall, wenn < Az, y> = f,(«) 
eine beschränkte Linearform in ®, ist. — Anm. d. Red. 
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Beweis. Für sE ®, und yE Dur ist 
a, w=A'An, p=<Ar, (A')*y), 
(AI)*yE Da 
AHATy=y. (2) 
Andererseits ist für zE D4-ı und yE D« 
a, p=AAtn,p=<A tz, Ary, 
A’YyEDa-y und (A*A*y=y. (3) 


Die Gleichungen (2) und (3) bedeuten aber zusammen, daß (A t)* der zu A* 
inverse Operator ist, d. h., die Formel (1) ist richtig. 

Der Leser bestätigt sofort auch die anschließend: genannten. Eigenschaften 
des adjungierten Operators (hierbei ist vorauszusetzen, daß die Definitions- 
bereiche aller genannten Operatoren in 9, dicht sind; A und B sollen Operatoren 
von 9, in &, sein): 

a) (AA)F=14*; 

b) aus ACB folgt AD .B*; 

ec) (A + BF DA* + B*. 

Ferner gilt, wenn A und B Operatoren in 9 sind, 
d) (4 B)* 2 B*4*; 
e)(A-+41 =4’411. 

Der adjungierte Operator kann auch mit Hilfe eines Graphen beschrieben 

werden. Wir definieren durch 


Uta y= by, — ie) 


einen Operator U, von 9, ® 9, in 9 ® 9. Offenbar bildet U, den Raum 
9 © %, isometrisch auf 9,®%, ab. Entsprechend definieren wir einen 
Operator U,, der 9, ® 9, isometrisch auf 9, © 9, abbildet, durch‘ 


U, {y, 2} = lix,—iy}. 
UT, =1. (4) 


Wir wenden nun auf sämtliche Vektoren des Graphen 63 5 den Operator U, an. 
Dadurch erhalten wir die Menge aller Paare [i Ax, — ix}, x€ ®4- Diese Menge 
werde mit ®’, bezeichnet. Dann ist 


Be = (98H) — Ba: (5) 


d. h., der Graph des adjungierten Operators A* ist das orthogonale Komplement 
der Menge ®, in 95 © $ı. Dies besteht nämlich aus genau den Paaren {y, z}, 
die den Bedin 

a <bAx,—ia}, [y,2)=0 


für alle x € D, genügen. Diese Bedingung ist nun aber mit A Bedingung 
As, W—-&,D—=0 


also 


und 


also 


Wie man leicht sieht, ist 


8 Neumark, Algebren 
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gleichwertig, aus der sich 
yEeda, 2=4A*y, (9; 2)}EB+ 

ergibt. 

Da das orthogonale Komplement ein abgeschlossener Teilraum ist, folgt 
aus (5), daß A* stets ein abgeschlossener linearer Operator ist. Wir werden nun 
den folgenden wichtigen Satz beweisen. 

IL(J. v. NEUMANN [2]). Läßt sich der lineare Operator A, dessen Definitions- 
bereich dicht ist, zu Ä abschließen, so gilt 


Ä*=4* (6) 
und . 

AX#— A 
Ist A abgeschlossen, so gilt also 

AF=A. 


Beweis. Da By — 84 ist, muß 8% = U,B, = U,®, = U sein. Dann ist 
‚8 =(9859)-%=-H9H)-Bu=Br- 
Hieraus folgt (6). Aus (5) entnehmen wir weiter, daß 
U=HOH)— Ba 
ist. Wir wenden nun auf alle Vektoren der linken und der rechten Seite dieser 


Beziehung den Operator U, an. Wegen (4) bildet er 8, auf ®, ab, außerdem 
B,. auf B,., also (9, © 9) — Bu auf (9, © 9) — B4-- Folglich ist 
Uu=-HOH)- Br. 
Diese Beziehung bedeutet, daß ®, der Graph von A** ist. Andererseits stellt 
®, als abgeschlossene Hülle der Menge ®B, den Graph des Operators A dar. 
Folglich ist A**— A. Ist A abgeschlossen, so ist A= A und A** = A. 
Ein Operator A in einem Hitsertschen Raum heißt hermitesch, wenn 
<Az, y> = <a, Ay) für alle x, yE D, ist (4 braucht nicht linear zu sein). 
Ein hermitescher Operator, dessen Definitionsbereich in 9 dicht ist, wird 


symmetrisch genannt. Offenbar ist ein Operator A in 9, dessen Definitions- 
‘bereich in 9 dicht ist, genau dann symmetrisch, wenn 


* 
ist. aa m 


Da der adjungierte Operator linear und abgeschlossen ist, können wir aus (7) 
‚schließen, daß sich ein symmetrischer Operator A abschließen läßt und linear ist, 
wenn D, ein Teilraum ist. 

Ein Operator A in 9 mit in 9 dichtem Definitionsbereich heißt selbst- 
adjungiert, wenn A—= 4* ist. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, daß ein selbstadjungierter Operator 
abgeschlossen ist. Außerdem erhalten wir aus den Beziehungen a), e) (S. 113) 
unmittelbar den folgenden Satz. 
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III. Ist A ein selbstadjungierter Operator, so ist der Operator «A -+ B1 für 
alle reellen Zahlen & +0 und ß ebenfalls selbstadjungiert. 


Ferner gilt: 

IV. Ein symmeirischer Operator A in 9, dessen Wertevorrat R a mal 9 über- 
einstimmt, ist selbstadjungtert. 

Beweis. Offenbar braucht nur noch gezeigt zu werden, daß ®,..c ® A ist. 


Itye®Dd ar und 2= A*y, so gibt es wegen der Voraussetzung A, = 9 einen 
Vektor y’ € D,, für den 2= Ay’ ist. Hieraus folgt für beliebiges € D, 


Az, = a, Ar = «a, Ayy=<Ax, y’> 


und <Ax,y— y’>=0. Da die Gesamtheit aller Vektoren Ax mit 9 über- 
einstimmt, muß y— y’—=0, also y=y’ ED, sein. 


V. Ist A ein selbstadjungierter Operator in &, so ist U= (A + i1)(A — il) 
ein unitärer Operator in 9. 


Beweis. Ist A ein selbstadjungierter Operator in 9, so gilt für zE D, 
Artiet=<Ar, AD FixAx, »» Lie, Any + <a, ©) 
= Ar’ +le]. (8) 


Daher kann Ar+ix=0 nur für x—=0 gelten. Demzufolge existiert 
= (A+il)(A— il). Es ist N, in 9 dicht. Ist nämlich 2 1 Rassı: 
so gilt 0= %, Axt in) = 2, Any — (i2,x), woraus 2ED- =D, und 
Az= iz folgt. Dies ist aber, wie wir gerade erkannt haben, nur für z= 0 
möglich. Um nun zu zeigen, daß R,+.1= 9 ist, nehmen wir einy€ 9. Da 
N, m 9 dicht ist, existiert eine Folge {y„} derart, daß 
Yn An tim Y (9) 
gilt. Wegen (8) ist 


|Yn — Ym|? = |A (m — am) + öl — m)? = Al, — a)? + [m — &m|?- 


Demnach konvergieren die Folgen {x,} und {Ax,} gegen bestimmte Vektoren x 
bzw. z. Da A abgeschlossen ist, muß x € ®, und 2= Az sein. Wegen (9) ist 
dann aber y= Axr+izERy;. Folglich ist R,,.= 9- Entsprechend 
ergibt sich A,_;, = B- Dies bedeutet, daß Dy = Kr = 9 ist. Außerdem folgt 
aus (8), daß U isometrisch und daher unitär ist. 

In der Tat, aus y € Dy folgt yE Duu-in-:- Demzufolge ist y= (A —il)x 
und Uy=(A+il) A—ilYNA—ihr=(A+ile. Die Beziehung (8) be- 

deutet daher,. daß |Uy’= |y|2 ist. 
“ Ein Operator heißt positiv definit, wenn 

Ar, m >0 Ffürall zED4 

ist. 

VI (J. v. NEUMANN [2]). Ist A ein abgeschlossener linearer Operator von 91 
in 9. , dessen Definitionsbereich D , in 9, dicht ist, so ist A* A ein positiv definiter 
selbstadjungierter Operator in 9ı- 


88 
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Beweis. Daß A*A positiv definit ist, folgt unmittelbar aus 
<A*An, = <4An, An 20 für zED,. 


Es bleibt also nur noch zu zeigen, daß A*A selbstadjungiert ist. Hierzu 
schreiben wir die Beziehung (5) in der Gestalt 


BOB = 9 9ı- (10) 


Wegen (10) kann jeder der zu 9 ® 9ı an Vektoren (0, —ix},zE 9, 
in der Gestalt 

(0, —i2} = (iA y, —iy} + 2, A*z}, yEDda ED, 
oder auch 

H=i1Ay+2, —ie=—iy+ Ar=—iy—iArAy 

geschrieben werden. Hieraus folgt x — (1+ A*A)y, so daß der Wertebereich 
von 1+ A*A mit dem ganzen Raum 9, übereinstimmt. Wir werden nun 
zeigen, daß A* A-+ 1 symmetrisch ist. Alsdann folgt aus Satz IV, daß AA +1 
und damit wegen Satz III auch A*A selbstadjungiert ist. 

Offenbar ist AYA-+ 1 ein hermitescher Operator. Es bleibt also nur zu 
zeigen, daß D,-4,ı in 9ı dicht ist. Hierzu nehmen wir einen Vektor x, aus 
9,, der zu Da, orthogonal ist. Wie oben bewiesen wurde, läßt sich x, 
in der Form x,= (4*A -+- 1)y, schreiben, so daß <(4*A4 + 1)y,, > = 0 für 
alle yE Dy-4,1 Ist. Wird insbesondere y—= y, genommen, so ergibt sich 


<(A*A-+1)y yon = 4 Yo-+ = 0 
Hieraus folgt aber y, = 0 und a, = (4*4 -+ 2)y, = 0,d. h., es gibt in 9, keinen 
Vektor 2,0, der zu D®,.4.ı orthogonal wäre. Folglich ist Dj.4,1 dicht 
in 9- 


10. Beschränkte Operatoren. 


I. Ist A ein beschränkter Operator von 9, in 9,, so läßt sich A abschließen; 
dabei ist Dy — Ds und |4ji= A|. 


Beweis. Wegen Satz Il aus $4, Nr.4, kann A auf eindeutige V Weise zu 
einem beschränkten Operator Ä mit dem Definitionsbereich Dz = Dy 4 und der 


Norm |A}= |A]| fortgesetzt werden. Wie man leicht erkennt, ist A die Ab- 
schließung von 4. 


II. Die Abschließung eines isometrischen Operators U ist_ ein. isometrischer 
‚Operator mit dem Definitionsbereich Dy und dem Wertevorrat Vır. 


Beweis. Da der isometrische Operator U beschränkt ist, existiert nach Satz I 
‚seine Abschließung U, wobei Dy — Dy ist. Für x, yE Dr gibt es Vektoren 
%y Yn E Dr derart, daB x, — x, 9, — y ist. Wir gehen nun in der Gleichung 
Gr, Uy>— (Loy: Yn> Far Grenze über und erhalten «Ur, Uy= = (x, yD,d.h., 
Ü ist isometrisch. Die Beziehung Rz = Ry ergibt sich, wenn die Formel 
D5—= Dy auf den inversen Operator U"! angewandt wird. 
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Da A*= 4A* ist, kann man sich bei der Untersuchung des zu einem be- 
schränkten Operator adjungierten Operators A auf Operatoren beschränken, 
deren Definitionsbereich der ganze Raum $, ist. Es sei also A ein beschränkter 
Operator von 9, in $, mit dem Definitionsbereich ®, = 9,. Dann ist das 
lineare Funktional 


Ka) =<Ar, w 
für alle yE 9, beschränkt, weil e 
Yol=kAs,pls|AellyjsjAllells) 


ist. Nach dem Satz von F. Rızsz (val. Nr. 3) gibt es einen Vektor € 9, 
derart, daß f(x) = x, 2>, also 


. . . . . 5 As; Ds %) 
ist. Hierbei gilt überdies e]slalls]; 
Demzufolge ist ®,.= $, un 
Ary=klslAllgl 

A*=lA|. a) 


Wenden wir dieses Ergebnis auf.A* an, so erkennen wir die Beschränktheit 
von A** und die Gültigkeit der Ungleichung 


also A* beschränkt und | 


|A**| < |4*]. 
Nun ist aber offenbar Ar 4 
also |A| < | A*|. Durch Vergleich mit (1) erhalten wir hieraus 
14*]=jAl. 


Somit gilt: 

IIl. Ist A ein beschränkter Operator von 9, in 9,, dessen Definitionsbereich 
mit &, übereinstimmt, so ist A* ein beschränkter Operator von 9, in 5, mit dem 
Definitionsbereich $5 und der Norm | A*| = | A|. Hierbei gilt: 

eo) AF*—=4; 

B) (04)* = 84; 

y) sind A,B beschränkte Operatoren von 9 in Ha, so ist 

(A+ Br =A*4+B#; 

6) sind A, B beschränkte Operatoren in 9, so ist (A.B)* = B*A*. 

Die Beziehungen ß) bis ö) sind Spezialfälle der Beziehungen a), c),d) aus Nr. 9. 

Weiter gilt aral=jal. . . (2) 

Einerseits ist nämlich 

|A®=sup Ar=sup<Ax, Ad —sup<A*Ax, x) 
|e]=1 jal=1 Je|=1 


< sup 4*Az]||2|=|4*4| 
|e/=1 
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und andererseits 14*4|<|4*|j4|=|aß. 


IV. Ein beschränkter Operator A in & mit dem Definitionsbereich D, = 9 ist 
dann und nur dann hermitesch, wenn AF= A ist. 

Da nämlich ®, = $ ist, geht die Beziehung A* D A in A*= A über. 

V. Ein Operator U von 9, in 9, mit dem Definitionsbereich Dy = 9, ist genau 
dann isometrisch, wenn 

U*U=1 
ish. Der 
Beweis. Ist U isometrisch, so gilt für alle », yE€ 9, 
ww, p=<Ux, Uy. 

Daher ist Ux € Dy. und U*Ux= x, also U*U = 1. Ist umgekehrt UÜ* U —1, 


so folgt a, p=<U*ÜR,y=<Ux,Uy, 


d. h., U ist isometrisch. 


VI. Ein Operator U von 9, in 9, bildet 9, genau dann isomeirisch auf 9 


ab, wenn U*U=1,,, UU*=1,, 


ist. 
Beweis. Aus U*U=1 folgt, daß Dy— 9, ist und U eine isometrische 
Abbildung von 9, auf 9, vermittelt. Aus UU*y=y folgt andererseits 


Rum H- 


Ein Spezialfall dieses Satzes ist der Satz 
VII. Ein Operator U im 9 ist genau damn unitär, wenn 


h UUV=1, UU*-1 
18t. 

Ferner gilt: 

VII. Ein beschränkier linearer Operator A von 9, in 9,, der überall in 9 
definiert ist, ist genau dann volistetig, wenn A*A vollstelig ist. 

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ergibt sich als Spezialfall 
des Satzes IE aus $4, Nr. 6. Es bleibt nur noch zu zeigen, daß die Bedingung 
auch hinreichend ist. Es sei also A* A vollstetig. Wir nehmen eine beschränkte 
Folge {x,} von Elementen aus 9, |%,| <e. Aus ihr läßt sich eine Teilfolge 
{z/} auswählen derart, daß {A*Ax/} konvergiert. Dann gilt aber 


An — Am]? = <A (0 — &m), A (an — Um)> 
= AFAm — AFASH, Ca — Km) 
< | AHAm— A*A a ||an — | 
<204*Am, —A*Am|—0 für n,m—o, 
so daß die Folge {A} konvergiert. Demzufolge ist A vollstetig. 


IX. Ist A ein linearer vollstetiger Operator von 9, in 9,, der überall in 9, 
definiert ist, so ist der adjungierte Operator A* ebenfalls vollstetig. 

Dieser Satz ergibt sich sofort aus Satz VILL, weil (AP) A*—= A4* voll 
stetig ist. 
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11. Verallgemeinerung auf Operatoren in einem Banachschen Raum. Der 
Begriff des adjungierten Operators läßt sich in natürlicher Weise auf Opera- 
toren in einem Banacuschen Raum übertragen. Wir wollen hier nur den Fall 
eines beschränkten linearen Operators A in einem Bamnachschen Raum X 
betrachten, dessen Definitionsbereich mit dem ganzen Raum X übereinstimmt. 

In diesem Fall wird durch f, (x) = f( Az) für jedes f € X’ ein lineares Funk- 
tional fi € X’ definiert. Die Zuordnung f—-f} legt hierbei einen linearen 
Operator in dem als Banachschen Raum betrachteten adjungierten Raum X” 
fest. Dieser Operator wird der zu A adjungierte Operator genannt und mit A* 
bezeichnet. Per definitionem ist also 


A’N@)=fAr). “ () 


Die Gleichung (1) 1äßt sich in einer zweekmäßigeren Form schreiben, wenn 
wir vereinbaren, statt f(x) von nun ab <x, f> zu schreiben; dann bekomms (1) 


ee @, A*Dp= Ar, D. 


Wie man sofort sieht, ist A* ebenfalls beschränkt; es ist sogar |A*| = :|4|. 
Weiterhin bestätigt man leicht die Gültigkeit der Beziehungen 


(nA)*=a4A*, (A+B)*=A*+B*, (AB)*= Br. 


12. Projektionsoperatoren. Es sei M ein abgeschlossener Teilraum eines 
Hırzertschen Raumes &. Wir ordnen jedem Vektor x € $ seine Projektion 
&, auf M zu. Dieser Zuordnung entspricht ein Operator in 5. Dieser werde 
mit P bezeichnet. Es ist dann per definitionem Px—=x,. Man nennt P den 
Projektionsoperator auf M. Soll hervorgehoben werden, daß P genau auf M 
projiziert, so schreibt man wohl auch Pax statt P. Wie aus der Definition 
des Projektionsoperators folgt, ist |Px|<|z|, d. h., Projektionsoperatoren 
sind beschränkt. 

I. Ein Projektionsoperator ist hermitesch und linear. Ferner gilt 

P=P. 
Beweis. Wird 
Pı=2, Py=y = %, »=YT—Yı 
gesetzt, so gilt 


Folglich ist 


%1l% Yı> Yl%ı: Yı- 

Pr, = <a, Yıt Yy9 = u Yır 
x, PP = Mt % Yyd= an Yyv- 
Also ist <Px, y» = «x, Py),d.h., P ist hermitesch und. linear. Aus x € M folgt 
sofort Px, = x, d. h., es gilt P2x= Px für alle x € 9. Folglich ist P?= P. 

Umgekehrt gilt: 

II. Ein hermitescher Operator P in 9 mit dem Definitionsbereich 9, der die 
Beziehung P? = P erfüllt, ist eim Projektionsoperator. 

Beweis. Aus P2= P folgt 

|P=?=<Px, Po =<Pa, 8 =Pxr,»s|Pxl|z|, 


und 
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woraus sich |Px| < |x| ergibt. P ist demnach beschränkt und damit auch 
stetig. Die Gesamtheit derjenigen Vektoren x, welche der Bedingung 


Pı=x 


genügen, werde mit M bezeichnet. Auf Grund der Stetigkeit des linearen 
Operators P ist die Menge M ein abgeschlossener Teilraum von 9. Ist x ein 
beliebiger Vektor, so erhalten wir, wenn x, = Px und 2,— (1 — P)x gesetzt 
wird, die Beziehungen 
= +2. und Pu =Plı=Px=2.. 

Folglich ist x, € W. Ferner ist Py= y für alle yE M und daher 

Bay l—-Pa=<l—-Pyo=y—-Py,»=0, 
also x, | M. Dies bedeutet aber, daß x, = Px die Projektion von x auf fit ist, 
d.h., P ist der Projektionsoperator auf M. 


III. Das Produkt zweier Projektionsoperatoren Pay, und Pan, ist dann und nur 
dann ebenfalls ein Projektionsoperator, wenn Pr, und Pay, miteinander ver- 
tauschbar sind. In diesem Fall gilt 

PP, = Pr 
mi M— MM, NM. 
Beweis. Ist Pxy, Pn, ein Projektionsoperator, so ist Pa, Pa, hermitesch, 


d.h., es gilt 
il Pxar,Pn, = (Pm,Pn,)* = Pi, Pi, = PP, 


Demnach sind Py, und Pxy, miteinander vertauschbar. 
Werden umgekehrt Px, und Pa, als miteinander vertauschbar vorausgesetzt, 
so ist Po, Par, hermitesch und 


(Pn,P,)?= Po, P,= Pan, Pn,- 
Diese Beziehung bedeutet aber nach Satz II, daß Py, Pam, ein Projektions- 
operator ist. Es sei Il der Teilraum, auf den projiziert wird. Da Pa, Pıy,= € Mt, 
für jedes x € 9 ist, muß MC M, sein. Entsprechend ist Mc M,. Es gilt also 
MEMNMM;. Ist umgekehrt sEM,NM,, so folgt Py Pn,e = Pne= x 
und hieraus zEM. Also sit MNM,CM und somit MNM,- M 
IV. Zwei Unterräume N, und M, sind dann und nur dann orthogonal, wenn 


3 Py, Pan, = 0 
2 

Der Satz folgt unmittelbar aus der Gleichung 

<Pan,®, Po,y> == <Pyn, PX; Y; 

die für beliebige z,yE 9 gilt. 

V. Die Summe 

9=Pn,+Pm,+'+fPm, 

endlich vieler Projektionsoperatoren ist dann und nur dann wieder ein Projektions- 


operator, wenn 2 > 
pP PyPn,—=0 für j+k (a) 
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ist, d.h., wenn die Unterräume M,, Ma, - -, M, paarweise orthogonal sind. 
In diesem Fall ist 
Py,+Pn,t+'+Pm,=Pn 
M-MEMB--OM,. 
Beweis. Ist die Bedingung (1) erfüllt, so gilt Q2—= Q, wie man sofort erkennt. 
Demnach ist Q ein Projektionsoperator. Umgekehrt sei Q ein Projektions- 


operator. Zu zeigen ist, daß dann auch die Bedingung (1) erfüllt ist. Für & 
als Projektionsoperator und beliebiges x € 9 gilt zunächst 


mii 


j«1? ><0x, x =2 <Poy%; x ><Pq,%, + <Pop,®; x; 


A \Pn,e+ |Pn,e<|eß 


ist. Wird hier = Py,y gesetzt, so erhält man 
IP, Pan, yl’+ Pu yl’s|Panyl- 


Es ist also |Pn,Pan,y|=0 und Py,Pa,=0. 

Es bleibt nun noch der letzte Teil des Satzes V zu beweisen. Die ES (1) 
sei erfüllt. Mit Mt werde der Teilraum bezeichnet, auf den @ projiziert. Dann ist 
für beliebiges zE 9 


RE ER EROSION 
MNCMHMOMO--OM,- u) 


Ist umgekehrt zSEMEMS-- -OM, so werd =, +%-'.+2%, mit 
% EM;. Wegen (1) ist 


also 


p = 0 für j#k, 
ET, für jk. 
Hieraus folgt 
Qz= Pe + Pt +Pnr = tut +m=%, 
so daß zEM ist. Es gilt demzufolge auch WEM;S-- -EOM, CM, woraus 
durch Vergleich mit (2) nunmehr 


MMS SEOM,=-M 
folgt. 


VI. Die Beziehung MM, IM, ist gleichbedeutend mit jeder der beiden Be- 
ziehungen 


«) PP, = Pın,Pn, = Pan; 

PB) |Pn.=| = |Pn,e| für alle zE9. 

Beweis. Es gelte M, I>M,; dann ist Pn,z CM, und daher 
Py,Pn,e=Pn,e für ale zE9. 


Demnach ist Py,Pn,= Pa,. Gehen wir auf beiden Seiten dieser Gleichung 
zum adjungierten Operator über, so ergibt sich Py, Pr, = Pan, - 
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. Aus. M, IM; folgt also «). Es gelte nun «). Dann ist, 

\Pn,=| = Pa, Pa,®| = | Pan], 
d.h., ß) gilt, wenn «) gilt. Es gelte schließlich 8). Wegen der Beziehung 
lxb= Pre? + | — Pn,)e|® stimmt der Teilraum M;, @= 1,2) mit der 
Gesamtheit aller Vektoren x, für die |x|= |Pa,«| ist, "überein. Nun folgt 
aber aus ß), daß |x| = |Py, | gilt, wenn |x| = |Pa,x| ist. Aus x € M, folgt 
also ze M,. d.h., es ist tatsächlich M,c Mı. 


VII. Die Differenz Pay, — Pan, zweier Projektionsoperatoren ist genau dann 
ein Projektionsoperaior, wenn Mc M, ist. In diesem Fall gilt 


Pa, —- Pn,=Pan,-n,- 
Beweis. Aus M, CM, folgt nach Satz VI die Beziehung - 
Po, Pan, = Pan, Pn, = Pan. 

Es ist also (Por, — Pi )?= Pam, — Pın,, so daß Pr, — Py, ein Projektions- 
operator ist. Nun sei umgekehrt Pr, — Pyn,= Pan ein EISEDNBODTANEE Pa 
projiziere auf M. Dann ist 

Py, = Pa,+ Par (3) 
und damit nach Satz V 


0= Py,Pın = Pan, (Pan, — Pın.) = Pa, Pan, — Pr. - 


Hieraus folgt mit Satz VI nun, daß M,c M, ist. un folgt aus (3) die 
Gleichung = MOM. Es ist also M = M, — 


VII. Sind M,, M;, Ms, . . . abzählbar viele paarweise anal orthogonele 
Teilräume, so konvergiert die Reihe 


Pa,&-+ Pax + Pet - (4) 

für alle Vektoren «€ 9, und ihre Summe ist gleich Pay. x, wobei 
ist. M-MSEMOMGH--- 

Beweis. Wird Py,2= = x, gesetzt, so sind die Vektoren x; paarweise zu- 
einander es und es ist 

alt + m =<Pnz 8 ++ <Pan,, ©) 
7 men m, 9 = a}. 
Demzufolge konvergiert die Reihe 23 |x,|? und daher auch die Reihe (4). Wir 
bezeichnen ihre Summe mit Px. Die Beziehungen 
<P,2 ++ Pa, @ = <&, Pn,y+ + Py> 
=<Pn,%+ + Pn.% Pmnyt + Pan,y> 


bringen zum Ausdruck, daß Py, + ---+ Pm, ein Projektionsoperator ist 
(vgl. die Sätze T und II). Gehen wir in ihnen zur Grenze über, so ergibt sich 


Pa,p =, Pyp=<Px, Py. 
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Folglich ist P= P*—= P2, also P ein Projektionsoperator. Es sei P= Py. 
Offenbar gilt PCM EM,®---, und daher ist 


MEMBMO--. (5) 


Umgekehrt sei- nın zEME@EM;®B---. Setzen wir = +%-+- 
% EM;, so sehen wir sofort, daß Pie = x ist. Folglich ist x € M. Somit gi 
MM EM,S--- CM, woraus durch Vergleich mit (5) schließlich 


M — M, © My & 
folgt. j 
Mit Hilfe entsprechender Überlegungen beweist man den Satz 


IX. Ist {M,} ein System von paarweise orthogonalen Teilräumen, so enthält 
die Reihe JS Py,® 


für jeden Vektor x nur abzählbar viele von Null verschiedene Glieder, sie kon- 
vergiert, "und ihre Summe ist gleich Pyx mit M= 3 OM,. 


13. Reduzierbarkeit. Es sei M ein abgeschlossener Teilraum in 9 und P der 
Projektionsoperator auf Mt. Wir sagen, der Teilraum M reduziere den Operator 
4A, wenn mitzE D, auch PxE D®, ist und 

: APx=PAx 
gilt. 

I. Ein beschränkter Operator A, der im ganzen Raum 9 definiert ist, wird 
dann und nur dann von einem abgeschlossenen Teilraum M reduziert, wenn A 
mit dem Projektionsoperator auf M vertauschbar ist. 


Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Reduzierbarkeit. 


II. Ein beschränkter hermitescher Operator A, der auf ganz 9 definiert ist, 
wird dann und nur dann von einem abgeschlossenen Teilraum M reduziert, 
wenn M bezüglich A invariant ist, d. h., wenn aus zEM sieis Au EM Folgt. 

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist trivial. Wir wollen zeigen, 
daß die Bedingung auch hinreichend ist. Es sei also M invariant bezüglich A. 
Aus Prz EM folgt APnz EM. Folglich gilt Py APmx = AP für alle x, 
d.h., es ist 

PyAPm=APy. (1) 


Gehen wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung zum adjungierten Operator 
über, so erhalten wir 
PyAPy=PyA. (2) 


Aus (1) und (2) folgt zusammen A Py = PnmA4, so daß A und Pyx miteinander 
vertauschbar sind. Dies bedeutet aber nach Satz I, daß A von R reduziert 
wird. 


14. Partiell isometrische Operatoren. Ein Operator U von 9, in 9, heißt 
partiell isometrisch, wenn er auf einem abgeschlossenen Teilraum M des 
Raumes 9, isometrisch und in dessen orthogonalem Komplement 9, — M 
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gleich Null ist. Der Teilraum Pt heißt Anfangsbereich, der. Wertevorrat 
N=Ny in 9, Endbereich des Operators U. Wie man leicht nachprüft, ist 
U*U = Py und UU*= Py, wobei Py und Py die Projektionsoperatoren 
in 9, bzw. 9, auf M bzw. N sind. 

In der Tat ist U*U ein selbstadjungierter Operator in 9,, der in 9, — 
gleich dem Nulloperator ist. Daher gilt stets UHUzEM. Für z EM ist also 
auch & — UFUzEM. Andererseits haben wir 


ww, p=<Ur, Up=<U*UR,y, <— U*Uz, p=0 


für alle zEM und yENP. Demnach ist der Vektor x — U*Ux orthogonal 
zu Mt. Dann gilt aber «= U*Ux,d.h. U*U = lauf, und esist U* U = Py. 
Ganz entsprechend wird bewiesen, daß UU*— Py ist. Gleichzeitig erkennen 
wir, daß U* ein partiell isometrischer Operator von 9, in 9, mit dem Anfangs- 
bereich N und dem Endbereich N ist. 

Ein Operator U ist genau dann partiell isometrisch, wenn eine der folgenden 
Bedingungen erfüllt ist: 


1. U*U ist ein Projektionsoperator ; 

2. UU*ÜU=U; 

3. UU* ist ein Projektionsoperator; 

4. UHUU*= U*. 

Beweis. Ist U ein partiell isometrischer Operator mit dem Anfangsbereich W, 
so ist U*UÜ — Py ein Projektionsoperator, so daß die Bedingung 1 erfüllt ist. 
Es sei jetzt U*U ein Projektionsoperator und M der Teilraum 9, auf den U* U 
projiziert. Dann ist UÜ* Uxz= 0 fürzE9—M und folglich auch 

UaP=<UrUx,»=0, Ur=0 
Andererseits gelten für EM die Beziehungen 
UrfUx=a, |Uxe=<U* Un, D=a,n=|xl, 


so daß U ein partiell isometrischer Operator ist. Die Gültigkeit der Beziehung 2 
läßt sich unmittelbar nachprüfen. Gilt sie, so ergibt sich aus ihr durch Links- 
multiplikation mit U* die Beziehung (U* U)?= U*U, d.h., es gilt die Be- 
dingung 1. Die Bedingungen 3 und 4 nl, ergeben sich, wenn U durch 
U* ersetzt wird. 


15. Matrixdarstellung eines Operators. Gegeben seien zwei Mengen Yund ®. 
Dem Element « der Menge X sei der Raum 9, und dem Element $ der Menge 8 
der Raum 5 zugeordnet. Wir fragen uns, auf welche Weise sich die beschränk- 
ten. Operatoren von 9 = Zu eg. = 2% ® ; mit Hilfe beschränkter 

BE 


Operatoren von 9, in $% darstellen lassen. 
Es sei A ein solcher Operator und x" — {x,} ein Element mit x, = 0 für 
&=+&,. Ferner sei Ax' = {y,}. Dann nimmt die Ungleichung 


Aak<corlee a) 
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für = x» die Gestalt 3 |yg?< C?]x,,? an. Hieraus folgt 
1=0|2.|- (2) 
As, Va = Y5.- 


Auf Grund der Ungleichung (2) ist A,,,, ein beschränkter Operator von $,, 
= Da = eu 4A aa) — (Apya %a,} > 


Wir setzen nun 


Somit entspricht dem Operator A die Matrix|| A,.||‚deren Elemente beschränkte 
Operatoren von 9, in 95 sind. 

Wir wollen die Eigenschaften dieser Matrix näher untersuchen. J see 
Element x aus $ kann in der Form 

— N ae) 
[ID 

dargestellt werden, wobei in der Summe höchstens abzählbar viele von Null 
verschiedene Glieder stehen. Aus dieser Darstellung folgt wegen der Stetigkeit 
von A die Beziehung 


A0= ZAs0= 2 ldpa)=( ZApete), (3) 
mit der die Bedingung (1) für die Beschränktheit von A die Gestalt 
‚aA (4) 


annimmt. Eine Matrix (au, die einer older der Gestalt (4) genügt, 
heiße beschränkt. 

Durch die Gleichung (3) wird eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
Am ||A;.|| zwischen der Gesamtheit aller beschränkten Operatoren A von $ 
in 9 und der Gesamtheit aller beschränkten Matrizen || A,.|| von Operatoren 
von 9, in 95 gegeben. Hierbei ist die Norm eines Operators A per definitionem 
die kleinste Zahl C, für die noch die Ungleichung (4) gilt. 

Ist \Agel| insbesondere eine Diagonalmatrix, d.h. eine Matrix, für die 


Ag. = 0 für ß + « ist, so bekommt die Ungleichung (4) die Gestalt 
Pr. AL s a2, 

Es sei nun b C’=sup| A ih 

Ras [Au m]?< Aula? < 072 ]oe], 

also ; 


3 4:0? >|. 


Hieraus folgt AP<or. 


Andererseits gibt es zu jedem e>0 ein, derart, daß 
dan? >08 
ist. Demzufolge existiert ein Vektor «I, € 9, für den 


dann? > (0? E) [wa]? 
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ist. Wir behaupten jetzt, daß 0’? die kleinste aller Zahlen C? ist, für welche 
die Ungleichung (4) gilt. Anderenfalls wäre nämlich die Ungleichung (4) für 
@=(r—e.2,=2,, 2,0 für «+ a, nicht erfüllt. Demnach stimmt 0’ 
mit der Norm von A überein, d.h., es ist 


|Al=0’=sup|A..|. 


Aus An/lApall, Br]|Bpel| und O-|lC;.|| 
Folgt A+Bn|Apc+ Baal, aAm|aAp.||; 
4* Adel; | > OygApe 

BES 


[2 


wobei die Reihe I) 0,5 Aga®. für jeden Vektor x, € 9 stark konvergiert. 
€8 


Alle diese Beziehungen lassen sich unmittelbar nachprüfen. Wir überlassen 
daher dem Leser den Beweis. 

Wir wollen jetzt noch den Fall betrachten, daß alle Räume 9, und 9; 
eindimensional sind. In jedem der Räume 9, und $5 nehmen wir einen Einheits- 
vektor e, bzw. e3. Wegen Ag.e, € 5 ist Age, ein Multiplum von ez: Es sei 
etwa ; 

Agua = Opa Ch- 
Der Operator A;. ist dann eindeutig durch die Zahl a,, definiert, so daß die _ 
Matrix ||A,.|| und damit auch der Operator A eindeutig durch die aus den 
Zahlen a,, gebildete Matrix ||a,.|| definiert ist. Jeder Vektor z€ 9 hat die 


F 
= z=l&,e}h 


wobei höchstens abzählbar viele Zahlen &, von Null verschieden sind und 
SE? < oo ist. Demzufolge schreibt sich die Formel (3) in der Gestalt 


13} 


Die oben formulierten Eigenschaften der Zuordnung A —.||A;,|| bedeuten 
jetzt, daß die Addition von Operatoren, die Multiplikation von Operatoren 
mit einer Zahl sowie die Multiplikation von Operatoren untereinander den- 
selben Operationen mit den Matrizen ||a;.|| entsprechen. 


$6. Integration auf einem lokal bikompakten Raum 


1. Grundbegriffe. Problemstellung. Es sei 7 ein lokal bikompakter HaAvs- 
porfFscher Raum. Mit L werde die Gesamtheit aller komplexwertigen 
Funktionen x(f) bezeichnet, die auf 7 stetig und jeweils außerhalb einer 
bikompakten Menge gleich Null sind. Ferner sei L” die Gesamtheit aller reell- 
wertigen und L* die Gesamtheit der nichtnegativen reellwertigen Funktionen 
aus L. Soll hervorgehoben werden, daß L, L’ und L* sich auf 7’ beziehen, so 
werden wir L(T), L’(T) und L+(T) statt L, L’ und L* schreiben. 
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Offenbar ist L ein komplexer und L’ ein reeller linearer Raum. Der Raum 2” 
enthält mit x—=x{f) auch |x]=|z(f)| und «N. 1= min {x{t),1}. Daher 
gehören mit <= x({f) und y= y(f) auch 


2Ny=min («, Y=3(@+y—|e- 9) 
und 1 
x«Uy=max(x, )=z(e+y+le<y)) 


zu L’. Sind x und y aus L* und ist c>0, so gehören auch ex, 2 + y,2Ny 
und zUy zu L*. 
Ein lineares Funktional /(x) über L, das der Bedingung 


I(s)=20 für zeL’ 


genügt, heiße Integral auf L. Offenbar gilt I/(x) < I(y) für <y, wenn I(«) 
ein Integral ist. 

Das Grundproblem besteht darin, ein derartiges Funktional I(x) auf einen 
Funktionenraum fortzusetzen, der umfassender als L ist. Wird für 7’ beispiels- 
weise das Intervall [0, 1 mit der gewöhnlichen Topologie und für I(x) das 


RiıEsmanssche Integral | x(f)dt genommen, so führt das im folgenden be- 


schriebene Fortsetzungsverfahren zum Lesesaveschen Integral über dem 
Intervall [0, 1]. 


2. Grundeigenschaften des Integrals. Unter dem Träger einer Funktion 
x(t) € L werde die kleinste bikompakte Menge Q,C T verstanden, außerhalb 
welcher x(f) = 0 ist. Wir setzen 


|®] = sup | (£)| = sup |x(£) |. 
ter tet 


In den folgenden Sätzen bezeichnet I(x) stets ein Integral auf L. Durch 
(X, %2 — I(&,%) wird offenbar eine positiv definite bilineare hermitesche 
Form über L definiert (vgl. $5, Nr. 1). 


1. Für jeie Funktion zEL gili 
|/(@)| < I(jz]). ) 


Beweis. Zuerst sei z€ I’. Dann ist —|e|<x<s|x| und daher auch 
— I2|)<I@)<I (z)) womit der Beweis für Funktionen aus L’ bereits 
erbracht ist. Für ein = ,+i2, mit ,%€L’ wird I(x) =I(x,) +11 (2,) 
mit reellen I (x,) und / (z,). Wir setzen d=argI(x) und a ehe mit 
Yi, 9% € L’. Dann ist |y,|<|x|, und die Behauptung folgt aus 


Z@)|=Ie*2)=Iy) +iIy)=Iy)< Ay) <Itle|).) 


1) Die ursprüngliche Fassung des Beweises wurde nach einem Vorschlag von E. Hzwırr 
durch die vorliegende ersetzt. — Anm. d. Red. 
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II: Zu jeder bikompakten Menge QCT gibt es eine nur von Q Bhhangige 
Konstanie CO, derart, daß die Ungleichung 


II@)|< Cole] (2) 

für alle diejenigen x € L’ gilt, welche der Bedingung 9, CQ genügen. 
Beweis. Auf Grund des Urysousschen Lemmas (vgl. $2, Nr. 8) gibt es 
eine Funktion y9(t) € L*, die nirgends größer als Eins, auf Q aber gleich Eins 


ist. Aus —ylz|s <xz<yg|x]| folgt nun —| x] (yo) < I) < |e| I(yo); 
d.h., die Ungleichung (2) gilt für CO, = Ilyo)- 


III. /st X eine nach unten gerichtete Menge bezüglich der durch das Zeichen < 
definierten Halbordnung der Funktionen »(t) € L* und ist 


wfexr=0, (3) 
sEX " 


so gibt es zu jedem e > 0 eine Funktion x,€ X derart, daß z{t) <e für alle 


Funktionen x(t) aus X ist, die der Bedingung x(t) < x,(t) genügen, und daher ist 


inf I(2)=0. (4) 
zEeX 
Beweis. Für ze X und festes e werde T,= [t:x{f) >e} gesetzt. Dann 
sind die Mengen 7’, sämtlich bikompakt. Außerdem gilt 7, 7, für, <x,, 
und wegen (3) ist der Durchschnitt aller 7’, leer. Auf Grund von Satz I aus 
$2, Nr. 6, gibt es eine Funktion x, € X, für die T,„—= 0 ist. Dann muß aber 
auch 7, = 9 für alex <x,,x€ X, sein. Man kann also für 0 <e<1diex, 
so wählen, daß sie ihren Träger Q,, in einer festen bikompakten Menge Q, = @,, 
haben. Es ist also z{t) <efürallex <x,.Fürre< 1,2 <2,glt Q,C Qu C Qu: 
so daß aus (2) jetzt /(@) < O9, e folgt. Hieraus schließen wir aufdas Bestehen 
der Beziehung (4). 


3. Fortsetzung des Integrals auf von unten halbstetige Funktionen. Im 


folgenden bezeichnet x(f) eine reellwertige Funktion, die auch die Werte 
+00 und — oo annehmen darf. Eine solche Funktion x(f) heiße von unten 
halbstetig, wenn es zu jedem Punkt ti, und jedem &> 0 eine Umgebung U (t,) 
gibt, so daß!) 

()>x(t)—e fürall TEUE) 


ist. Entsprechend werde eine Funktion x{f) von oben halbstetig genannt, wenn 
es zu jedem i, und zu jedem &>.0 eine Umgebung 7 (t,) gibt, so daß 


z()<x(t)-+e füralle tE Th) 


ist. Offenbar ist jede stetige reelle Funktion sowohl von unten als auch von 
oben halbstetig. 


) Es sei ato=+@0+4=+%, wenn a endlich oder gleich -+c0 ist; ferner sei 
4— © =—0-+4=— o, wenn a endlich oder gleich —o ist. Die Bedingung (1) bedeutet 
demnach im Fall x(f,) = -+®, daß z(t) = +» für te U(t,) ist. 
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Wir bezeichnen nun die Gesamtheit aller nichtnegativen Funktionen, die von 
unten halbstetig sind, mit M* und die Gesamtheit aller nichtnegativen 
Funktionen, die von oben halbstetig sind, mit N*. 


1.1. It «>0, so gehört mit x auch «x zu M*+}}) 
2. aus 2... m EM* fol &,. N... NE MY; 
3. für XCM* ist sup all) EM* und Neal) EM”. 
vEeX xEeX 


Beweis. Die Aussage 1 ist trivial. Aus z;{t) = x2,(i,) —e für ZE U.) 
(k=1,...,n) folgt 
R 
UN... N) OEREN... Ne) )—E für TENT,H): 
k=1 
womit auch die Richtigkeit der Aussage 2 bewiesen ist. Wir setzen nun. 


c= am x(t,). Zu jedem e>0 gibt es.dann eine Funktion x,(f) € X, für die 
2%) = e-z ist, und eine Umgebung U(f,) mit der Bugensohafs; daß 


€ 


% li) > 6-5 —-;= c—e fürte U(t,) ist. Für GE U(t,) gilt dann 
Pe) sl) >c—e. 


Folglich ist Bu xt) € M+, * wohn die Aussage 3 bewiesen ist. Offenbar gehört 


die Summe endlich vieler Funktionen aus M* ebenfalls zu M*. Nun hat man 
unter der Summe beliebig vieler Funktionen die obere Grenze der Summen 
aus endlich vielen dieser Funktionen zu verstehen. Demzufolge gehört die 
Summe auch in diesem Fall zu M*. 

II. Jede Funktion x(t) aus M* bildet die obere Grenze der Gesamtheit Y, 
aller Funktionen y € L*, die der Bedingung y < x genügen. 

Beweis. Der Satz ist trivial für Punkte, in denen x(f) gleich Null ist. 
Ist aber x(f,) > 0, so gibt es zu jedem > 0 eine Umgebung U({t,), in der 
xt) > x{f,) — e ist. Andererseits gibt es auf Grund des Urysonsschen Lemmas 
eine Funktion y,(t) € L* mit dem Träger Q,,C U(t,), die den Bedingungen 
Yolko) = Ct) — e und 4) < zll,) —e genügt. Da aber Os y,<s x ist und e 
beliebig klein genommen werden kann, folgt hieraus die gesuchte Beziehung 
un Y) = ho). 


Unter dem oberen Integral I(x) einer Funktion z(t) € M* werde fortan der 
Ausdruck 


I(a) = u I(y) 
Y x... 
verstanden, wobei Y, die Menge aller Funktionen y € L* bezeichnet, für die 


y<x ist. Für «€ L* enthält Y, die Funktion x, so daß I(x)= I(x) wird. 
Weiter folgen aus der Definition des oberen Integrals unmittelbar die Be- 


ziehungen 
I) <I(®,) für 2< 2%, und x, mE M* (2) 


I(ca)=cI(x) für zeM* und c>0. 
1) Wir vereinbaren: 0-+-&©=0, 4- t0=+o für 4 >0, 0a-+o= Fo für a <0. 


und 
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III. Es sei X eine beliebige nach oben gerichtete Menge (BUHch der durch < 
definierten Halbordnung) in M*. Dann ist 


I (sup x) = sup /(«). 
wEX - vwEeX 


Beweis. Wir setzen x, = supx. Für X c L* und a,.€ L* folgt die Behaup- 
sex 
tung aus Satz III, Nr. 2, weil dann inf(«,— x2)= 0 und damit 
zvEeX 


I(x,) — sup I(«) = inf Im, — 2) = 0 
weX N WEX 


ist. Jetzt sei X eine beliebige Menge in M+. Wegen (2) ist I(,) > (x) für 
alle xE X und daher I(x,)>sup I(x). Wir haben also nur noch die umge- 
wei 
kehrte Ungleichung zu beweisen. Nach der Definition von I(x,) genügt es 
zu zeigen, daß /(y,) < sup /(x) für alle y, € Y,, ist, d.h. für alle y, € L*, die 
zeX 
der Ungleichung 4, < x, genügen. Hierzu bezeichnen wir mit Y die Vereinigung 
aller Y,,xzE€ X. Offenbar ist YC Y, und 


% = sup —=sup (sup y) = Supy- (8) 
zEX 'zEX yEY, 


Nun sei „,E Y,, also ,<x,. Aus (3) folgt dann 
%=YN%= sup (yNY)- 
yer 


Hieraus ergibt sich unter Berücksichtigung der Bemerkung zu Anfang dieses 
Beweises die Beziehung 


Iy)=supI(yNyY). 
ver 
Zusammen mit (3) erhalten wir hiermit schließlich 


Ku) up INN) zsupIy)=sup sup Iy )=supZ(e), 
zseX yeY, zEeX 


womit der Satz vollständig bewiesen ist. 
IV. Aus z,, € M* folgt I(c, +2) = I (x) + I(,). . 
Beweis. It y, <2,%<% und y,%€L* so slty,+y%<x, + x, und 
sup (y, + %)=%, + %,. Hieraus folgt wegen Satz III dann 
I, + 2%) = sup [I(y) + Iy)]= I) + Ka). 


V. Für XCM* gilt I 22 II(«). 
weX vwEeX 
Beweik. Für endliche Summen ergibt sich die Behauptung durch Induktion 
aus Satz IV. Wegen Satz III gilt die Behauptung dann aber auch für eine 
beliebige Summe; denn diese ist obere Grenze von endlichen Summen. 
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4. Oberes Integral einer beliebigen nichtnegativen reellen Funktion. Wir be- 
trachten beliebige nichtnegative reelle Funktionen x (f), die auch den Wert + 
annehmen dürfen. Ist z{f) eine solche Funktion, so bezeiehne Z, die Gesamt- 
heit aller Funktionen z{t) aus M*, die der Bedingung z{f) > x(f) genügen. 
Dann ist Z, sicher nicht leer; denn die Funktion z(f) = + oo für allesieT 


gehört zu Ze- Unter dem oberen Integral I(x) verstehen wir nun den Wert 
I(«) = u # (2)- 


Aus zE€ M* folgt x€& Z,. Daher Definition des oberen Integrals 
für alle x€ M* mit der oben gegebenen überein. Aus der Definition folgt 
unmittelbar 


I(«ı) s I(&) für 1<% (1) 
ka Ica)=c/(e) für e>0. (2) 
a Ta +2) < I) + 1®); BE) 


denn für 22,322 gilt +3 2% + %,, also 
I, + 2) < I + 22)= I(&)+ I). 


Geht man hier in bezug auf z, und z, zur unteren Grenze über, so entsteht (3). 
Erwähnt seien noch folgende Eigenschaften des oberen Integrals. 


I. Für jede nicht fallende Folge von Funktionen x, =z0 gilt 
I jPup &n) = supZ(z,). (4) 
N R 


Beweis. Da 2,<supz, ist, gilt I(&,) <I {sup ®n) und damit auch 
N Rn 
Sp I(«,) < I{sup «,\. Es genügt somit, die umgekehrte Ungleichung zu be- 
R 
eier Sie ist trivial, falls Fup I yy —=+ oo ist. Es sei also ge I.) <+ ©. 


Wir nehmen eine beliebige "Positive Zahl ge. Nach der Definition des oberen 
Integrals gibt es Funktionen z, € M*, für die 2, > x, und I(z,) < I(x,) + > 


ist. Wir setzen =2, und w=23, U2,U.--Uz, (n>1). Dann ist v,,1=4,, 
Un %n und Unsıt Un N Znsı — Un Um t N Zn = Un + Znı1, woraus 
Zu.) +90 22:1) = I (un) + I (&n,1) folgt. Demnach gilt 


a Fan = lan) He Um u) En + (&) 


Addieren wir diese Ungleichungen für n=1,2,...,m—1, so erhalten wir 


I (u,,) s I (&,) +E. 
Folglich gilt nach Satz III aus Nr. 3 


sup I (m) 8 =1 (sup un) >I (sup m) : 


132 $6. Integration auf einem lokal bikompakten Raum 


Da &>0 beliebig ist, gilt also tatsächlich die Formel (4). 
Offenbar kann (4) auch in der Gestalt 


I ( lim ®n) — lim I(«,) (5) 

non N>Xo 
geschrieben werden. 

IL. Für endlich oder abzählbar viele Funktionen x, 0 gilt 

1(2 &n) <y I). (6) 
R Rn 

Beweis. Für endlich viele Summanden erhält man die Behauptung aus (3) 

durch Induktion. Für abzählbar viele Summanden ergibt sie sich, indem 


Rn 
man (5) auf die endliche Summe x, anstelle von x, anwendet. 


kei ie 
Eine Funktion z{t) =0 heiße Nullfunktion, wenn I(x) = 0 ist. Aus (1), 
(2), (4) und (6) schließen wir: 


IT. dt 0<x,<x, und ist x, eine Nullfunktion, so sind auch x, und 
%%; für a=0 Nullfunktionen. Die obere Grenze einer nichtfallenden Folge 
von Nullfunktionen ist eine Nullfunktion. Die Summe von endlich oder abzählbar 
vielen Nullfunktionen ist eine Nullfunktion. 


5. Äußeres Maß einer Menge. Die charakteristische Funktion €, einer Menge 
ACT wird folgendermaßen definiert: 
1 für tEA, 
0 für 1EA. 


Die Zahl 2(A4)= I(&,) heißt äußeres Maß der Menge A. 
Für A,c A, gilt &,, < &,,- Auf Grund von (1) aus Nr. 4 ist also 


BA)SHlA) für A,cA,. A) 


0=| 


Ferner ergibt sich aus &,uau..S&,t+&,.+,- und Nr. 4, Satz II, 
‚daß für endlich oder abzählbar viele Mengen A, , 4;, . - . stets 


B(A,UAU..JSWAN+RLA) + ® 
gilt. Aus ACACA,C... folgt auf entsprechende Weise &,, <&,=S.." 
und &4,ua,u... = sup &,,. Wendet man nun Satz I aus Nr. 4 an, so folgt 

N 

E(ALUA,U..)=4imi(A, für AnCAsC...- (3) 
Rn 
L. Ist ® eine beliebige Familie paarweise disjunkter offener Mengen VCT, 
‚so gilt 
BL N= Zum. (4) 
vEe® vEe® 
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Die Behauptung folgt unmittelbar aus Nr.3, Satz V, weil. die charakteristische 
Funktion einer offenen Menge von unten halbstetig ist.?) 
Entsprechend schließen wir aus Nr. 3, Satz III: 


II. Ist ® eine (im Sinne der Inklusion) gerichtete Familie von offenen Mengen, 
so gilt 
B( U u: an). 
vEe8 VER 
III. Das äußere Maß jeder bikompakten Menge Q ist endlich. 


Auf Grund des Urvsomnschen Lemmas gibt es nämlich eine Funktion 
y € L*, die nirgends größer als Eins und auf Q gleich Eins ist. Dann ist aber 
&, =y und daher 


BKQ)=I&)<Iy)=IW)<+®. 

IV. Das äußere Maß (A) jeder Menge A ist die untere Grenze der äußeren 
Maße ü(U) aller offenen Mengen UDA. 

Beweis. Die Aussage ist trivial, wenn #(A4)=-+ oo ist. Es sei also 
#(4)< +00. Dann gibt es für jedes e mit 0 <e<1 eine Funktion x € M* 
derart, daß &,(t) < x(f) und I(@) < R(A)-+ e ist. Wir setzen 

U={:c{)>1-el. 
Wegen x € M* ist U, wie man leicht sieht, offen. Andererseits gilt «> (1 —e)&r 
und daher 


sr <z[as+2l. 


Da & beliebig ist, folgt hieraus die Behauptung. 
Eine Menge A heißt Nullmenge, wenn #(A) = Oist. Aus (1) und (2) schließen 
wir: . 
: V. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge. Die Vereinigung von 
endlich oder abzählbar vielen Nullmengen ist eine Nullmenge. 
Außerdem gilt: 
Pi Eine Funktion z{l)=0 ist genau dann eine Nullfunktion, wenn 
= {t:x(t)>0) eine Nullmenge ist. 


a Es sei x(f) eine Nullfunktion. Da dann &,=s ar nx ist, gilt 
E(A) < supn/(e)= sup0= 0. Ist umgekehrt A eine Nullmenge, so folgt 


aus a <supn&, sofort I(a) < sup nI(£,)= 0 
n N 


1) Ist nämlich 1,€ V, so gibt es eine Umgebung U{f,), für die U (t,) CV güt. Daher ist 
g&H=1>1—-:=&lt)—e für tEUKt); 
ist jedoch 2,€ V, so gilt für beliebiges {€ 7 
>) me 
Entsprechend zeigt man, daß &, nach oben halbstetig ist, wenn A abgeschlossen ist. 
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VI. Ist I(@) <+0, so ist A= {t:x()= +00} eine Nullmenge. 
Aus &,= ee folgt nämlich 


& 7 Ir 
BA)=IE)<- Il) 
und hieraus für n — oo dann u(A4)=0. 


6. Äquivalente Funktionen. Wir sagen, eine Eigenschaft gelte fast überall 
auf der Menge T, wenn die Gesamtheit aller Punkte iE€ T, für welche diese 
Eigenschaft nicht gilt, eine Nullmenge ist. 

Zwei komplexe Funktionen x, (f) und x,(f), die überall definiert und endlich 
sind, sollen äguivalent genannt werden, in Zeichen x, — x,, wenn x, (t) = xg(f) 
fast überall auf 7 gilt. Aus Nr. 5, Satz V, folgt sofort, daß es sich dabei um 
eine Äquivalenzrelation im üblichen Sinne handelt (vgl. S. 21), so daß die 
Menge aller komplexen Funktionen, die überall definiert und endlich sind, 
in Klassen untereinander äquivalenter Funktionen zerfällt. 

Wie man leicht sieht, gilt mit x«,— x, und y,—%, auch ex, —cx, (für 
beliebiges komplexes c) und + y = 3 Ya: 

Wir haben bis jetzt Funktionen x(t) betrachtet, die für alle € 7’ definiert 
sind. Für die weiteren Überlegungen sind darüber hinaus auch solche Funktionen 
zu betrachten, die lediglich fast überall auf 7’ definiert und endlich sind. 
Zwei solche Funktionen heißen wieder äguivalent, in Zeichen x, — x,, wenn 
x () = x,(t) fast überall auf 7 gilt. Die Gesamtheit der fast überall auf 7 defi- 
nierten und endlichen Funktionen zerfällt dann in Klassen € von unter- 
einander äquivalenten Funktionen. 

Jede dieser Klassen enthält Funktionen, die überall. definiert und endlich 
sind. Wir definieren die Summe £+ n von Klassen &,n bzw. das Produkt c& 
einer Klasse & mit einer komplexen Zahl c als diejenige Klasse, welche die 
Summe z-+ y bzw. das Produkt cx enthält, wobei x €& und yEn überall 
definierte und endliche Funktionen sind. Aus unseren obigen Überlegungen 
folgt, daß diese Definitionen nicht von der Wahl von x und y abhängen. 

Offenbar sind hierbei alle Axiome des linearen Raumes erfüllt, so daß die 
Klassen der untereinander äquivalenten, fast überall definierten Funktionen 
einen linearen Raum bilden. 

Wir erweitern jetzt die Definition des ‚ober Integrals / (x) auf alle Funk- 
tionen x(f) > 0, die fast überall auf 7’ definiert sind. Hierzu setzen wir einfach 
I(x) = I(y), wobei y eine beliebige, der Funktion x äquivalente nichtnegative 
überall definierte endliche Funktion ist. 

Diese Definition ist von der Wahl der Funktion y = x unabhängig. Sind 
nämlich %, und y, überall definiert und endlich und gilt x und yrx, 


go ist yı = Y, und folglich I(|y, — yg|) = 0. Da yı <y+ |yı — %;| ist, folgt 
Iy)<I(y)-+ Iyn—%e)) — I(y,). 


Entsprechend gilt I(y,) < I(y,). Folglich ist I(y,) = I). 
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Nun prüft man leicht nach, daß auch für diesen umfassenderen Begriff 
des oberen Integrals die in Nr. 4 aufgezählten Eigenschaften gültig bleiben, 


z. B.: Gilt x, < x, fast überall, so ist / (x,) < I(x,) usw. 
Wir definieren nun I(|E|) durch die Formel 
Ile)=I(e) für weE. 
Auch diese Definition hängt nicht von der Wahl des Repräsentanten x € & ab; 
aus X» z folgt nämlich |x,| — |®,|, so daß, wie oben bewiesen wurde, 
I(lz,}) = I(|®,|) ist. Hierbei gelten auf Grund von (l), (2) und (3) aus Nr. 4 
die Beziehungen 
T(le&]))=Je]7(E) Tue+n) <I(E+abSITdE)+Tlm). © 
Aus Nr, 5, Satz VI, folgt 
I(\&))=0 genau dann, wenn € = 0 ist. (2) 


7. Die Räume 2! und L!. Wir bezeichnen mit.Z!die Gesamtheit allerKlassen £ 
von untereinander äquivalenten komplexen Funktionen x (t), die für fast alle 


te T definiert sind und der Bedingung I(|&]) <-+oo genügen. 2°! ist ein 
linearer Raum; aufGrund von (1) aus Nr.6 gilt für &, € Zt, &, € 2” nämlich 
u =je nn a 
Durch |& E ‚= I(|£|) wirdin 2 eine Norm definiert. Die beiden Ungleichungen 
und Formel (2) aus Nr. 6 zeigen, daß dann alle Normaxiome erfüllt sind, und 2 
wird zu einem normierten Raum. 


Im folgenden wird es nicht nötig sein, zwischen untereinander äquivalenten 
Funktionen zu unterscheiden. Jede Klasse £ kann dann durch eine beliebige 


Funktion x € & ersetzt werden, und es darf |x|, = I(|x,|) anstelle von |£|ı 
geschrieben werden. 

Ist («,) eine beliebige Folge von fast überall definierten Funktionen, so 
daß x,(f) nur auf einer Nalinense A, nicht definiert I, so sind alle Funktionen 


sicher auf der Menge T — ‚S Ar definiert; dabei ist Ü A, eine Nullmenge. 


n=1 
I. Ist z,€e 21 und die Reihe 3 Ia.|1, so gi: 
a) Die Reihe „Zen (t) konvergiert fast Überall absolut; 


b) die Funktion 

ke |: zZ %,(t), wenn alle x,(t) definiert sind und die Reihe konvergiert, 
0 sonst, 

ist ein Element von Z’; 


oo 
c) die Reihe })x, konvergiert bezüglich der Norm gegen s. 


n=1 
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Beweis. Auf Grund von (6) aus Nr. 4 gilt 
(Ze) IMm)=Sml<+e. 


Hieraus sonliept man unter Berücksichtigung von Satz VII aus Nr. 5, daß 
die Reihe 62 @n | ee überall auf 7’ konvergiert. 
Ferner gilt Is|< Ze „| fast überall auf 7. Folglich ist 


Hs bez($ ml) Zluh<+o, 


also se 1, 
Schließlich entnimmt man der fast überall auf 7 geltenden Ungleichung 


NR [0,2 
|s— PH. ES DI Ize|» daß 
k=1 k=n+1 


P-gials, 2,110 


2 
x 
für n — oo, d.h., die Reihe , x, konvergiert bezüglich der Norm gegen s. 
k=1 


U. Der Raum ZZ. ist vollständig. 
Beweis. Es sei (x,) eine Fundamentalfolge aus !. Dann läßt sich eine Teil- 
folge (x,,) auswählen derart, daß |x,,, — &nıı Z ST gilt. Dann konvergiert 


die Reihe |, + |, — lt .... Demzufolge konvergiert die Reihe 
En, + (En, — %n,) + (En, — &n,) + bezüglich der Norm gegen ein Element 
x» € Z*,d.h., es gilt | — 2, |ı > 0 für k— oo. Da die Ausgangsfolge (x,) 
eine Fundamentalfolge ist, gilt auch |« — 2,1 — 0 für n— oo, womit die 
Vollständigkeit von =! bewiesen ist. 


Bemerkung. Aus diesem Beweis und Satz I folgt: Ist x, € ZI und gilt 
Ic — 2,1 — 0, so ewistiert eine Teilfolge (x,,(£)), so daß x, (t) — x{t) für fast 
elleteT 

Der Raum 2°: enthält L als Teilraum. Folglich ist die abgeschlossene Hülle 
von L in 2 ein bezüglich der Norm |], vollständiger Teilraum von Z. Wir 
bezeichnen ihn mit 2. Dann ist Z in L! dicht. Die zu Z! nn Funk- 
tionen z{f) sollen summierbar genannt werden. . 

Auf Grund der Ungleichung (1) aus Nr. 2 gilt 


ai <|el (Ü) 


für alle x € L. Dies bedeutet, daß /(x) ein beschränktes lineares Funktional 
über L ist und folglich auf eindeutige Weise bei Erhaltung der Ungleichung (1) 
zu einem beschränkten linearen Funktional über L! fortgesetzt werden kann 
(vgl. $4, Nr. 4, Satz III). Wir bezeichnen dieses Funktional wieder mit I (x) 
und nennen es das Integral der: Funktion x € L!. 


7. Die Räume ! und Zt 137 


Wie man leicht sieht, ist jede Nullfunktion x{t) summierbar, und zwar ist 
I(\z])=0; eine Nullfunktion kann nämlich als Limes einer Folge von Funk- 
tionen “) 0, die zu L gehören, aufgefaßt werden (Limes bezüglich der 
Norm | | 
Die ee aller reellen Funktionen x(f) € L! ist ein reeller linearer 
Teilraum von L!, den wir den reellen Raum L! nennen. 
Aus dem Vorhergehenden folgt, daß auch der reelle Raum L! vollständig ist. 
II. Ist EL, so gilt |x| € L! und 
I@)|<I(je]). (2) 
Beweis. Es sei x, € L, und es gelte |x-—- ©, |; > 0. Aus 
I 1.1 ]|-— 22] folgt ||| | hs | la > 0- 
Da |a,|EL* ist, folgt hieraus |x|E L!. Geht man in der Ungleichung 
|I(a,)| < I(|x,|) zur Grenze über, so erhält man unter Berücksichtigung der 
. Stetigkeit von (x) bezüglich der Norm | ]|ı sofort die Ungleichung (2). 
IV. Au zeD und «0 folgt 
I(&) = I) =|z|.- (3) 
Beweis. Zunächst gilt (3) offenbar für alle x € L*. Da I(x) und || x |, bezüg- 
lich der Norm |x|j, stetig sind und jedes nichtnegative Element x aus Z! 
bezüglich dieser Norm Grenzwert einer Folge von Elementen x, € L* ist 


(vgl. den Beweis von Satz III), gilt (3) auch für alle nichtnegativen x aus Lt. 
Aus Satz II folgt 


V. Mit den reellen Funktionen x und y a auch 
1 
«Ny=z(@+y—|2—%)) und <Uly= z@+y+le-y)) zu 21. 


Ferner gilt der Satz 

VI. Gilt fast überall En >0, ist x, € LD! und konvergiert die Reihe > I(«,); 
so konvergiert die Br 2 %, in L! bezüglich der Norm gegen ein Biement : 2 el, 
und es gilt I(x) = 21 Ge: 


Dieser Satz folgt siehe aus Satz I und der Stetigkeit der Funktion I (x) 
bezüglich der Norm von ZI. 


VII. Ist x, eine nichtfallende (nichtwachsende) Folge reeller Funktionen 
aus L! und ist die Folge I(x,) nach oben (nach unten) beschränkt, so gehört die 
Grenzfunktion <= lim x, zu L!, und es gilt I(x) = lim I («,). 

Beweis. Wir betrachten den Fall einer nichtfallenden Folge (der Fall 
einer nichtwachsenden Folge läßt sich auf diesen durch Übergang von x,, & 
ZU 1 —%y; %— x zurückführen). Es gilt u, ı -—, Z0 fürn=1,2,3,. 
Dann ist fast überall = x, + (a —%)+ (&— 2%) +, wobei die Reihe 
I(z, — 2) + I(&, — 8) + + = lim I(x,) — I(&,) konvergiert. Nach Satz VI 
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ist 2. = (2%) 4 (&— 2) + - € DZ und I(« — x.) = lim I(w,) — I(aı), 
woraus x € L! und /(x) = lim I(x,) folgt. 

VIII. Eine nach unten halbstetige nichtnegative Funktion x(t) ist genau dann 
summierbar, wenn I(x) <-- oo ist. 


Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Um zu zeigen, daß sie 
auch hinreichend ist, nehmen wir x € M* und I (x) <-+- oo an. Auf Grund der 
Definition von I(x) gibt es zu jedem & > 0 ein yE L* derart, daß y< x und 


Ik) < I(y)-+ & ist. Nun ist aber x — y halbstetig nach unten, und überdies 
gilt x — y = 0. Folglich muß auf Grund von Satz IV aus Nr. 3 


I)=Iy+2—-y)=Iy)-+I@—-y) ud I@—y=I()—I(y)<e 


gelten. Also ist —y€ L! und |x—y|ı <e. Da y zu L! gehört und L! voll- 
ständig ist, liegt x in LI. 

IX. Eine von oben halbstetige nichtnegative Funktion z(t) ist genau dann 
summierbar, wenn I(x) < + oo ist. 

Beweis. Es braucht offenbar nur bewiesen zu werden, daß die Bedingung 
hinreichend ist. Es sei also x(£) eine von oben halbstetige Funktion mit z({f) > 0, 
und es gelte (x) <-+oo. Auf Grund der Definition von I(x) gibt es zu jedem 
& > 0 eine Funktion y € M* derart, daß y > x und I(y) < I(«)-+ & ist. Dann 
gilt!) y— € M* und I(y—x)<e. Hieraus folgt y— x € L!. Nun gilt aber 
fast überall = y— (y— x), und folglich ist ze Li. 

X. Ist die nichtnegative Funktion x summierbar, so gibt es zu jedem & > 0 
eine Funktion zE N* mit bikompaktem Träger und eine Funktion y€ M* 
mit der Eigenschaft, daß fast überall z<xz<y gilt und Iy—2)<e ist. 

Beweis. It <>0 und zE_L!, so gibt es eine Funktion vu € L*, für die 
I(l2— u)) <— ist. Nach Definition von I bedeutet dies, daß es eine Funktion 
v € M* gibt, für die I (v) <zist und fast überall |» — | < v gilt. Somit gilt 
fast überall —v» <z— u<sv und wv—v)UOSK< u+v, so daß die Funk- 


tionen z= (u — v) UO und y= u-+ v das Gewünschte leisten.?) 


XI. Zu jeder nichtnegativen summierbaren Funktion x(t) gibt es eine nicht- 
fallende Folge von Funktionen 2, € N* mit bikompakten Trägern und eine nicht- 
wachsende Folge von Funktionen y, € M* derart, daß fast überall 

lim2,<x< lim y, 
N>X 


RX 


1) Wir setzen hier y(f) — x(t) = & in den Punkten i= t,, in denen %(,) = x(l,) = +” 
ist. Wie man leicht sieht, ist dann. y— x von unten halbstetig. 

2) Aus dem Beweis geht hervor, daß für eine überall definierte und endliche Funktion 
die Beziehung z<x< y überall erfüllt ist. 
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gilt und Tim) =1@=I[( Amy), 
n— 00 n>n |] 
lim 2,» x» lim y, 
ist. N—0X NR->00 
Beweis. Wird in Satz X nacheinander e= en (n=1,2,...) genommen, 
so erhält man Funktionen 2) € N* mit bikompakten Trägern und Funktionen 
y, € M* derart, daß 2, <x<y, und Iy,— z,)< n gilt. Dann leisten aber 
die Funktionen 
rl V.. Ur, MEANKEN..NG, 
das Gewünschte, weil nach Satz VII 
I (Ga lim en) —= lim I(x—2,)s lim I(yn— 2%.) 
Nn—X 


N—>0 N—>o 
< lim I(y,— a) <iim 1—=0 
N>00 N—0O n 


gilt. Entsprechend ergibt sich I ( lim 4, — %) =(. 


Nn—>X 


8. Summierbare Mengen. Eine Menge A heißt summierbar, wenn ihre 
charakteristische Funktion &,(f) summierbar ist. In diesem Fall wird die 
Zahl u(A) = I(&,) das Maß (genauer, das J-Maß) der Menge A genannt. Auf 
Grund von Satz IV aus Nr. 7 stimmt das Maß einer summierbaren Menge mit 
ihrem äußeren Maß (A) überein, u(A) = HA). 

I. Jede Nullmenge ist summierbar und hat das Maß Null. 

Ist nämlich A eine Nullmenge, so ist &, eine Nullfunktion; folglich ist 
&£, EL! und u(4)= IE) = 0. 

II. Sind A,, As summierbar und ist A, C As, so gilt u(A.) < u(A,): 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus Nr. 5, Formel (1). 

III. Die Vereinigung von endlich vielen und der Durchschnitt von endlich 
oder abzählbar vielen summierbaren Mengen sind summierbare Mengen. Für 
endlich viele paarweise disjunkte summierbare Mengen A,, As, - . ., A, gilt 


wA,UAU... UA)=ulA)tuld)t  +ulAn)- 

Die Behauptungen folgen unmittelbar aus den Beziehungen 
Enuav. um, VEnU... VER, 
Eanan..ny„=eaNnfaN..-NEn 
ErNnan...na NEAuNANn...) 

Esvav...u,=dut&u,t'+&a,, wenn 4,NA,=9 fürjt+k, 


1) Die Symbole &,\ x (x, x) bedeuten, daß x, eine nichtwachsende (nichtfallende) 
Folge ist, die gegen x konvergiert. 
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den Sätzen V und VII aus Nr. 7 sowie.der Linearität des Raumes LI und des 
Funktionals I («). 


IV. Sind die Mengen A,, As, ... summierbar und konvergiert die Reihe 
u(A,)-HulA) +, so ist die Menge A,UA,U... summierbar, und 


a nA UAU..)<ulA)+RlA)+t-- 
Sind die Mengen A,, As, ... . überdies paarweise disjunkt, so gilt 
wA,UAU..)=u(4),) +uld)t: ... 
Die Behauptungen folgen aus den Beziehungen 
EAUAU... Um 1 51us0..Sdatnt, 
Ervav..=&,+&,4+--, wenn 4,Nn4d,=@ für jH+k, 
und den Sätzen V, VI und VII aus Nr. 7. 


V. Sind A,, A, summierbar und gilt AD As, so ist A, — A, summierbar, 
und es gilt i j 
u(4y—4,) = u(A,)— ul4o). 
Beweis. Aus A, D 4, folgt 


&u,-,=8— 4, 
und die Behauptung ergibt sich aus der Linearität von L! und I(«). 
VL. Sind A,, Ag, As, . . - summöäerbar und gilt AA DAgD AsD..., so ist 
w(AıNAzN...) m ld: 


Gilt jedoch AA,C AsC.. . und ist im u(4A,„) endlich, so ist A, U A, U... sum- 
mierbar und NR 


1A U AzU..)=limu(A,). 


Beweis. Im ersten Fall gilt &,, N Enden... und im zweiten Fall 
E47 Eau 4,U..., so daß man nur noch Satz VlL aus Nr. 7 anzuwenden braucht. 


VII. Eine offene (abgeschlossene) Menge A ist summierbar, wenn (4) <-+oo 
ist; insbesondere ist jede offene (abgeschlossene) Menge, die in einer bikompakten 
Menge enthalten ist, summierbar. 


Die. charakteristische Funktion einer offenen (abgeschlossenen) Menge ist 
nämlich nach unten (nach oben) halbstetig, so daß man nur noch die Sätze VIII 
und IX aus Nr. 7 und den Satz III aus Nr. 5 anzuwenden braucht. 


VIII. Jede bikompakte Menge ist summierbar; jede offene Menge, deren ab- 
geschlossene Hülle bikompakt ist, ist summierbar. 


Diese Behauptung folgt sofort aus Satz VII. 


IX. Für die Summierbarkeit einer Menge A ist notwendig und hinreichend, 
daß es zu jedem e>O eine offene Menge UDA und eine bikompakte Menge 
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Qc A gibt derart, daß 
ist. WKUÜ—Q)<e 
Beweis. Die Bedingung ist hinreichend, weil sie bedeutet, daß 
sis äv, IEr—Eo)<e und damit 
|&a— Sch = ]&r— Ealı = IEvr— &o)<e 


ist. Mit &, € L! gilt auch 2, EL. 
Nun sei A summierbar. Nach Nr. 5, Satz IV, gibt es eine Menge U, für die 


uU) <u(A)-+ 5 ist. Weiter gibt es auf Grund von Nr. 7, Satz X, eine Funk- 
tion z € N* mit bikompaktem Träger Q, derart, daß 2 < &, (vgl. die Fußnote 2 
auf Seite 138) und I(&,— 2) <-[ist. Wir setzen Q= {b:2() 28}, 8>0. 


Dann ist @ eine abgeschlossene Teilmenge von Q, und daher bikompakt. 
Es seitE€ Q; dann ist &,() z2() >25 >0, also £&, (fd) = 1. Daher lt Q CA, 
und die Menge B= A — Q ist summierbar. Aus der Ungleichung 2 < &g + Ö&5 
folgt, daß I(z) < u(Q) + öu(B) < u(Q) + Ööu(A) ist. Demzufolge ist 


mA) <ID+Z <a) + önA)+Z. 


Wird nun ö so gewählt, daß öu(4A) <z ist, so leisten die Mengen U und Q 
das Gewünschte. 


Aus Satz IX folgt: Das Maß jeder summierbaren Menge A ist die obere Grenze 
der Maße der bikompakten Mengen Q CA. 


X. Ist A summierbar, so gibt es eine Folge offener Mengen U,D A und eine 
endliche oder abzählbare Folge disjunkter bikompakter Mengen Q,C A derart, 


daß N U,— A und A—UQ, ae sind. 
n=1 n=1 


Beweis. Wir setzen in Satz IX e=—. Auf diese Nor erhalten wir offene 
Mengen U,>4A mit der Eigenschaft Pe —.4) <+. Daher gilt 


„(9 N 1. A)<z 
n=1 n 


für alle », und es muß u (9: Nnm— —4)- =0 sein. 

Die Mengen On Re wir induktiv. Auf Grund von Satz IX (für 
2= 1) gibt es ein Q,C A, für das u(A — Q,) <1 ist. Ferner gibt es auf Grund 
desselben Satzes (für ge 3) ein Q,C A—Q, mit u(A—Q 9) <F usw. 
Falls A—Q, — ---—Q,-ı noch nicht leer ist, erhalten wir nach dem »-ten 
Schritt eine ee nCcA— a .. der für die (A— a —''— Q) 

x 
kleiner als —-ist. Da u(4—| U Ia)<, I für.alle n ist, muß „(A— U 9) -0 
j n=1 


sein. 
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XI. Ist E(A) <oo, so ist A in der Vereinigung einer Nullmenge mit endlich 
oder abzählbar vielen bikompakten Mengen, die zu der Nullmenge disjunkt sind, 
enthalten. 


Zum Beweis genügt es, den Satz X auf eine summierbare offene Menge 
UDA anzuwenden (vgl. Nr. 5, Satz IX). 


9. Meßbare Mengen. Eine Menge A soll meßbar genannt werden, wenn ihr 
Durchschnitt mit jeder bikompakten Menge summierbar ist. Aus dieser 
Definition und den Sätzen IIL und VIII aus Nr. 8 folgt, daß jede summierbare 
Menge sowie der Raum T' meßbar ist. 

I. Durchschnitt und Vereinigung von endlich oder abzählbar vielen meßbaren 
Mengen sind meßbar. 

Beweis. Die Mengen A, seien meßbar. Ist dann @ irgendeine bikompakte 
Menge, so sind die Mengen A,„NQ summierbar. Aus 


: (ANO=NANN) 


und Nr. 8, Satz III, folgt, daß en A,„\NQ summierbar ist. Demzufolge ist 
14: meßbar. Weiter schließen wir aus den Beziehungen 

vw. .) NQ=U(A,NQ), 

N N 


u 
P (Ja n o)= 1(0) 
und Nr. 8, Satz VI, daß > A) N Q summierbar und damit UA, meßbar ist. 
R N 


II. Sind A, B meßbar und gilt A DB, so ist auch A — B meßbar. 

Für jede bikompakte Menge Q gilt nämlich (A — BJNQ=(ANQ)— (BNQ), 
so daß nur noch Satz V aus Nr. 8 anzuwenden bleibt. 

Insbesondere besagt der letzte Satz: Das Komplement T — A jeder meßbaren 
Menge A ist meßbar. 

III. Alle abgeschlossenen und alle offenen Mengen .sind meßbar. 

Beweis. Ist A abgeschlossen und Q bikompakt, so ist ANQ bikompakt 
und damit summierbar. Daher sind alle abgeschlossenen Mengen meßbar. 
Dann sind aber auch alle offenen Mengen als Komplementärmengen der 
abgeschlossenen Mengen meßbar. 

IV. Ist A meßbar und (A) <-++00, so ist A summierbar. 

Beweis. Auf Grund von Nr. 8, Satz XI, gibt es eine Nullmenge A, und 
zu A, disjunkte bikompakte Mengen Q,, Qa; . . . derart, daß AC A, + UQ, 
ist. Dann ist A= (AN A,)+ U(ANQ,) wobi AN A, ANQ,ANGQ»-:- 
disjunkte summierbare Mengen sind. Hieraus folgt für beliebiges n 


WANA)+RANG) + +n(ANQ,) 
= u[ANAJV(ANQYU...VAANQISRLA).. 
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Folglich konvergiert die Reihe u(ANA,) + »{ANQ)+ ulANQ)-+ und 
A ist nach Nr. 8, Satz IV, summierbar. 

V. Ist A meßbar, AC B und B summierbar, so ist auch A summierbar. 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz IV, weil Z(A)< ulB) <+x 
ist. : 

Eine Menge A heiße lokale Nullmenge, wenn ihr Durchschnitt mit jeder bi- 
kompakten Menge eine Nullmenge ist. Aus dieser Definition folgt unmittelbar: 

VI. Jede lokale Nullmenge ist meßbar. Vereinigung und Durchschnitt von 


endlich oder abzählbar vielen lokalen Nullmengen. sind ebenfalls lokale Null- 
mengen. 


Ferner gilt 

VI. Ist A eine lokale Nullmenge und BE (A) < +00, so ist A eine Nullmenge. 

Der Beweis dieser Behauptung entspricht dem Beweis von Satz IV. 

VIII. Ist A eine lokale Nullmenge, so gilt | x& , |, = 0 und damit I(zE,)= 0 
für jede Funktion ze L. 

Beweis. Die Behauptung ist für Funktionen x aus L sicher richtig, weil x£, 
in diesem Fall nur auf der Nullmenge Q,N A (wobei Q, der Träger von x ist) 
von Null verschieden ist. Nun gibt es aber zu jeder Funktion x € L! eine 
Folge von Funktionen x, € L derart, daß |«— x, |, — 0. Dann strebt auch 
|e&; — m&4|ı gegen Null, und daher ist 


|e&ıhs ix a naht ln &ah= Tees — &ah—0; 


was aber nur für |x&,], = 0 möglich ist. 
Von einer Eigenschaft wollen wir sagen, sie gelte lokal fast überall auf T, 
wenn die Menge aller Punkte i, für die sie nicht gilt, eine lokale Nullmenge ist. 


16. Meßbare Funktionen. Wir betrachten jetzt reelle Funktionen x({f), die 
lokal fast überall definiert und.endlich sind. Eine solche Funktion x(t) heiße 
meßbar, wenn die Menge!) A= {t:x(f)>a} für beliebiges reelles u meßbar 
ist. Offenbar ist jede Konstante eine meßbare Funktion. Weiter folgt aus den 
Beziehungen 


t:ssa}=T—-it:2e\>a}, 
t:a<ei)<b} = {t:2)>a}— {t:2()>b}, 
ft:2(t) = a) -N h:a— <a) <.l ; 
td <al=lt:cf)sa} — t:xlt)=a}, 
t:zf) za}=lt:cl)>a) + [t:xlt)=a} 


und den Sätzen I und II aus Nr. 9, daß für meßbare Funktionen x(f) auch die 
folgenden Mengen meßbar sind: 


ft: ) za}, {t:a<zfi)sb), {t:x(t)=a}, ft:x() <a} und {t:x(t 2a) 


!) Hierbei werden nur diejenigen € 7’ berücksichtigt, für die x({f) definiert ist. 
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Zwei Funktionen z, (£) und x, (f) sollen lokal äquivalent gezann) werden, wenn 
ft:2, (0) + x,(t)} eine lokale Nullmenge ist. 


I. Sind x, (t), x, (t) lokal äqwivalent und ist z,(t) meßbar, so ist auch x,(f) 
meßbar. 
Beweis. Wir setzen 
A,=lt:2)>a}, A=li:()>a}, B={t:mft) + ,(l)). 
Auf Grund der Beziehungen ,— A, NA, cB und 4, — AN A,cCB sind 
As— ANA, und A,— A,N 4; lokale Nullmengen. Hieraus und aus der MeB- 
barkeit von A, können wir schließen, daß die Mengen 


AıNA,;=4A,— (Aı—AıNA,) und 43,=4,.N4A3+(4;—4ıN4;) 
meßbar sind. 


II. Eine Funktion x(t) ist meßbar, wenn die Mengen {t: x(£) > r} für beliebiges 
rationales r meßbar sind. 
Beweis. Es sei a irgendeine reelle Zahl und {r,} eine fallende Folge ratio- 


naler Zahlen, die gegen a konvergiert. Dann gilt (#: 2({f) >«} = RK we >}: 
Folglich ist die Menge {#: x(f) > a} meßbar. 


III. Sind x,(t) und X (b ) meßbar, so ist die Menge A= {t: al )<a,(f)} 
meßbar. 
Beweis. Die Folge {r,} bestehe aus allen rationalen Zahlen. Dann gilt 


A= Ürt d<rYNE:zl)>r} 


so daß A tatsächlich meßbar ist. 


IV. Sind x,, x, meßbar und ist c eine beliebige reelle Zahl, so gilt folgendes: 
1.cx, ist meßbar; 2. x, + c ist meßbar; 3. x, + x, ist meßbart); 4. |x,| ist meßbar; 


5.3 ist meßbar; 6. x, x, ist meßbar; 7. a ist meßbar, wenn x, nur aufeiner lokalen 
2 
Nullmenge gleich Null ist. 
Beweis. Die Behauptung 1 folgt aus den Beziehungen 


ft: >a)= fe:>4] für c>0, 
(t:cz, <a} -[i 3 n<#] für c<0; 
für c= 0 ist cz, natürlich auch meßbar, weil die Konstante Null meßbar ist. 
Die Behauptung 2 folgt aus 
E:a+e>alelt:y>a—.c}, 


2) In den Punkten t, in denen x, (t) und x,(£) keine endlichen Werte annehmen, schreiben 
wir der Summe x, (f) + 2,(f) beliebige Werte zu oder sehen sie als nicht definiert an. Da 
diese Punkte eine lokale Nullmenge bilden, ist die Summe in jedem Fall meßbar. 
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die Behauptung 3 aus der Beziehung. 
Gatm>a={fi:mn >a+(-Da} 


und Satz III. Weiter ergeben sich die Behauptungen 4 und 5 aus den Be- 
ziehungen j 
ta >e}=eft:ı >allV fi: <—a), 


Kıd>a}l= iz 2,>Ya} u u<— — Ya} für 0a>0, 
i für a<D. 
Die Behauptung 6 läßt sich aus der Formel 
ı 
RT Kart 8)? — (& — 23)?] 


ablesen. Unter der Voraussetzung, daß x, nur auf einer lokalen Nullmenge ver- 
schwindet, folgt auf Grund der Beziehungen!) 


1 = 
ke: >al=It:m< 2} für 0>0, 
:>al=t:m 201 Ufe:< 2} für a<d, 
2 
Be für a=0O 
schließlich, daß —- 2 und damit auch — og: . meßbar ist. 


V. Ist die miehnerahive Funktion 2) neh so ist auch die Funktion [x()!° 
für beliebiges positives c meßbar. 


In der Tat, es gilt 


1 
tt:[e() >a)= bı. &( W>ael für 00, 
tet) >}=7 für a<O. 


VI. Ist %, (t) eine Folge meßbarer Funktionen, die lokal fast überall beschränkt 
ist, so sind En: %,(t) und a x„(£) meßbar. 


Beweis. Die Meßbarkeit, der Funktion sup x, (£) folgt aus der Beziehung 
0 0 x 
ie :supe,(@)>al=U {t:,(f) >a}, 
n I  n=1 


während sich die Meßbarkeit von inf x, (f) durch Übergang zu —x, (f) ergibt. 


1) In den Punkten 1, in denen x,(f) = 0 ist, setzen wir 6 = +0. Würden wir En 
%g 


anders definieren, so hätte dies keinen Einfiuß auf die Meßbarkeit der Funktion = 
weil die Menge der betreffenden Punkte t nach Voraussetzung eine lokale Nullm ınge ist. 


10 Neumark, Algebren. 
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. VII. Ist z„(t) eine Folge meßbarer Funktionen, die lokal fast überall gegen 
einen bestimmien Grenzwert konvergiert, so ist die Grenzfunktion!) x (£) ebenfalls 
meßbar. ; 


Diese Behauptung folgt unmittelbar aus der Formel 
lim x, (2) =infsupz,,,(f) = supinfz,,«{t) 
N \ n &k n k 
und Satz VI. 

Eine komplexe Funktion z(f) = x, (f) + ix;(f) werde meßbar genannt, wenn 
ihr Real- und Imaginärteil,.x, () und x,(t), meßbar sind. 

Aus dieser Definition und den Sätzen IV und V folgt, daß mit x und y 
auch |®|, cx (für beliebiges komplexes c), £-+ y, xy und — meßbar sind; im 
Fall des Quotienten — ist zu fordern, daß {t:y= 0} eine lokale Nulimenge ist. 
Ferner bleibt der Satz VII für komplexe Funktionen gültig. 


VII. Eine Funktion x(t) ist genau dann summierbar, wenn sie meßbar und 
wenn I(|x]) <+oo ist. 

Beweis. Esseix € L1. Dann gibt es eine Folge «, EL, für die |x — x,|; — 0 
gilt. Aus dem Beweis der Sätze II und I, Nr. 7, geht hervor, daß es eine Teil- 
folge (x,,} gibt, die fast überall gegen x konvergiert. Da die x,, meßbar sind, 
ist nach Satz VII auch x meßbar. Außerdem gilt I(|x|)= I(|z|} <coo wegen 

zehn. 

| n sei umgekehrt x meßbar und Ilz))<+o. Dann ist = y-+ iz, 
wobei 4 und z reelle meßbare Funktionen sind. Auch gilt I (I) <+o und 
I(\2|) <-+oo. Demnach genügt es, reelle Funktionen zu betrachten. Da in 
diesem Fall = x U0— (—x) U0 und I& U0)<-+o, I((-aJU 0) <-+o 
gilt, genügt es ferner, wenn nur der Fall x >.0 betrachtet wird. 

Wir setzen A = [t: x({t) > a} mita > 0. Die Menge A ist meßbar. Auf Grund 
der Ungleichung &,s ee gilt ferner #(A) < -1 (x) <-+oo. Folglich ist A 
summierbar (Nr. 9, Satz IV). Weiter folgt aus der Voraussetzung T(x) < +, 
daß {1:x($)= +00} eine Nullmenge ist (Nr. 5, Satz VII). Daher können wir 
die Funktion x(t) als überall definiert und endlich annehmen; sie könnte 
anderenfalls durch eine ihr äquivalente Funktion mit diesen Eigenschaften 
ersetzt werden. Wir setzen nun 


Anm={t:2"m<zi)<S2"r(m+1)), Emm &a,, 
und j 


x 
a _n 
WEHT" ME: 
m=1i1 x 


Wie oben bewiesen wurde, sind die Mengen 
Amel: >2"m} — [t:2t)>2"km-+2)} 


1) Wieder werden nur diejenigen i berücksichtigt, für die x(t) definiert ist. 
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euamierbar, so daß &,„ zu L* gehört. Außerdem gilt 2,<x und daher 
Sm lem)= <I(x) <-+o. Folglich ist x, € L! (vgl. Nr. 7, Satz VI). Nun 


En aber 2,7 x und I(a,)< Ile) <-+o, so daß auch ze .Z! (vgl. Nr. 7, 
Satz vi). 

IX. Ist x meßbar und gili fast überall |x| < ymity € L!, so istauchx € DL. 
I(l2])< I(y) <+, so daß die Behauptung aus Satz VIIE 


folgt. 
Eine nichtnegative Funktion x{f) heißt LEBESGUR-summierbar, wenn die 
Menge A={t:x(f)>a} für beliebiges «>0 summierbar ist und wenn 


sups=inf$<-+co gilt, wobei s= Nearu(A,) S= 1 (A,) und 
k=1 k=1 
A=lt:y<el<a.h 0<a<a<.<y—+%X 


istl); sups und infs beziehen sich auf alle möglichen derartigen Systeme 
von Zahlen c,, 6, . . .; den Summen s und s wird der Wert --co zugeschrieben, 
wenn die entsprechenden Reihen divergieren. Im Fail einer nichtnegativen 
LEBESGUE-summierbaren Funktion z(f) wird die Zahl sups=infs das 


Le8BesoUe-Integral der Funktion &(t) genannt und mit f x (t)du bezeichnet. 


Eine beliebige reelle Funktion x(f) heißt RE summierbar, wenn die 
Funktionen = xN0 und = (—x)N 0 LesEseur-summierbar sind. Das 
Lesesqve-Integral von x(f) ist per definitionem 


Srwan= fa, Yan dk. 


Schließlich wird eine komplexe Funktion z{t)= x,({f)+ i@,(f) LEBESGUR- 
summierbar genannt, wenn die reellen Funktionen x, (f) und x,() LEBuscUun- 
summierbar sind. In diesem Fall setzt man 7 st)du = f e)Er-+i f li) du. 

Bemerkt sei, daß die Zerlegungen c= {&r)-1,3,5,... eine gerichtete Menge 
bilden, die in folgendem Sinne halbgeordnet ist: Man schreibt e > c’, wenn die 
Menge c’ der Zerlegungspunkte «1, c,, , .. - eine Teilmenge der Menge co. der 
Zerlegungspunkte 6, &9, 63, .. . ist. Ist c>c’, so gilt für die zugehörigen 
oberen bzw. unteren Integralsummen 3(c) < 3{c’) bzw. s(c) > s(e’). Daher ist 
sups=lIms und infs=lms, so daß für eine LEBESGUE-summierbare 


[7 [7 
nichtnegative Funktion x(f) 
gie [e(0 du = lims = lim3 

X. Ist zt)EL!, so ist x(f) LebEsaus-summierbar und I(z) =/[ & (Man. 
TURM: gilt: Ist x(t) LEBESGUE-summierbar, so ist x € I! und f 


I) 00 


3) Ss und s werden die den Zerlegungspunkten c,, Ca, Ca, . . . entsprechende obere und 
untere Integralsumme genannt. - 


10% 
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© Beweis. Wie schon beim Beweis von Satz vo dürfen wir uns auch hier auf 
den Fall einer Funktion x > 0 beschränken, die überall definiert und endlich ist. 
Es sei x€ L!. Die Größen A, ; Enm und x, mögen dieselbe Bedeutung wie beim 


Beweis von Satz VIII haben. Außerdem setzen wir noch y,= > 2m Denn: 
Dann gilt 2, <e<y,, m % Ya © mer 


In In Saran = Pin SE 


eis ferner I(y,) S 2I(x) <-++-oo. Daher ist y, € I}, und es gilt 


I) I), II) W 
{vel. Nr. 7, Satz VII). Nun sind aber 
K)- SL "mad, Im DL"mt lm) (2) 


untere bzw. obere Integralsumme für x(f). Daher bedeutet (1), daß xz{f) 
LEBESGVE-summierbar und f (du = Ite) ist. 

Umgekehrt sei nun x(t) Leszsaur-summierbar. Dann konvergieren die 
Summen (2) gegen J z(ö)du (vgl. den Absatz vor Satz X); folglich gilt 


EN Hieraus folgt mE I, also ist 
= je) du. 


XI. Ti x E L! und A, eine Folge summierbarer Mengen mit der Eigenschaft 
un) —0, so gi I(w&,,) Ze du— 0) 


Beweis. Die Funktionen en, A, Sind meßbar und auf Grund der Ungleichung 
v&4u,|s|x 2 auch summierbar. Nun sei y€L eine Funktion, für die | — ylıı 


kleiner als z ist. Dann gilt 
ie, — y&alı< > und damit |I(@&a) —-I(y&a)|< 5 , 


Ist andererseits |y| < c, so gilt |y&ı,| < c&a, und folglich |y&i |ı < c#(4.)- 
. Für hinreichend große n gilt also 
Ze&a)|s |Ie&a) —IWyEa)|-+ weuh<z+ cu(A,)<eE. 
XII. Jede stelige Funktion ist meßbar. 
Ist nämlich x({t) eine reelle stetige Funktion, so sind dieMengen {t: z(t) >a} 
offen und damit meßbar. Dann gilt unsere Behauptung aber auch für jede 
komplexe Funktion. 


Entsprechend beweist man, daß alle fast überall endlichen Funktionen aus 
M* und N* meßbar sind. 


1) Ist A eine beliebige meßbare Menge und x({f) eine summierbare Funktion, so 
wird. unter {N z(f)du die Größe f Eul)r(i)du verstanden. j 
- ä 
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11. Der reelle Raum 2. Mit L? werde die Gesamtheit aller meßbaren reellen 
Funktionen x(f) bezeichnet, für die EL! gilt. Hierbei sollen einander 
äquivalente Funktionen wiederum als nicht verschieden angesehen werden. 
Mit x € L? ist offenbar auch cx € L? für alle reellen o. Ferner ist mit x, ye 22 
auch x--yE 2 wegen («+ y}2s 2x2+ 24? (vol. Nr. 10, Satz IV und =) 
Folglich ist Z? ein linearer Raum. 

Ausa,y EL? folgt xy € L}; es gilt nämlich 


ay= a let Pe y P- 


&, w= I(29) 


wird in L? ein skalares Produkt definiert; denn wie man sofort sieht, sind hierbei 
alle Axiome des skalaren Produkts erfüllt, Also ist L® nunmehr ein reeller 
euklidischer Raum, der sogenannte reelle Raum L?. Die durch das skalare 
Produkt in L? festgelegte Norm sell mit x], bezeichnet werden, also 


Ic = > = VI @). 
Die Scohwarzsche Ungleickung hat dann die Form 
NayPsI@d)IW. 


I. Der reelle Raum L? ist vollständig. 


Beweis. Es sei x, eine Fundamentalfolge aus 22. Dann gibt es eine Teilfolge 
%n,, für die 


Durch 


am. an la< gr 
ist. Die aus den Elementen dieser Teilfolge gebildete Reihe 
Ian 2+ 12 @mla+ lem — mat" 
konvergiert. Hieraus folgt, daß die Funktion 
2 = |%,| + |&, — am | + an — um | 4°" 


zu L? gehört; bezeichnet man nämlich mit 2, die %k-te Partialsumme dieser 
Reihe, so gilt 22 22, 2EL}, und 


Il 1l2= (lamlat+ m mat)? 
(vgl. Nr. 7, Satz VII). Entsprechend ergibt sich, daß auch 
“= (|| — &,) + [am — en] — (m )1+ 
zu L? gehört. Damit gehört dann aber auch die Differenz x—= 2 — u zu IP: 


zer Vet (En, — En) + = lim 2, € 2#. 
Hierfür gilt Br 
Ie— 2, |a= | (np +, En) + (np mg) HF le 


< an, — mot Nam. male rt 0 für kom. 
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Da x, eine Fundamentalfolge aus L? ist, gilt dann aber auch |r — 2,|; — 0 für 
n — oo, womit die Vollständigkeit von L? bewiesen ist. 
Der Satz I besagt, daß der reelle Baum L? ein reeller ns Raum ist. 


II. Die Menge L ist in L2 dicht. 


Beweis. Es genügt offenbar nachzuweisen, daß es zu jeder nichtnegativen 
Funktion x € Z®und jedem & > O eine Funktion y € L* gibt, für die |e—y|s<e 
ist. 

Hierzu setzen wir ,= N n. Dann ist x, meßbar, undes gilt Os 2 <x?, 
%, 7 x. Nach Nr. 10, Satz IX, folgt hieraus 2 € I}. Es gilt also 


„el, s—- mel, (c—n,Pel und (k—2,?—0 
Demzufolge gilt (vgl. Nr. 7, Satz VII) 
|e—,12= Ile — 2,)?) —0. 
Demnach wird r 
le -nlasz a) 


für alle hinreichend großen n. Wir setzen nun 


1 
An=[:m>}=[t:3> | 
Ym = 


Aus 3 € 2} folgt die Summierbarkeit der Mengen A,. Hieraus und aus den 
Ungleichungen 


und 


O<ysnEa, (2) 


ergibt sich, daß auch 4, zu L! gehört. Außerdem gilt O< (&, — y„)?\ 0 für 
m—-co sowie (%, — 4m)? € Li. Folglich muß |x, — y„1 = I ((&, — ym)?) > 0 
für m — x gelten. Für hinreichend großes m ist also 


Iza— mle<z- (8) 

Da y„ zu L! gehört und der Bedingung (2) genügt, gibt es eine Funktion yEel 
mit der Eigenschaft 

Im—ylı<z5,, 0=yza. (4) 


Um dies einzusehen, gehen wir davon aus, daß es Funktionen 2€ M* und 
per, 2 ER 2 
u € L* gibt, für die z > y„, u< 2 und I(e — yn) < 3, [a —w)< 30, st. 


Wird dann z durch zn und u durch y= uN 0 ersetzt, so gelten die letzten 
beiden Ungleichungen erst recht, d. h., die Funktion y erfüllt die Bedingungen 
(4). Dann ist aber 


14m — 413 = (m 9) < Ien| my) =2n|m—ylız2R — 


& 
g. 
woraus sich zusammen mit (1) und (8) schließlich |» — y|, < & ergibt. 
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12. Der komplexe Raum L?. Unter dem komplexen L? versteht man die 
Gesamtheit aller komplexen meßbaren Funktionen 2= x + iy, für die |z|2 
summierbar ist. Zwei einander äquivalente Funktionen sollen auch hier wieder 
als nicht verschieden angesehen werden. 

In L? wird die Addition und die Multiplikation mit einer komplexen Zahl 
in der üblichen Weise definiert. Offenbar ist L? dann ein komplexer linearer 
Raum. Mit dem skalaren Produkt 


u —1ı%) für 2,2EL? 


wird L? zu einem euklidischen Raum. Seine Vollständigkeit ergibt sich aus der 
Beziehung 
le+iylg=lelt+ |olä für =, yEL eeih; 


sie besagt nämlich, daß x, -+ iy, genau dann eine Fundamentalfolge aus dem 
komplexen 2? ist, wenn x, undy, Fundamentalfolgen aus dem reellen 22 sind. 
Der komplexe Raum L? ist also ein komplexer EIiLBneTscher Raum. 


13. Der Raum Z®. Eine meßbare Funktion = x(f) heiße wesentlich be- 
schränkt, wenn sie einer beschränkten Funktion äguivalent ist. Die Gesamtheit 
aller wesentlich beschränkten reellen (bzw. komplexen) Funktionen bildet 
den reellen (bzw. komplexen) Raum L*. Hierbei werden zwei einander lokai 
äquivalente wesentlich beschränkte Funktionen nicht als verschieden an- 
gesehen, so daß die Elemente von L” im Grunde genommen Klassen von 
untereinander lokal äquivalenten wesentlich beschränkten Funktionen sind. 

Die Addition und die Multiplikation mit einer Zahl werden in 1” in der 
üblichen Weise definiert. Damit wird L” zu einem linearen Raum. Um in 1” 
eine Norm einzuführen, nehmen wir irgendein xz(t) € L* und betrachten die 
Gesamtheit aller beschränkten Funktionen, die x(t) lokal äquivalent sind; für 
jede dieser Funktionen existiert die obere Grenze ihres absoluten Betrages. 
Die untere Grenze dieser oberen Grenzen werde mit ||| bezeichnet; wie man. 
leicht sicht, genügt |x||« allen Axiomen der Norm.!) 

Der Raum L® ist vollständig. Man kann zum Beweis L* als Quotientenraum 
des nach Nr. 10, Satz VII, vollständigen Raumes aller beschränkten meßbaren 
Funktionen x{t) mit der Norm |x|| = supx({f} nach dem abgeschlossenen Teil- 
raum aller beschränkten meßbaren Funktionen, die lokal fast überall gleich 
Null sind, ansehen (vgl. $ 4, Nr. 3). 


14. Positiver und negativer Teil eines linearen Funktionals. Im folgenden 
soll 9 die Zahlen 1, 2 oder oo bezeichnen. 


Theorem1. Jedes beschränkte lineare Funktional f über dem reellen Raum LP 
läßt sich in der Gestalt f = f* — F darstellen, wobei [* und f* beschränkte lineare 
Funktionale über LP sind, deren Normen nicht größer als die Norm von f 
und die für alle nichtnegativen Funktionen x € LP nicht negativ sind. 


1) Man: bezeichnet diese Norm zuweilen auch mit ess max ||: 
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Beweis. Der Kürze halber bezeichnen wir die Norm in L? mit |x]| (es sei 


also ||] = |x||,, ?= 1, 2, oo). Wir setzen nun 
Fo) =sup fy):0<y<e, yEl} für zEIP, «20. 
Da sich unter den Zahlen /(y) in { } auch die Zahl f(y)—= 0 befindet (für 


v0) und [Ale lila SH lei ic ei 
F@)>0 und F@<iil|el. 
Außerdem gilt offenbar f*(cx)= c}* (x) für c > 0. Wir wollen nun zeigen, daß 


auch 
Fatra)sfa)+f@) für , BEI, 20,,>0 


gilt. Ist O<y,<sa, und O<y<i, so gilt O<ytysmıt %, und 
folglich ist 
Fate) supf(Y +9) =supf(y) + upf)=r re). 
Ist andererseits O<y<sx,+ 2%, so ist 
V<sunysm und O<y—uNy=s _ 
also 
Fa+a)=supf(y) ssupfaNy)teupfyg—-uNny)<ta) He: 
Somit verhält sich ff auf der Gesamiheit der nichtnegativen Funktionen 
additiv; ff kann folglich zu einem über ganz L? definierten linearen Funktional 
fortgesetzt werden, indem f* (x, — 2) = f* (x) — [*(&5) gesetzt wird, wobei x, 
und &, nichtnegativ sind. Hierbei ist /* beschränkt, weil 


F@lsr(le)<ifllel m 

ist. Demnach ist ft ein nichtnegatives beschränktes lineares Funktional. 
Wir setzen nun (&@)= f(«)— f(x). Da H(e)> fie) für 2>0 ist, ist 

F(e) >20 für z>0. Um zu zeigen, daß 

F@lsr(e)<|illel (2) 
ist, nehmen wir eine Funktion x > 0. Nach der Definition von ft (x) gibt es zu 
jedem & > 0 eine Funktion y derart, dß Osy<sx und f(x) <f(y)-+ e ist. 
Hieraus folgt 

ra=r&) Ma) <a) +E 
@-y+esijlle—yl+esiillel+e 

so daß f(x) < |f} |x] ist, weil & beliebig klein genommen werden kann. Daher 
gilt für jede reelle Funktion x(t) aus LP 

F@a\srdel)=iillel- 


Demnach ist auch f(x) ein nichtnegatives beschränktes lineares Funktional, 
so daß Hx)= f(x) — f(x) die gesuchte Darstellung des Funktionals /{z) ist. 
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15. Der Satz von Radon-Nikodym. Das Integral I (x) heiße beschränkt, wenn. 
die ganze Menge T summierbar ist. Dies bedeutet offenbar, daß die Funktion 
x(t)= 1 summierbar ist. Sind auf L zwei Integrale I und J gegeben, so werde J 
absolut sietig bezüglich I genannt, wenn jede Funktion, die in bezug auf / eine 
Nullfunktion ist, auch in bezug auf J eine Nullfunktion ist. In diesem Fall 
heißt das J-Maß dem J-Maß untergeordnet. 


Theorem 2 (Rınvox-Nıkopym). Ist das beschränkte Integral J absolut steiig 
bezüglich des beschränkten Iniegrals I, so gibt es bis auf Äquivalenz genau eine 
I-summierbare Funktion x, derart, daß für jede Funktion x € L{(J) die Funk- 
tion xx, ebenfalls I-summierbar ist und J (x) = I(x%,) gilk. 

Beweis. Wir betrachten das Integral K= I-+ J und den reellen HiLBErT- 
schen Raum L2(K). Es sei zx€ L2(K). Da K beschränkt ist, gilt 1 € Z2(K). 
Folglich ist = x-1E L!(K) und 

FElSTadSKded< |zle- Ile 


wobei |, die Norm in L?(K) bezeichnet. Demnach ist J(z) ein beschränktes 


lineares Funktional über L?(K). Nach dem Satz von F. Rınsz (vgl. $5,Nr.3) 


Eur es dann eine Funktion y € L?(K), mit der die Darstellung 


I9)=@,W=K(ey) BR 
gilt. Es ist also J(x) = J(2y) + I (xy) 
oder J(2(1—y )= I(zy). (2) 


Da J(x) ein Integral ist, schließen wir aus (1), daß y überall, mit Athene 
einer Menge A vom K-Maß Null, nichtnegativ ist. Ersetzen wir y durch 
(1 — £,)y, so dürfen wir also annehmen, daß y > 0 für alles € 7 ist. 

Weiter darf y <1 für alle {€ T’ angenommen werden. Zum Beweis setzen 
wir B= {t:y(t) 1} und ersetzen in (2) jetzt x durch x&,. Dies ergibt 

J@&t—y))=Il@Eay). 3) 
Nun ist für x > 0 die linke Seite dieser Gleichung nicht größer als Null (weil 
zEz(1 —Y)< 0 ist) und die rechte Seite nicht kleiner als Null (weil z&zy > 0 
ist). Es kann also nur J(z&;(1 —y)) = I(@&zy)= 0 sein. Dann ist aber 
J(x&2y) = 0 für alle x > 0 aus L2(K) (weil / absolut.stetig bezüglich / ist), also 
auch für alle x € L2(K). Weiter gilt 
J(@d—-A— E99) =Ileyli— 82). 


Wir dürfen also tatsächlich y durch (1— £,)y ersetzen, ohne die Gültigkeit 
der Beziehung (2) zu verletzen, und erhalten dann eine Funktion y<1l, 
y € L?(K), so daß die linke und die rechte Seite von (2) Integrale über L sind. 
Ersetzt man in (2) nun x € L* durch die Funktion 1 + y-+--- + y"D), so 
ergibt sich demzufolge 


IKayA+y+-+"d))=J (all y®)); 


Ar ey + Kay) + + ey) IA) SI <+“ 
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für € L*. Auf Grund von Nr. 7, Satz VI, folgt hieraus, daß 
zyıl—y)=ay+ ef +-- ED 
und .  Izy(l—y)-!) = lim J(e(1— y9))=J(& 
>00 


ist; denn es gilt «(1 — y*) + z und z(1 —y") € Z1(J) (vgl. Nr. 7, Satz VII). 
Für = y(l—y)" gilt also 
J(x)=I(z%) füralle zEL*. (4) 


Nun sei z€ M* und J(x) <-+oo. Dann gibt es eine Folge x, € L*, für die 
%, 7 x und damit x,2, 7 xx, gilt. Wird in (4) anstelle von x nun x, gesetzt, 
so ergibt sich durch Grenzübergang, daß die Beziehung (4) auch für alle 
zEM*NL,(J) gilt (vgl. Nr. 7, Satz VII). Schließlich sei x irgendeine nicht- 
negative Funktion aus Z!(J). Es gibt nach Nr.7, Satz IX, eine Folge von 
Funktionen x, € M*, so daß z,\ x fast überall bezüglich J gilt. Dann silt 
X xx, fast überall bezüglich I; ist nämlich 2 eine nichtnegative Null- 
funktion in bezug auf J und yE M*, y>2, so gilt J(y) = I(yz,) > I(z2,), 
und daher ist O= J(«)=infJ(y) > I(z2,), also zx, eine Nullfunktion in 
bezug auf I. Wird x in. (4) durch x, ersetzt, so erhalten wir schließlich (vgl. 
Nr. 7, Satz VII), daß (4) für alle nichtnegativen z€ L!(J) und damit auf 
ganz LU(J) gilt. 

Für 2= 1 ergibt sich aus (4), daß x, € L{(T) ist. 

Gilt auch J(«)= I(xx), wobei x) € L{(I) ist, so muß I (z(x, — 2,)) = 0 
sein. Setzt man hier x = sign (x, —x,) (man prüft leicht nach, daß diese 
Funktion /-meßbar ist), so folgt I (x, — x;|) = 0, d. h., x, und x, sind äqui- 
valent. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 


16. Der zu Z! konjugierte Raum. 


 Theorem 3. Isi I ein beschränktes Integral und f ein beschränktes lineares 
Funktional über L!(T), so gibt es eine und nur eine Funktion y,E€ L* (IT) mit den 


ER jo) =Iayı) für alle weLd) a) 
= =IHol- u) 
Umgekehrt wird durch die Formel (1) für jede Funktion y, € 72 (I) ein be- 


schränktes lineares Funktional über L!(I) definiert. 


Beweis. Der positive und der negative Teil f* bzw. f* von f sind: Integrale 
auf L. Ist I(|2|)= Izlı= 9 so gilt auch (#)= 0 und F(x)=0,d.h., f* 
und f sind absolut stetig bezüglich I. 

Auf Grund des Satzes von RADon-NIkopym existieren Funktionen 

y*e L4(T) und y” € LY(T) mit der Eigenschaft, daß 


Fia)=I(ey) und F(e)= (ey) 


für alle Funktionen «= «({f) gilt, die gleichzeitig f*- und f*-summierbar sind. 
Hierzu gehören insbesondere alle Funktionen zE€ LI(T); für ze LUT) ist 


Be labeiflieh<e ud Fle)zifilel<e 
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{vel. Formel (1) und (2) aus Nr. 14). Wird nun y,= y* — y” gesetzt, so folgt 
f&)=I(ey) füralle zen. 
Um zu zeigen, daß yELZ*(T) und |y|o=|f| ist, setzen wir 2—£,signy, mit 
A=tt:\yil>|fji+e}),e>0, in (l) ein. Dann folgt 
T(&4sign yo- Yo) = Messisu yo) <A Eli fra). (8) 
Andererseits gilt für u(4) > 0 


(+3) Rd <UN+DRNd Il HE) STH EdT Eısieny-W), 


was im Widerspruch zu (3) steht. 

Folglich ist u(4)=0, d.h., mit Ausnahme der Menge A vom Maß Null 
gilt überall |y,@)) <|fl+ e Dies bedeutet aber, daß %, zu Z®(J) gehört 
und |yoloe = |f| + & ist. Da & beliebig ist, gilt also auch 

Iyolo= (4) 


Offenbar wird durch die Formel (1) für jede Funktion y, € 1% “ ) ein lineares 
Funktional über Z!(I) gegeben, das beschränkt ist, weil 


Fal=|I(@yo)| = |Yolo eh 


gilt. Es ist demnach |f| < |y||o, woraus mit (4) die Beziehung |Y,|« = |f} 
folgt. Damit ist Theorem 3 vollständig bewiesen. 

Dieser Satz besagt, daß die Zuordnung f— y, eine isometrische Abbildung 
des Raumes [Z}{7)Y auf den Raum L* (I) ist. Es ist also 


DDY=Lr(N, 


wenn zwischen isometrischen Räumen nicht unterschieden wird. 


Bemerkungen. 1. Die Aussage des Theorems 3 gilt auch noch für ein be- 
liebiges (nicht nolwendig beschränkies) Iniegral I, wenn T Vereinigung einer 
lokalen Nullmenge T', und (eventuell überabzählbar vieler) bikompakter, paarweise 
und zu T, disjunkter Mengen T, positiven Maßes ist derart, daß jede summierbare 
Menge mit höchsiens abzählbar vielen T, einen nichileeren Durchschnitt hai. 

Beweis. Wir setzen &,= &7,, &,= Er, und 

I.)=Iad), h)=feE) für zeLHN. 


Dann ist I, ein beschränktes Integral und f,(x) ein bezüglich I beschränktes 
Funktional, wobei |/,| <= |f| ist. Folglich ist f,(®) = I, (ey.) mit y, € Z* (L,) 
und 


Iyelo—irl= If (5) 
(Iyzlo bezeichnet die Norm in L*(2.)). 
NR erg ale FEN, (6) 


Wir setzen nun y gleich y, auf 7',. Wegen (5)isty € L*. Die Menge T — T,,ist 
in bezug auf I, eine lokale Nullmenge, weil für jede bikompakte Menge Q die 
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Beziehung I,(&ane-7,)= 1&&(U — &,)) = 0 gilt. Folglich ist 


IvIo= sur [los |f]- (7 
Offenbar gilt &,y= y,. Daher kann (6) auch in der Gestalt 
fa&)=Ilay&,) füralle zeLHT (8) 


geschrieben werden. Nun sixzE I. Dann ist jede der Mengen 
1 
A,n= fe: j*()| >| 
summierbar (vgl. den Beweis von Satz VIII aus Nr. 10) und schneidet daher 


höchstens abzählbar viele Mengen T',. Die Menge A = {t: |x()) >0} = Ö An 
. hat dieselbe Eigenschaft. 
Es seien T,, 7’; -- . die Mengen, die A schneidet. Dann ist 


Iel=|e&olt went 
Hieraus folgt auf Grund von Satz VIII aus Nr. 9 und Satz I:und VI aus Nr. 7, 
daß = xE&,+ 88,4 ist, wobei die Reihe im Sinne der Norm des Raumes 
L! konvergiert. 
Dann konvergiert auch die Reihe 2y= zy&,-+ zy&,+ im Sinne der 
Norm von L!; wegen (6) und (8) ist also 
fa} = fla&.) + fz&,) an = ayu 8a) + Iryafa) ren 
= Maya) + Iaye)t+ = lay). 
Hieraus folgt 
= |9alo iralat Wale Ieialıt 
= | yo (le&alat \e&alat = 14 lo less 
folglich ist |f| < |Y|«- Zusammen mit (7) ergibt dies |y||o= |f]- 


2. Theorem 3 läßt sich auch auf komplexe Räume L! ausdehnen; in diesem 
Fall ist der konjugierte Baum (L!) dem komplexen Raum L” isometrisch. 

In der Tat, es sei f(x) ein beschränktes lineares Funktional über dem kom- 
plexen Raum Li. Real- und Imaginärteil von (x) sind über dem reellen Raum 
L! beschränkte lineare Funktionale. Wendet man nun auf jedes von ihnen das 
Theorem 3 an, so findet man 

fa) = Ile) a) 


für alle reellen x EL, wobei y, eine komplexe Funktion aus L® ist. Da das 
Funktional f{2) komplex homogen ist, bleibt die Darstellung (1) für alle kom- 
plexen x € L! gültig. Hieraus folgt wie oben |y,l« = |f|- 


17. Kompiexe Maße. Wie wir oben sahen (Nr. 10, Satz X), läßt sich jedes 
auf L definierte Integrai I(x) in der Form 


Is) —[z(t) du für ale zeL (1) 
darstellen, wobei # das durch I{z) definierte Maß ist. 
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Die Darstellung (1) läßt sich leicht auf ein beliebiges, über L” definiertes 
lineares Funktional f, das bezüglich der Norm ||x||«o beschränkt ist, ausdehnen. 
Um dies einzusehen, betrachten wir die Zerlegung [= f — f des Funktionals f 
in seinen positiven und seinen negativen Teil (vgl. Nr. 14). Es seien ferner u* 
und u” die durch die nichtnegativen Funktionale f* und /” definierten Maße. 
Setzen wir nun u= u" — u”, so wird 


I)=F@) 7 ()=[zt) du — [et)du =[z() du, (2) 


d.h., (1) gilt auch für /(x) anstelle von I (x). Wir wollen u das zum Funktional 
f(x) gehörige Maß nennen; offenbar ist u nicht notwendig positiv. 

Wir betrachten jetzt ein über L definiertes Funktional f(x), das bezüglich 
der Norm |x|o beschränkt ist. Werden dessen Real- und Imaginärteil f, und f, 
nur über L’ betrachtet, so gilt für sie die Formel (2). Es seien u, und u, die ent- 
sprechenden Maße. Für u = + iu, erhalten wir dann 


IQ) =h@ +ih@) =[et)dan tif) dr=[zt) dat in); 
d.h., es gilt 
| O3 EICLT (8) 


für alle x € L’. Auf Grund der komplexen Homogenität von f(x) gilt (3) auch 
für alle x € L. Die Funktion u wird das durch das Funktional f(x) definierte 
komplexe Maß genannt. 

Wir sind damit zu folgendem Ergebnis gekommen: 


Theorem 4. Jedes komplexe lineare Funktional f(x) über L, das bezüglich 
der Norm |®||o beschränkt ist, läßt sich in der Form 


fo) =f«(t) du (3) 
darstellen, wobei u ein auf T definiertes (im allgemeinen komplexes) Maß ist. 
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Theorem 5. Es seien T, und T', lokal bikompaktie Räume, I ein auf L(T,) 
und J ein auf L(T,) definiertes Integral. Dann gilt für jede Funktion 
x(t,s)EL(T,xT,) 
. ö L(Jsxt, s)) =), (heit, s)), (di) 


und das Funktional K(2) = I,J,x= J,Ix ist ein Integral über L(T, x T}). 

Beweis. Wir betrachten eine Funktion x{f, s) € L(T, x T,). Es gibt dann 
kbikompakte Mengen A,c 7, und A4,c 7%, so daß x(f, s) außerhalb A, x 4, 
verschwindet. Mit CO, bezeichnen wir die Norm von I auf L,,(7,) und mit ©, 
. die Norm von J auf L,,(7,) (vgl. Nr. 2, Satz II), wobei L,(T) allgemein die 
Menge aller Funktionen x€ L(T) sei, die außerhalb A verschwinden. Nach 
dem Satz von Stoxs (vgl. $2, Nr. 10, Theorem 1) kann jede Funktion aus 
Lax4(11ıx 7,) durch Funktionen der Gestalt 


ul, 22 Yr(i) 2x8); YyEla(Tı): AELı(T}), 


r 
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auf A, X As gleichmäßig approximiert werden. Zu jedem & > 0 gibt es also 
eine Funktion u (f, s), für die 
et, )—ul,s)|<e auf A,X As 
ist. Hieraus folgt nun 


| tan ul<e0r (2) 


d.h, J,x{t, s) ist Limes einer gleichmäßig konvergenten Folge von Funktionen, 
die auf A, stetig sind. Daher ist J,x(t, s) selbst eine stetige Funktion, die 
außerhalb A, gleich Null ist. Aus (2) folgt ferner 


2 I(yı) 4) <eCiQ;. 
Hieraus und aus der entsprechenden Ungleichung für J,I,x schließen wir 
nun, daß |LJ,x— J,I,x]<28e0C,C, und damit L,J,x= J,I;x ist; denn & 
war beliebig. Offenbar ist Z,J,x ein nichtnegatives lineares Funktional, d.h. 
ein Integral. 
Das durch das Integral K = I,J, definierte Maß u wird Produkt der durch 


die Integrale I und J definierten Maße u, und u, genannt and mit u, X Ua be- 
zeichnet. 


1..Für jede Funktion zE M*+(T,x T,) gili 
Kia)=1,JI, (8) = Ile) (3) 
Beweis. Auf Grund von Satz II aus Nr. 3 ist 


z=supy mit 7,={WwEeL T,xT):yse). 
yEY: 


Wegen (1) ist aber K(y)= L,J,{y). Folglich ergibt sich durch Anwendung 
von Satz III aus Nr. 31) 
Kto) = up LIT pP I] -LT( sup y) Ihe). 
ve I VErz j 
Entsprechend erhält man K(«)= J,I,(«). 
I. Für jede überall definierte nichtnegative Funktion z(t, s) gilt 
| Ka) 2II,e). (4) 


Beweis. Es sei YyEeN*(T, xT,) und y2x. Wegen (8) gilt dann 


K(y)= L,J,(y) 2 1,J,(&). Geht man hier bezüglich y zur unteren Grenze 
über, so folgt (4). 


IH. Ist v(t,s) eine überoll definierie nichtnegative Funktion, die in bezug 
auf K eine Nullfunktion ist, so ist sie für fast alle (bezüglich I) ET auch eine 
Nullfunktion bezüglich J. 


3) Es ist J,g)EZ’(T,) (vgl. den Baweis von Theorem 5), und J,(@)= Sun J,(y) 
gehört daher zu M*(T,) (vel. Nr. 3, Satz I). VEN, 
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Beweis. Ist X(x)= 0,. so folgt aus (4), daß auch 1,J,(2) = 0 ist. Auf 
Grund von Satz VI aus Nr. 5 ist J,(x)= 0 für fast alle (bezüglich I) ET, 
d.h., « ist für fast alle (bezüglich Z) t€E7 eine Nullfunktion bezüglich J. 


IV. Is A,ACT,x T,, eine K-Nullmenge, so ist die Menge A,= {s:ixsEC4A} 
für fast alle (bezüglich I\tE T, eine J-Nullmenge. 

Zum Beweis genügt es, Satz EI auf die Funktion x(&, s)= £4(f,s) an- 
zuwenden. 

Wir sagen, das Doppeliniegral I,[J,x] der Funktion x(t, s) existiert, wenn 
x{t,s)E Li(J) für fast alle (bezüglich I)LET, und ferner J,(x) € ZI) ist. 
Entsprechend wird das Doppelintegral J,[1,x] definiert. 


Theorem 6 (Fuzimt). Ist z{t,s) € L!(K), so existieren die beiden Doppel- 
integrale I,[J,x], J,Iıx], und es gilt 


K)= LI) Jlh@)]- (5) 


Beweis. Wir nehmen zunächst an, daß x(f,s) überall definiert und 
x(t,s)E L!(K) sei. Dann gibt es eine Folge von Funktionen x,(t, s)E L(K) mit 
der Eigenschaft |z(, )—x,(t,s)|ı=K(|x«—a,|)->0 für n— oo. Wegen (4) 
ist aber K(\«— 2,|) 21, (|&—x,|). Daher gilt auch 1,J, (x — x.) > 0. Auf 
Grund der Bemerkung zum Beweis von Satz II aus Nr. 7 läßt sich aus den 
x, eine Teilfolge auswählen, die wir wieder mit x, bezeichnen und für die 
J,t® — |) — 0 für alleı € T, — A, gilt, wobei A, eine I-Nullmenge ist. Da 
jedes x, eine stetige Funktion von s ist, folgt hieraus unter Berücksichtigung 
der Definition von L4(J) (vgl. Nr.7), daß zEZI(J) für all ET, — 4, 
und |J,(@) — J,(@,)!= I, — 2,)|< Je — &,|) für alle se 7, — 4, ist. 
Dann gilt aber 


LI) Ia))ShIsta an) >0 für no. 

Da die J,(x,) stetige Funktionen von t sind (vgl. den Beweis von Theorem 5), 
bedeutet dies, daß J,(e)E LT) und L(J,(e) — J,(&,)|) — 0. Dann gilt 
aber auch 

[2 Il) — I s(&n) = IH: (I; (2) — JI(&n)) | = 7 (2) — J,(&,) ) ; 0. 
Man braucht jetzt nur noch in der Gleichung 
K(&) = II (&n) 
zum Grenzwert überzugehen (was auf Grund von -Theorem 5 gestattet ist) 


und erhält dann X (x) = J,J,(x). Vertauscht man in dieser Beziehung die 
Rollen von I und J, so folgt, daß auch J,I,(z) existiert und daß 


JL(@)= LI, @)= Ka) 


ist. Damit ist der Satz von Fusinı für den Fall einer überall definierten 
Funktien x{f,s) € D!(K) bewiesen. 

Nun sei x (t, s) € ZI(K) eine auf der Menge T, x 7, — A definierte Funktion, 
wobei A eine X-Nullmenge ist. Dann gibt es in Z!(K) eine überall definierte 
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Funktion y(t, s), die auf T,x T,— A gleich x{t, s) ist. Wie oben bewiesen 
wurde, gilt yE D(J) fürse T,— B,, wobei B, eine /-Nullmenge ist, ferner 
J,(y)E ZI) und 

an Ko)=EN-LIY. &) 


Nach Satz IV ist aber A,= {s:ixseE 4A} fürteT, — ©, eine J-Nullmenge; 
O, bezeichnet hier eine I-Nullmenge. Andererseits gilt auf Grund der Definition 
der Menge A, die Beziehung x (f, s) = y(t, s) fürs € 7,—A,undallse T,—Cı. 
Daber ist «(t, s) als Funktion von s für jedes t € 7, — (B, U ©) der summier- 
baren Funktion y(t, s) äquivalent. Folglich gilt J, (x) € Z(J) und J, (x) = J,(y) 
für de te7T,— (BUG) Da B,UG, Fi I-Nullmenge und J,y)EZT) 
ist, ist auch 7 (x) € LI) und 1,9, (2) = I,J,(y). Hieraus und aus (6) schließen 
wir LJ(e)= Kt(e). Entsprechend a man die Existenz des. Doppel- 
integrals J,I,(x) und die Gültigkeit der Beziehung J,I,(«)= K(e). 

Unter gewissen einschränkenden Voraussetzungen läßt sich auch die Um- 
kehrung beweisen, d.h. der Satz, daß aus der Existenz eines der Doppel- 
integrale J,I,(x) bzw. I,J,(x) die Zugehörigkeit von x zu L!(K) folgt. 

Wir beschränken uns auf die Fälle, die im folgenden benötigt werden. 

V. Ist xt, s)= a, (f) ©, (8) mit überall auf T, bzw. T, RER nichtnegaliven 
Funktionen x,(t) und x,(s), so gilt 


Ke)=I(n)I(@), (7) 
es sei denn, daß I(x,)= 0, J (2) = -+ © oder I(m)= + ©, J()= 0 ist. 
Beweis. Esseiy, €E M*(T,),% € M*(T,)undy, Z#,,% = ®,. Mit 
y6,8)= Yıll) Yale) 
gilt yE M+(T,x T,) und y=x. Nach Satz I ist nun aber 


. Ky)=19,ny)l=1lnJ y)]=Iyı) Io). 
Daher ist 
Ko)=-mfKy)<s inf [I Fty))= Ita) Ita). 
VEZz EZy »VrEZ, % 


Andererseits gilt wegen (4) 
K )2 FAR? (a1 %)] — HER] (2)] = Ta) J (a2). 
Folglich ist K (x) = I(a,) J(2,). 

VI. Ist eine der Mengen A,C T,, A,C T, eine Z-Nullmenge (bzw. J-Null- 
menge) und die andere eine Menge mit endlichem äußeren J-Maß ( (bew. I-M Ka: 
so ist A, X A, eine K-Nullmenge. 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus (7) und der Beziehung 


Ex) Erlt)Ea,l)- 


VIL Ist eine der Mengen A, CT, A2C T, eine I-Nullmenge (bzw. J-Null- 
menge) und die andere die Vereinigung von abzählbar vielen "Mengen 
0,®=12,...) die alle ein endliches äußeres J-Maß (bzw. I- een haben, 
so ist A, x A, eine K-Nullmenge. 
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Beweis. Es sei etwa A, eine /- Nullmenge und A, = Ü % mit 7, (Q;) <+ © 
für j=1,2,.... Dann ist A, x 42 0.41 xQ5 wobei A XQU= 3. ..) 


nach Satz VI eine K-Nullmenge ist, Dannit ist aber auch A, x 4, eine 
K-Nullmenge. 
VII. Für s(VELHKT, und ,(J)EL(T) gilt!) 
alt) ()ELK) und Ki)= Ma) Ilm). (8) 
Beweis. Die Funktionen x,(f) bzw. x,(s) seien überall auf 7, bzw. T, 


definiert. Ferner sei x, (t) € D!(I) und x,(s) € ZI(J). Dann gibt es Folgen von 
Funktionen x,,(f) € L(7,) und x,„(s) € L(T,) derart, daß I(\x, — 2,,|)—0 


und J(|&, — 2,|)—>0. Nun gilt nach Satz V 


Km) a2()— zın(t) 22n()|) 
< Kl (ö)||&20) — an) + [an l9)| Im) — ini) 
<K (ln) |) — 2) + K((aonle)| |) — 2ın)]) 
=/I(«,]) Il — 222) +I(l2,) I — &ın)) —0— 
zn) 2) ELT, X T,). 
2 = 2 () 2,(s)E ZA(K) | 
md Kia)= lim Kali 2n(6)) = lim Han) I vo) = Ile) Ja. 


und 
Hieraus folgt 


Damit ist der Satz VIII für überall definierte Funktionen x, (f) € ZU(T) und 
&(s) € L!(J) bewiesen. 

Jetzt seien z,(f) bzw. x,(s) beliebige Funktionen aus ZI(I) bzw. ZI(J). 
Ferner sei A, die I-Nullmenge, auf der x,(£) nicht definiert ist, und A, die 
J-Nullmenge, auf der x,(s) nicht definiert ist. 

Es gibt überall definierte Funktionen y,(t) € LY(I) und y,(s) € LU(J), für 
2 sd) = ylt) auf T,— A, und %,(s)= Y(s) auf T,— 4, ist. Wir setzen 

B,= {t:|y()|>0} En Bo {s:|ys(s)| > 0}. Dann ist die Funktion 
x (t)x,(s) nur auf der Menge (A, x B,) U (B, x A,) nicht definiert und von 
Y,(£)%2(s) verschieden. Diese Menge ist aber nach Satz VII eine X-Nullmenge, 
weil B, und B, sich als Vereinigung der abzählbar vielen summierbaren 


Mengen je: PA >, bzw. fs: |y2(s)| > = (n=1,2,...) darstellen lassen 
(vgl. den Beweis von Satz VIIT aus Nr. 10). Folglich gilt 
K(x, (dx, (s)) = K(yı ()ys(s)) = I(y,)J (y) = I{&,) J (%), 


womit Satz VII vollständig bewiesen ist. 
Satz VIII läßt sich noch wie folgt verallgemeinern, 


IX. Es sei A, eine Operaiorfunktion von tE T,, deren sämtliche Werte be- 
schränkte lineare Operatoren in LI(J) sind, und es gelte: 


t) Hier und im folgenden setzen wir x, (t)x,(s) — 0 in allen Punkten ix s, für die einer 
der Faktoren gleich Null ist, unabhängig davon, ob der andere definiert ist oder nicht. 


11 Neumark, Algebren 
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1. JA|<C für ale ET,; 

2. ist x(s 8) € L(T,), so die Funktion. A,x(s) einer Funktion aus Den, x x T,) 
äquivalent in bezug auf K 

3. ist B, = [s: w(s) # y(o)) für zwei J-summierbare Funktionen x(s) und 
y(s) eine J-Nullmenge, so sind für jede I-summierbare Menge B,C T', sämtliche 
Mengen By = {s: Ayx(s) + A,y(s)\, GEB, (bei passender Wahl von A,x(s) 
und A,y(s) aus den betreffenden Klassen von uniereinander in bezug auf J 
äquivalenten Funktionen) in einer festen J-Nullmenge enthalten. 

Dann gehört die Funktion x(t, s)— x, (t) A,%(s) für beliebige x, (ft) € L}(T) 
und %(s) E D(J) zu DI(K). 

Beweis. Zunächst sei z,()E LI) und z,(s) € L(T,). Die Funktionen 
%„(i) € L(T,) seien so gewählt, daß I(|&, — x,„|) — 0. Durch passende Wahl 
einer Teilfolge, die wir wieder mit x,,„ bezeichnen, läßt sich auf Grund der 
Bemerkung nach Satz II aus Nr.7 erreichen, daß sogar Konvergenz fast 
überall auf 7, stattfindet. Damit konvergiert dann auch fast überall auf T, 
die Reihe u, (6) + ug() + - ‚in der 4, ()—= 2, (f) und u, (=) —%,n-ı(t) 
für n= 2,3,... gesetzt ist. Hierbei gilt 

MEN +ul)t..- auf Ti—P, (9} 
wobei P, eine I-Nullmenge aus 7, ist. 

Nun sei Q der Träger der Funktion A,x;(s) in T, x 7T,. Aus (9) schließen 
wir: 


(tb) Als) = U (lt) Asals) + well) Ark) + (10) 
auf (DT, x PT) —@N(Pıx T,), wobiQN (P,x T,) nach Satz VI eine KX-Null- 
menge ist. Auf Grund der Abschätzung 

Ki, dArzzle)|) = len | Ist Arte) 
< Ch(w | Jst|Rele)))) 
i = 0J,(|%]) La.) 
konvergiert die Reihe (10) im Sinne der Norm von L!(K). Folglich ist 
& (t) AyX(s) € L!(K), womit der Satz IX für beliebige Funktionen x, (t) € L{(Z) 
und 2,(s) € L(T',) bewiesen ist. Hieraus folgt auf Grund des Satzes von Fusını 
für diese Funktionen die Beziehung K (x, 4%) = I(x,J, (A: %))- 
Jetzt sei x, (t) € L(I) und &,(s) € DI(J). Wiederholt man die obigen Über- 
legungen, so findet man, daß 
le) tue) + auf MP, (11) 
gilt, wobei P, eine J-Nullmenge aus 7), ist, die v, zu L(T,) gekören und die 
Reike (il) im Sinne der Norm von L!(J) konvergiert. _ 
Wir setzen Q= {t:|x,()| > 0} und Q,= fe: jo, (@)]| >). Dann ist‘ Q die 
Vereinigung der abzählbar vielen summierbaren Mengen @Q,. Hieraus Ilse nun 
unter Berücksichtigung von (11) sowie der Bedingungen 1 und 3 


Ayz(s) = Ayvıls) + Army) +» auf T5—Pzn füralle TEQn (12) 
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wobei die P,„(r=1,2,...) J-Nullmengen sind. Dann ist aber 
NA) Er AHA Av) + (13) 


auf (T, x eh U On X Pan, wobei Ki ‚In X P,. nach Satz VI eine X-Null- 
=1 

. menge ist. Außerdem schließen wir ae der Abschätzung 

KA) = Kl) |Ar le) 


= L(ls, | JA vn(s)))) 
<CIla)) J(%)); 


daß die Reihe (13) im Sinne der Norm von L!(K) konvergiert. Daher gehört 
die rechte Seite von (13) und damit auch die linke Seite zu L!(K). 


X. Ist al,s)EM*(T,x T,), so folgt aus der Existenz eines der Doppel- 
integrale I,J,(x) und J,L,(x), daß x zu LI(K) gehört. 
Beweis. Es sei zeM*+(T,x T,), und es existiere I,J,(®). Wegen (3) 


gilt dann K(x)= I,J,(@) <+ ©, und die Behauptung folgt aus Nr. 7, 
Satz IX. 


XI. Besitzt T, x T, eine abzählbare Basis von Umgebungen mit bikompakier 
abgeschlossener Hülle und ist x{t, 8) eine K-meßbare Funktion, so folgt aus der 
Existenz eines der Doppeliniegrale I,J,(x) und J,I,(x), daß x zu D(K) gehört. 

Beweis. Offenbar genügi es, die Gültigkeit der Behauptung für nicht- 
negative meßbare Funktionen x{f, s) und für eines der Doppelintegrale zu 
beweisen. Wir bezeichnen mit & die Gesamtheit aller nichtnegativen K-meß- 
baren Funktionen x(i, s), für die aus der Existenz des Doppelintegrals I,J, (x) 
folgt, daß x zu L’(K) gehört. Zu zeigen ist dann, daß % alle nichtnegativen 
K-meßbaren Funktionen enthält. Wir führen den Beweis in mehreren 
Schritten. 

a) Aus EX und x, x folgt zE RR. 

Das Integral 7,J, (x) möge existieren. Dann gilt z(t, s) E (J)fürı € T, — Au 
wobei A, eine /-Nullmenge ist, und es ist J,(x) € (I). Da 2,< x, gilt auch 
ul, s)ELJ) für GET, — A, und ferner J,(x,) € ZT). Aus x, x folgt 
Jan) 7 Jst&), daher gilt 1,J,(@,) 7 IıJ,(x) (vgl. Nr. 7, Satz VII). Da nun 
aber ©,€E & ist und I,J,(x,) existiert, gilt x, € ZI(K) und 


Ka) 43: ()S IS; @)<-+m. 
Unter Berücksichtigung von Satz VIII aus Nr. 7 schließen wir hieraus, daß 
ze LUK) also zceX silt. 

b) Für jede K-meßbare Menge A gilt &, € &. 

Es sei U,(n= 1,2,...) eine abzählbare Basis von 7, x T,, bestehend aus 
Umgebungen mit. bikompakten abgeschlossenen Hüllen, so daß 7, x T, die 
Vereinigung der summierbaren Mengen Ü, und A die Vereinigung der summier- 
baren Mengen ANT, ist. Die Mengen B,= (ANT,)U...UV(ANT,) 
11* 
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sind sicher meßbar, also ist BD, summmierbar und daher &5, € &. Da aber 
E37 Er lt, folgt die Behauptung b) aus a). 
c) Für endlich viele meßbare Mengen A,(i=1,...,n) und nichtnegative 


. n 
Zahlen c, gilt siels En, € &. 
i=1 


Die Behauptung folgt unmittelbar aus b) und der Linearität des Raumes 
IMK). 
d\) Auch für abzählbar viele meßbare Mengen A, und nichtnegative Zahlen c, 
oo 
gili siels DEE 8. 
i=1 N ö oo 
Die Behauptung folgt aus a) und ec) wegen Ya&4,/7 IuE&a- 
i=1 i=1 
Jetzt sei x eine beliebige nichtnegative K-meßbare Funktion. Wir setzen 


Anm={t:2"m<ef)<2"(m+1)}, nm Eh 
und ER 


oo 
N 2 "m Em 


m=1 : 


Dann sitz, 7 x und «,€ & (vgl. Nr. 10, Satz VIEL). Auf Grund der Behaup 
tung a) ist folglich x € &, womit der Satz XI vollständig bewiesen ist. 


19. Integration von Vekter- und Operatorfunrktionen. Es sei x(f) eine 
Vektorfunktion, die auf einem lokal bikompakten Raum 7 definiert ist und 
deren Werte zu einem Hınsertschen Raum 9 gehören. Ferner sei / einauf L(T) 
definiertes Integral und u das zu diesem Integral gehörende Maß. Die Funktion 
x(t) werde I-meßbar genannt, wenn das skalare Produkt (y, x(f)> für alle 
yENH eine meßbare Zahlenfunktion ist. Es sei x(f) eine meßbare Vektor- 
funktion mit |z(t)| <«(f), wobei «(t) € LI(I) ist. 

Wegen |, zC))|< |y| || <eat)|y| ist auch Y,x(i)yELH(I) und 
f “y, z(t))du| <|yl f &(t)du. Die letzte Ungleichung zeigt, daß I <y, zti)> du 
ein bezüglich y beschränktes lineares Funktional über 9 ist. Auf Grund des 
Satzes von F. Rızsz ($ 5, Nr. 3) gibt es also genau ein Element 2 € 9, für das 


f Y,a(l)yde= (y,2) mit |2|< f al) du ist. Dieses Element 2 werde das 
Integral der Funktion x(t) in bezug auf das Maß u genannt und mit f (tt) du 
bezeichnet. Per definitionem ist also 


eV dm=[@, zi)au | a) 
eo du |< fat) an für \e()| Sat). (2) 
Offenbar gelten wieder die üblichen Integraleigenschaften 
[erWdn=efzt)du, 
[ed +RMldu=[ dan +f[att) du. 


und 
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Ferner gilt für jeden beschränkten linearen Operator A in & die Beziehung 
[Azt)dn=4 [xt du. (3) 


Zum Beweis bemerken wir, daß auf Grund von «y, Ax(t)> =4*y, z{(t)) 
und |4(& t)| <A] |x()| < |A|«(t) die Funktion Ax(t) ebenfalls meßbar ist 
und daß ihr Integral existiert. Ferner ist nach (1) 


<y; Afedm=<Ary, [at)da>=fA*y, ztt)ydw 
=(y, Astydu=<y, [Artı)du), 
woraus dann (3) folgt. 


Jetzt sei A(f) eine beliebige, auf 7’ definierte. Operatorfunktion, deren 
sämtliche Werte beschränkte lineare Operatoren in $ sind. Die Funktion A (f) 
heiße /-meßbar, wenn A (t)x für jedes x € $ eine meßbare Vektorfunktion ist. 
Es sei |Alt)|<«(t) mit @(t)E L*(T). Hieraus schließen wir unter Berück- 
sichtigung der Ungleichung |A(t)x|<«(f)|x|, daß das Integral f Alt\adu 
existiert, wobei wegen (2) 


fawzar|< fan an|e] &) 


ist. Folglich wird durch die Formel y— f Alt)edu ein beschränkter Operator 
über & definiert. Dieser Operator werde das Iniegral der Operatorfunktion A{t) 
in bezug auf das Maß px genannt und mit 1 A(t) du bezeichnet. Per definitionem 
ist; also 
; (famdau)a=[A(tadu, 
und wegen (4) gilt 

Aawaul<facan für |AW)<atı). 
Ferner prüft man leicht nach, daß 

feaWda=ec[All)an, 

[te +4:0]an=[Aı dan + [As du 

und für jeden beschränkten linearen Operator B in $ 
BfAWdu—=[BAl)du und [Al Bäu=[A(t)duB 


KAPITELII 


GRUNDBEGRIFFE UND SÄTZE 
AUS DER THEORIE DER NORMIERTEN ALGEBREN 


$7. Algebraische Grundbegriffe 


1. Definition der Algebra. Eine. Menge R von Elementen x,%,... heißt 
Algebra, wenn folgendes gilt: 

1. R ist ein linearer Raum; 

2. in. R ist eine (im allgemeinen nichtkommutative) Multiplikation definiert, 
die folgende Eigenschaften hat: «(zy)= (ax)y=xlay), (xy) = z(yz), 
(+ y)2= 82 -+ ya, 2(y+ 2)= ay-+ we für beliebige x, y, 2 €R und belie- 
bige Zahlen «. 

Elemente x und y einer Algebra Z heißen miteinander vertauschbar, wenn 
xy= yx ist. Die Algebra heißt kommutativ, wenn alle ihre Elemente paarweise 
miteinander vertauschbar sind. Wir werden auf die Kommutativität im 
folgenden. meistens verzichten. 

Eine Teilmenge R,c R wird Teilalgebra von R genannt, wenn die Addition 
und Multiplikation der Elemente aus E, miteinander sowie die Multiplikation 
der Elemente aus A, mit Zahlen nicht aus A, hinausführen. 

Offenbar ist der Durchschnitt von beliebig vielen Teilalgebren einer 
Algebra R ebenfalls eine Teilalgebra von R, sofern er nicht leer ist. Ins- 
besondere ist der Durchschnitt aller Teilalgebren, die eine gegebene Menge 
SC E enthalten, die kleinste Teilalgebra, die $ enthält. Wir bezeichnen sie 
mit R,{S). 

Wie. man sofort erkennt, ist R,(S) die Gesamtheit aller endlichen Summen 
der Gestalt 21120, wobei die a, Produkte von endlich vielen Elementen 


"aus 8 sind, Flnerseits muß nämlich R,(8) alle diese Elemente enthalten, 
andererseits bilden diese Elemente eine Algebra, die S umfaßt. 

Hieraus folgt: Sind alle Eiemente der Menge $ paarweise miteinander 
vertauschbar, so ist R,(8) eine kommutative Algebra. Besteht 8 insbesondere 
aus einem einzigen Element x, so ist R, (x), d.h. die kleinste Teilalgebra, die 
x enthält, kommutativ. 

. Eine kommutative Teilalgebra heißt maximal, wenn sie in keiner anderen 
kommutativen Teilalgebra enthalten ist. Es gilt nun: 


I. Jede kommutalive Teilalgebra ist in einer maximalen kommutativen Teil- 
algebra enthalten. - 

Beweis. Die Gesamtheit 3 aller kommutativen Teilalgebren der Algebra R, 
die eine gegebene kommutative Teilalgebra UV enthalten, ist bezüglich der 
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Inklusion eine halbgeordnete Menge, die den Voraussetzungen des Zoßnschen 
Lemmas genügt; die obere Grenze einer linear geordneten Menge dieser Teil- 
algebren ist einfach deren Vereinigung. A'so enthält & ein maximales Element, 
das eine maximale Teilalgebra ist, die X enthält. 

Nun liegt jedes Element = in der zugehörigen kommutativen Teil- 
algebra R,(x). Daher folgt aus Satz I sofort: 

II. Jedes Element x liege in einer maximalen kommuiativen Teilalgebra. 


Beispiele. 1. Wir bezeichnen mit C (X) die Gesamtheit aller stetigen komplexen Funk- 
tionen über einem topologischen Raum X. In C(X) definieren wir Addition, Multiplikation 
und Multiplikation mit Zahlen als die Addition und Multiplikation von Funktionen bzw. 
die Multiplikation von Funktionen mit Zahlen. Dann ist O'{X) offenbar eine kommutative 
Algebra. 

2. Es sei X ein beliebiger linearer Raum und A{X) die Gesamtheit aller linearen Opera- 
toren in X, deren Definitionsbereich der ganze Raum X ist. In A(X) nehmen wir als 
Addition, Multiplikation und Multiplikation mit Zahlen die entsprechenden Operationen 
mit den Operatoren (vgl. $ 1, Nr. 6). Dann ist A (X) eine Algebra, die nur dann kommutativ 
ist, wenn der Raum X eindimensional ist. 

Ist X von endlicher Dimension, etwa n-dimensional, so kann A(X), indem jedem 
Operator in X seine Matrix bezüglich einer festen Basis zugeordnet wird, als Gesamtheit 
aller Matrizen n-ter Ordnung dargestellt werden. Hierbei stimmen dann die Operationen 
in A(X) mit den entsprechenden Matrizenoperationen überein. 


3. Es sei X ein Bawacascher Raum und B(X) die Gesamtheit aller beschränkten 


linearen Operatoren in X mit dem Definitionsbereich X (vgl. $4, Nr. 4). Als Addition, 
Multiplikation und Multiplikation mit einer Zahl nehmen wir wiederum die entsprechenden 
Operationen mit Operatoren. Dann ist B({X) eine Algebra, die Teilalgebra von A(X) ist; 
auch B({X) ist nur dann kommutativ, wenn X eindimensional ist. 

4. Es sei W die Gesamtheit aller Funktionen e”"(n=0,+1,+2,...). Offenbar ist W 
eine Teilmenge der Algebra C(—, oo) aus Beispiel 1. Hier ist R,(W) die Gesamtheit aller 
endlichen trigonometrischen Summen J c,e*. 


u k 
5. Es sei C(X) die Gesamtheit aller vollstetigen linearen Operatoren in einem BANA0H- 
schen Raum X (vgl. $4, Nr. 6). Als Addition, Multiplikation und Multiplikation mit 
Zahlen nehmen wir die entsprechenden Operationen mit Operatoren. Dann ist E (X) eine 
Algebra, die offenbar eine Teilalgebra der Algebra B(X) aus Beispiel 3 ist. 


2. Algehren mit Einselement. Eine Algebra R heißt Algebra mit Einselement, 
wenn sie ein Element e enthält, das der Bedingung 
ex=xe=x fürale zEeR () 


genügt. Ein der Bedingung (1) genügendes Element e wird Einselement der 
Algebra R genannt. 


Eine Algebra enthält höchstens ein Einselement. Kogeneninen e' wäre neben e 


ebenfalls ein Einselement, so daß 
es=ze=x fürale zER (’) 
wäre. Setzt man in (1) dann x—= e, in (l’) aber x = e, so hätte man 


: ee=ee=e und de=ee'=e, 
also = e. 
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1. Jede Algebra R ohne Einselement kann als Teilalgebra einer Algebra R’ 
mit Einselement betrachtet werden. 


Beweis. Eine solche umfassende Algebra muß alle Summen !=«e-+ x, 
x € R, enthalten. Andererseits bildet die Gesamtheit aller dieser Summen eine 
Algebra R’, in der die Grundoperationen durch folgende Formeln definiert 
sind!): 


Plae+x)=Pae+PBx, | 
(era) + (ge +) (+ M)e+ (m -+ 2%); (2) 
(Yen) e +) ne tut ya H+ uR- | 


Daher kann R’ als Gesamtheit aller formalen Summen !=ae+x,xzER, 
realisiert werden, wenn in dieser Gesamtheit die Operationen durch die 
Formeln (2) definiert werden; die Algebra R selbst ergibt sich für « = 0. 

Die Algebra R’ kann auch als Gesamtheit aller Paare {a, x}, x€ R, realisiert: werden, 
Die Operationen über diesen Paaren hat man dann durch die Formeln 


Pla, 3={fa, Pal, 


(2) 


{&1> &} + {&2, 9} = (0 4%, Mit), 
{&1» 81} (82, 2} = (&1 8, + 0 + 2,0} 
zu definieren, entsprechend der Definition der komplexen Zahlen. Die Algebra R selbst 


ist dann die Gesamtheit aller Paare {0,2}, ze R, wobei das Element x und: das Paar 
{0, x} miteinander zu identifizieren sind. Setzt man e= {l, 0}, so hat man 


{e, 2}=a@{1,0+{0, 2} =ae+2, 


d. h., die beiden Realisierungen sind einander äquivalent. 

Offenbar ist AR’ die kleinste Algebra mit Einselement, die R enthält. Der 
Übergang von R zu R’ wird Adjunktion des Einselements genannt. 

Satz I zeigt, daß die Untersuchung von Algebren ohne Einselement auf die 
Untersuchung von Algebren mit Einselement zurückgeführt werden kann. 
Für gewisse Anwendungen ist es allerdings nützlich, wenn man Sätze zur 
Verfügung hat, die sich unmittelbar auf Algebren ohne Einselement beziehen. 
Aus diesem Grunde werden wir im folgenden neben den Sätzen, die Algebren 
mit Einselement betreffen, häufig auch die entsprechenden Sätze für Algebren 
ohne Einselement angeben. 

Ist R eine Algebra mit Einselement und $ eine Teilmenge von R, so ist der 
Durchschnitt aller Teilalgebren von R, die S und das Einselement enthalten, 
die kleinste Teilalgebra mit Einselement, welche die Menge $ enthält. Wir 
bezeichnen sie mit R/(S). Offenbar ergibt sich R/}(S) aus R,($) durch Ad- 
junktion des Einselements. Daher ist R/(S8) die Gesamtheit aller Summen 
&e+ D/%;@,, wobei die a, Produkte von endlich vielen Elementen aus 8 
sind. ® 


Il. Eine maximale kommutative Teilalgebra R, einer Algebra R mit Eins- 
element ist ebenfalls eine Algebra mit Einselement. 


1) Jedes Element x’ aus R’ läßt sich auf eindeutige Weise in der Gestalt x’ = ae +2, 
x € R, darstellen, weil R nach Voraussetzung kein Einselement hat. j 
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Anderenfalls entstände nämlich aus R, durch Adjunktion des Einselements 
eine R, echt enthaltende kommutative Teilalgebra BR}, was der Maximal- 
eigenschaft von ER, widerspricht. 

Gilt yx= e, so heißt y linksinverses Element von x, in Zeichen y= xz!. 
Entsprechend spricht man von einem rechtsinversen Element 2—= xz;!, wenn 
22 = e ist. Gibt es zu x sowohl linksinverse als auch rechtsinverse Elemente, 
so stimmen sämtliche inversen Elemente ae überein. Multipliziert 
.man nämlich beide Seiten der Gleichung a7Tx2= e von rechts mit x;!, so 
ergibt sich 
1 1 


een 


In diesem Fall sagt man, es existiert das zum Element x inverse Element «1 
et). 

II. Existiert &° und sind x und y miteinander verlauschbar, so sind auch 
xt und y miteinander vertauschbar. 

Man braucht zum Beweis nur die beiden Seiten der Beziehung «y= yx 
von links und rechts mit x? zu multiplizieren und erhält dann ya! = z"1y. 


IV. Ist X eine masimale kommutative Teilalgebra und x ein Blement aus X, 
dessen Inverses x”! existiert, so gehört auch x" zu U. 


Nach Satz IIE ist «1 nämlich mit allen Elementen von X vertauschbar, 
so daß 2”! zu X gehören muß, weil X maximal ist. 

Der Begriff des inversen Elements läßt sich in der Weise modifizieren, daß 
er auch auf Algebren ohne Einselement anwendbar wird. Dies soll jetzt 
geschehen. 

Wir nennen yE R ein linkes quasiinverses Element von x € R, wenn e + Yy 
in R’ linksinverses Element von e-+ x ist, d. h., wenn 


(e+y)(e+)=e @) 


gilt. Aus (3) folgt, wenn man ausmultipliziert und auf beiden Seiten e fortläßt, 

die Beziehung 
+ y+ya=0, 

so daß in der Definition des linken quasiinversen Elements das Einselement 

nicht mehr auftritt. Entsprechend werden die rechten quasiinversen Elemente 

und schließlich die zweiseitigen quasiinversen Elemente definiert. 

Wie man leicht sieht, gelten für quasiinverse Elemente die den Sätzen III 
und IV entsprechenden Sätze. 

Beispiele. 1. Die Algebra C (X) aus Nr. 1, Beispiel 1, ist eine Algebra mit Einselement, 
und zwar ist die Funktion, die auf X identisch gleich Eins ist, das Runselemens dieser 
Algebra. 

2. Die Algebren A(X) und B(X) aus den Beispielen 2 und 3 von Nr. 1 sind Algebren 
mit Binselement; in ihnen spielt der identische Operator die Rolle des Einselements. 

3. Die Algebra € (X) aus Nr. 1, Beispiel 5, ist im Fall eines unendlichdimensionalen 
Raumes X eine Algebra ohne Einselement. Bezeichnet nämlich E einen Operator aus 

€ (X), welcher der Bedingung EA= AE = A für alle Ace & (X) genügt, so ist E, wie man 
sofort sieht, der Einheitsoperator, der im Fall eines unendlichdimensionalen Raumes X 
nicht vollstetig ist (vgl. $4, Nr. 6). 
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3. Das Zentrum einer Algebra. Unter dem Zentrum einer Algebra R versteht 
man die Gesamtheit aller Elemente a € R, die mit sämtlichen Elementen 
dieser Algebra vertauschbar sind. 

Das Zenirum von R isi eine kommutative Teilalgebra von R. 

Es bezeichne Z das Zentrum von R. Seine Elemente bilden gewiß eine Teil- 
algebra ; sind nämlicha € Rundb € Rmit allen Elementen von R vertauschbar, 
so haben auch die Elemente Aa -+ ub und ab diese Eigenschaft. Da die 
Elemente des Zentrums mit allen Elementen der Algebra vertauschbar sind, 
sind sie insbesondere auch - untereinander vertauschbar, d.h., Z ist eine 
kommutative Teilalgebra. 


Das Zentrum enthält natürlich alle Elemente der Gestalt Ae. Ist die: ' 


Algebra R selbst kommutativ, so stimmt das Zentrum mit ER überein. 


4. Ideale.!) Eine nichtleere Menge I, von Elementen einer Algebra B heiße 
Linksideal, wenn folgendes gilt: 

a)h=#$; 

P) I, ist ein Teilraum des linearen Raumes BR; 

y) aus zeEI; und sER folgt an €]. 

Ganz entsprechend werden Rechisideale definiert. 

Offenbar kann weder ein Rechtsideal noch ein Linksideal das Einselement 
der Algebra ER enthalten (wenn R eine Algebra mit Einselement ist); wäre 
nämlich e€ I,, so würde aus der Bedingung y) folsed, daß a=aeeE I, für 
alle aER, also I,= R wäre. 

I. Ein Elemeni x einer Algebra mil Einselement besitzi genau damn ein links- 
inverses Hlemeni, wenn es in keinem Linksideal enthalten ist. 

Für die Existenz eines rechtsinversen Elements gilt die entsprechende 
Bedingung. 

Beweis. Es sei x ein Element ohne Linksinverses. Die Gesamtheit I, aller 
Elemente der Gestalt yr kann dann nicht mit der gesamten Algebra überein- 
stimmen, weil sonst yx= e für ein gewisses y wäre und x das linksinverse 
Element y hätte. Demnach ist I, ein x enthaltendes Linksideal. 

Umgekehrt gehöre nun x zu einem Linksideal I,. Hätte x ein Linksinverses, 
so war e=a;7tx €], was aber unmöglich ist. Folglich existiert kein Inver- 
ses zz. 

Ein Linksideal (Rechtsideal) der Algebra R heiße maximal, wenn es in 
keinem anderen Linksideal (Bechtsideal) von ER enthalten ist. 

II. Jedes Linksideal (Rechisideal) einer Algebra R mit Einselement kann 
zu einem maximalen Linksideal (Rechisideal) erweitert werden. 

Beweis. Für zwei Ideale J; und Iy’, die ein gegebenes Ideal I, Sihaltan: 
sol I, <J]j’ geschrieben werden, wenn I; < Ij’ ist. Damit wird die Gesamtheit 
aller Ideale I; DL, der Algebra R zu ner halbgeordneten Menge, die der 
Voraussetzung des Zorxschen Lemmas genügt; die obere Grenze einer ge- 


3) In der klassischen Algebra wird auch die Algebra R selbst als Ideal angesehen (natür- 
lich ist R dann ein zweiseitiges Ideal, zugleich also Links- und Rechtsideal); zum Unter- 
schied von den von uns eingeführten Idealen werden wir R uneigeniliches Ideal nennen. 
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ordneten Menge J von Idealen I; D I, ist die mengentheoretische Vereinigung 
aller Ideale I/ der Menge J; diese Vereinigung genügt den Bedingungen ß) 
und y) und stimmt nicht mit R überein, weil sie nicht das Einselement der 
Algebra enthält, so daß sie ebenfalls ein Linksideal ist. 

Auf Grund des Zornschen Lemmas gibt es aber unter den Idealen I} 27, 
wenigstens ein maximales Ideal. 

Aus. den Sätzen I und II folgt der Satz 


III. Ein Element x einer Algebra mit Einselement besitzt genau dann ein 
Linksinverses (Rechisinverses), wenn es in keinem maximalen Länksideal 
(Rechisideal) enthalten ist. 


Eine Menge I. von Elementen einer Algebra werde zweiseitiges Ideal in R 
genannt, wenn / sowohl Rechtsideal als auch Linksideal in .R ist. Eine Algebra R 
heiße einfach, wenn es in ihr keine vom Ideal (0) verschiedenen zweiseitigen 
Ideale gibt. 

Nun sei / ein zweiseitiges Ideal in R. Zwei Elemente x, und x, aus R sollen 
äquivalent bezüglich I genannt werden, wenn 2, —x,€I ist. Dann zerfällt 
die gesamte Algebra R in Klassen &,n,... von unter inander äquivalenten 
Elementen. Die Gesamtheit dieser Klassen werde mit R, bezeichnet. Wir 
führen in R, eine Addition, eine Multiplikation und eine Multiplikation mit 
einer Zahl ein, indem wir diese Operationen mit den Repräsentanten der Klassen 
ausführen. Da / ein zweiseitiges Ideal ist, hängt das Ergebnis der Operationen 
nicht von der Wahl der Repräsentanten ab. 

Mit diesen Operationen wird R, eine Algebra. Diese Algebra wird Quotienten- 
algebra der Algebra R nach dem Ideal I genannt und mit R/I bezeichnet. 

Ein zweiseitiges Ideal werde maximal genannt, wenn es in keinem anderen 
zweiseitigen Ideal enthalten ist. 


IV. Jedes zweiseitige Ideal einer Algebra mit Hinselement kann zu einem 
maximalen zweiseitigen Ideal erweitert werden. 


Der Beweis dieses Satzes entspricht dem Beweis von Satz II. 

Die Sätze II bis IV können wie folgt auf Algebren ohne Einselement über- 
tragen werden. 

Ein Linksideal I, einer Algebra R heiße regulär, wenn in RB ein Element « 
existiert mit der Bigenschaft, daß u — x € I, für alle x € Rist. Das Element 
selbst werde Hinselemeni bezüglich des Ideals I, oder I,-Einselement genannt. 
Entsprechend definiert man den Begriff des regulären Rechtsideals und den 
Begriff des Einselements bezüglich eines derartigen Ideals. Schließlich soll 
ein zweiseitiges Ideal I regulär genannt werden, wenn ein Element u existiert 
derart, daß 

ue— zsEI und zuw—zEI 
für alle zeER ist. 

Ist R eine Algebra, mit dem Einselement e, so kann für u stets e genommen 
werden, d.h., in einer Algebra mit Einselement ist jedes Ideal regulär. 


V. Jedes reguläre (Rechis-, Links-, zweiseitige) Ideal kann zu einem maximalen 
(Rechts-, Links-, zweiseitigen) Ideal erweitert werden (das ebenfalls regulär ist). 
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Beweis. Es sei etwa J, ein reguläres Linksideal und ferner u ein I,-Eins- 
element. Dann ist « in keinem Linksideal I} DI, enthalten. Um dies ein- 
zusehen, beachten wir, daß mit v € I; auch zu € I; wäre. Nun ist aber außer- 
dem #— au EI,CI,, so daß 

= (x—au) +xuc] 
für alle zER, also 5 = R wäre. 

Es bleibt somit nur noch die im Beweis von Satz II geführte Überlegung 
anzuwenden. 

Entsprechend erledigt man den Fall eines Rechts- bzw. zweiseitigen Ideals. 

VI. Es sei R eine Algebra ohne Einselement und R' die aus R durch Ad- 
junktion eines Einselements enisiehende Algebra. Damn ist die Abbildung 
L—IL=INR eine Abbildung der Menge aller Rechtsideale I} von ER’, die 
nicht ganz in R enthalien sind, auf die Menge aller regulären Rechisideale von R. 

Die entsprechenden Aussagen gelien auch für Links- und zweiseitige Ideale, 
und im Fall zweiseitiger Ideale ist die Abbildung I’ — I= I’N Reineindeutig. 

Beweis. Es sei I/ ein Rechtsideal in R’, das nicht ganz in R enthalten ist. 
Wir setzen I, = I;N R. Offenbar ist I, ein Rechtsideal in R. Wir wollen zeigen, 
daß I, regulär ist. Da I/ nicht ganz in R liegt, gibt es in J/ ein Element 
y=-—-e+wwueER. Dann ist u ein I,-Einselement, weil 

—z+us=(—e+u)xEI, für alle zEeR 


ist. Folglich ist I, regulär. 

Umgekehrt sei L, ein reguläres Rechtsideal in R. Ferner sei u ein ],-Eins- 
element. Wie man leicht sieht, ist dann die Gesamtheit I/ aller Elemente 
yeR, für die uy € I, gilt, ein Rechtsideal in R’, das’/, enthält. Hierbei ist Z/ 
nicht ganz in R enthalten, weil aus der Beziehung 

wu—e)=W—uEl, 


folgt, daß u — e € I,, andererseits aber w—e ER ist. Nun sei yER. Da 
uy— yeEJ,für alley € R ist, gilt y E I, genau dann, wenn y € I/ ist. Folglich 
gilt I, — LE NR, und unsere Behauptung ist für den Fall eines rechtsseitigen 
Ideals bewiesen. Für die anderen Fälle verläuft der Beweis entsprechend. 

Im Fall zweiseitiger Ideale ist noch die Eineindeutigkeit der Abbildung 
!’—I=INE zu beweisen. Mit anderen Worten, wir müssen folgendes . 
zeigen:. Sind I’, J’ zwei nicht ganz in R enthaltene zweiseitige Ideale von R’ 
und gt INR=P=J'NE, so ist I! = J'. Da weder I’ noch J’ ganz in R 
enthalten sind, gibt es Elemente u und » von R derart, daß —e+wE I! und 
—e+veEJ’ gilt. I’ und J’ sind voraussetzungsgemäß zweiseitige Ideale, also 
gilt — vo +vu=v(—e-+u)EPNE=L,—utvu= (--+tV)ue/NR=1I, 
somit w—v EI. Es sei Ae-+yEI!’. Dann gilt Au+uy=wuflle-+y) EI 
und —y+uy=(—e+u)yEel, also Au+y=Au+ uy— (—y+uy)El. 
Dann gilt aber auch je+y=Ale—v)+Aw— u) +Au+yeJ, und das 
besagt I’ c J’. Analog folgert man J/’ CI’, also ist U’ = J’. 

Der soeben bewiesene Satz gestattet es, die Untersuchung von regulären 
Idealen in R auf die Untersuchung von Idealen in R’ zurückzuführen. Ins- 
besondere folgt aus ihm: Die maximalen regulären (Rechis-, Links-, zweiseitigen) 


5. Das Radikal 173 


Ideale in R ergeben sich, indem man, die maximalen (Rechts- bzw. Links- bzw. 
zweiseitigen) Ideale in R’, die nicht mit R.übereinstimmen, mit R zum Schnitt 
bringt. 

VII. Ein Element x einer Algebra R hat genau dann, kein linkes quasiinverses 
Element, wenn 

hitze, zER, 
ein Linksideal ist. In diesem Fall ist I, ein reguläres Linksideal, das x nicht 
enthält. 

Beweis. Offenbar genügt /, den Bedingungen ß) und y) in der Definition 
des Linksideals. Ist Z, kein Läinksideal, so kann also nur I, = R sein. Folglich 
gibt es ein Blement 2ER, für das 

j 2-2 =—x 
oder s+2 +22 =0 


ist. Dies bedeutet, daß z ein linkes quasiinverses Element von x ist. 
Hat nun umgekehrt x ein linkes quasiinverses Element, so gilt auf Grund 
des eben Gesagten x € I,. Dann ist aber — zx € I, und damit 


2»=(2 +22) —zrE], 


für beliebiges 2 € R, d. h., es ist I,—= R. Aus dieser Überlegung folgt ferner, 
daß x& I, ist, wenn I, Ideal ist. Schließlich ist «= — x ein Einselement 
bezüglich des Ideals J,, so daß I, regulär ist. 

Offenbar gilt der entsprechende Satz für Elemente, die kein rechtes quasi- 
inverses Element haben. 


VII. Ein Elemeni x einer Algebra BR besitz; genau dann ein linkes quasi- 
inverses Element, wenn es zu jedem maximalen regulären Linksideal M, ein 
Element y gibt, für das 
en ut ytyscM, 


Beweis. Die Bedingung ist gewiß notwendig, weil es genügt, für y ein linkes 
quasiinverses Element von x zu nehmen. Jetzt sei diese Bedingung erfüllt. 
Wir nehmen an, x habe kein linkes quasiinverses. Element. Dann wäre 
I, = {2+ 2x} ein reguläres Linksideal in R, und es gäbe ein maximales Links- 
ideal M, D I,. Auf Grund unserer Bedingung gibt es ein Element y mit 


z+y+yzeM.. 
Es müßte y+ yx € I,c M, sein. Also wäre x€ M,. Hieraus würde schließlich 
—zzE€ M, und damit 
2=—22+@+2z2)EM, 
für beliebiges:z € R folgen, so daß M,= RE wäre, was aber unmöglich ist. 


5. Das Radikal. Ein Element x, einer Algebra R mit Einselement heiße 
wesentlich nilpotent, wenn (e+ y%,); - für jedes Element y € R existiert. Die 
Gesamtheit‘ aller wesentlich nilpotenten Elemente der Algebra R werde ihr 
Radikal genannt. 
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I. Das Radikal einer Algebra mit Binselement stimmt mit dem Durchschnitt 
aller ihrer maximalen Linksideale überein. 


Beweis. Das Element x, möge allen maximalen Linksidealen angehören. 
Würde für ein gewisses y € R das inverse Blement (e+ y2,)7" nicht existieren, 
so gäbe es wenigstens ein Linksidesl, das z= e-+ yx, enthielte. Offenbar 
dürfen wir dieses Linksideal als maximal annehmen. Nach Voraussetzung 
enthielte es dann das Element yx,. Daher wäre auch 


e=2— ymECl; 
wag jedoch unmöglich ist. Demnach existiert (e+ yx,)7* für beliebiges yE R, 
d. h., x, gehört zum Radikal von R. Umgekehrt möge nun x, dem Radikal 
angehören. Zu zeigen ist, daß x, in allen maximalen Linksidealen von R liest. 
Wir nehmen das Gegenteil an; es sei also x, & I,. Dann müßte die Gesamtheit 
aller Elemente 2 der Gestalt z= a— ya,, GE I, yER, mit der gesamten 
Algebra übereinstimmen, weil sie sonst ein Linksideal wäre, welches das 
maximale Linksideal I, als echten Teil enthielte. Insbesondere ließe sich also 
das Einselement e in der Gestalt e= «a — yx, darstellen. Hieraus würde nun 
aber folgen, daß a = e+ yı, als Element des Ideals ], kein Linksinverses hat, 
und wir hätten einen Widerspruch zu unserer Annahme. Damit ist Satz I 
bewiesen. 
Aus Satz I folgt, daß das Radikal ein Linksideal ist. 


II. Ein Elemeni x, einer Algebra RB mit Einselemens gehört genau dann zu 
ihrem Radikal, wenn zu jedem Element a der Algebra R das zweiseitige Inverse 
(e + az)": existiert. j 


Beweis. Nach der Definition des Radikals existiert ein linksinverses 
Element (e-+ ax,)7!. Wir bezeichnen eines dieser linksinversen Elemente 
mit e+ y, so daß 


(e+y)(etam)=e () 


gilt. Diese Beziehung bedeutet, daß e-+ y das rechtsinverse Element e-+ ax, 
hat. Außerdem ergibt sich aus (1) durch Auflösen der Klammern 


YETYaR—- Age > (2) 


Nun bezeichnen wir mit I das Radikal der Algebra. Da x, € I gilt und I ein 
Linksideal ist, folgt aus (2), daß y € J ist. Folglich existiert für jedesb € Rein 
Linksinverses (e + by);!. Wird b= e gesetzt, so ergibt sich die Existenz von 
(e + Y)r}. Wie wir sahen, existiert andererseits (e + y);!= e+ az,. Demzufolge 
existiert das zweiseitige Inverse (e+y)!=e- azx,. Dann ist aber e+y 
zweiseitiges Inverses von e-+ a2, 

Wir haben oben das Radikal mit Hilfe von Linksinversen definiert. Ent- 
sprechend könnte man es auch mit Hilfe von Rechtsinversen definieren. Hierzu 
bezeichne 7’ die Gesamtheit aller Elemente x mit der Eigenschaft, daß das 
Rechtsinverse (e-+ za);! für alle Elemente a von R existiert. Geht man nun 
so vor wie beim Beweis von Satz I, so erhält man, daß I’ der Durchschnitt 
aller maximalen Rechtsideale der Algebra und damit selbst ein Rechtsideal ist. 
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Weiter findet man wie beim Beweis von Satz II, daß I’ aus den und nur den 
Elementen x, besteht, welche die Eigenschaft haben, daß (e + x,0)"* für alle 
Elemente « der Algebrs existiert. 

Hat man sodann gezeigt, daß (e-+ 2,0)” genau dann existiert, wenn 
(e+ ax,)"! existiert, so folgt, daß I’ mit dem Radikal übereinstimmt. Existiert 
eiwa 

(e+am)” I!=e+Y, 
so folgt (e+ ya)t=e— oA — Ya; 
wel (e-+ ma) (ea — ya) —e=—mL[le + az) (e+Yy)—eJa=0 
und (ma aya) (+ ma) —e=—zlle+g)(e+ am) —ela—0 


ist. 
Es gilt also der Satz 
III. Der Durchschnitt aller maximalen Linksideaie stimmt mit dem Durch- 
schnitt aller maximalen Rechtsideale überein und ist das Radikal der Algebra. 
Insbesondere folgt hieraus, daß das Radikal ein zweiseitiges Ideal ist. 


Eine Algebra werde halbeinfach genannt, wenn ihr Radikal nur aus dem 
Nullelement besteht. 

Jetzt sei R eine Algebra ohne Einselement und R’ die aus R durch Ad- 
junktion des Einselements entstehende Algebra. Die Existenz eines links- 
inversen Elements von e + yıx,in R’ ist gleichbedeutend mit der Existenz eines 
linken quasiinversen Elements von yx, für alle ye R’. Daher ist die an- 
schließend formulierte Definition des wesentlich nilpotenten Elements unserer 
obigen Definition für den Fall einer Algebra mit Einselement äquivalent. Ein 
Element x, heiße wesentlich nilpotent, wenn xx,-+ 22, für jedes z€ R und jede 
Zahl & ein linkes quasiinverses Element besitzt. In dieser Definition braucht .R 
offenbar keine Algebra mit Einselement zu sein. Die Gesamtheit aller wesent- 
lich nilpotenten Elemente der Algebra R (mit oder obne Einselement) soll 
wieder Radikal genannt werden. Aus dieser Definition folgt nun sofort, daß 


I=ENr (3) 


ist, wobei / das Radikal von R und I’ das Radikal von R’ bezeichnet. 

Eine Algebra R werde radikal genannt, wenn sie mit ihrem Radikai über- 
einstimmt. Anderenfalls heiße sie nichtradikal. Aus Nr. 4, Satz VL, folgt: 
In einer nichtradikalen Algebra gibt es reguläre und daher auch maximale reguläre 
Links- und Rechtsideale. Kombinieren wir dieses Ergebnis mit Satz VI aus 
Nr. 4 und Formel (3), so erhalten wir den Satz 


IV. In einer nichtradikalen Algebra ist das Radikal sowohl gleich dem Durch- 
schnitt aller maximalen regulären Linksideale als auch gleich dem Durchschnitt 
aller maximalen regulären Rechtsideale. Das Radikal ist also ein zweiseitiges 
Ideal. 


IV. Die Quotienienalgebra nach dem Radikal ist eine halbeinfache Algebra. 


Beweis. Es sei / das Radikal der Algebra R und J das Radikal der Algebra 
R/I. Das Element £ der Algebra R/I möge zu J gehören. Dies bedeutet, daß 
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das Element {=a&+n£ für beliebiges nER/I und beliebiges « ein linkes 
Quasiinverses hat. Wird dieses mit 6’ bezeichnet, so gilt 


I+c+lt=0. (4) 


Nun seien x, %, 2 bzw. 2’ irgendwelche Repräsentanten der Klassen £&, n, & bzw. 
’. Dann bedeutet (4), daß 


+2 +2ez2=9, PEI, 
ist, wobei wir z von der Form 
Z=ACH YT 


annehmen dürfen. Da 9 € J ist, hat 2 ein linkes Quasiinverses. Wir bezeichnen 
dieses mit 9. Man erkennt unmittelbar, daß p’ + 2’ -+ p’2’ linkes quasiinverses 
Element von 2 ist. Folglich hat z= ax -+ yx für jedes yE R und jedes « ein 
Quasiinverses. Es ist also zxEJ,d.h.£E=0. Daher ist J= (0), und R/Z ist 
eine halbeinfache Algebra. 

Erwähnt sei das folgende wichtige Beispiel einer halbeinfachen Algebra. 
Es sei X ein gegebener Vektorraum. Wir nennen eine Algebra von linearen 
Operatoren in X irreduzibel, wenn es keinen von (0) und X verschiedenen Teil- 
raum gibt, der bezüglich aller Operatoren aus R invariant ist. 


V, Jede (von (0) verschiedene) irreduzible Algebra R von linearen Operatoren 
in einem Vektorraum X ist eine halbeinfache Algebra. 

Beweis. Für ein festes xE X, x=#0, ist die Gesamtheit Rx aller Vektoren 
Ax, AE R, ein Teilraum von X, der bezüglich aller Operatoren aus R invariant 
ist. Folglich ist entweder Rz= (0) oder Rr= X. Die Gesamiheit R aller 
Vektoren x, für die Rx= (0) gilt, ist ebenfalls ein Teilraum von X‘, der bezüglich 
aller Operatoren A € R invariant ist. Es ist also entweder N= (0) oder 
N%= X. Der zweite Fall würde bedeuten, daß entgegen der Voraussetzung 
R= (0) wäre. Folglich ist R—= (0) und Re= X für jedes xEeEX,x=#0. Diese 
Überlegung ist auch auf jedes zweiseitige Ideal I] + (0) in .R anwendbar, weil 
für ein solches Ideal I die Mengen Ix und {x € X: Ix= 0} Teilräume von X 
sind, die bezüglich aller Operatoren A € R invariant sind. Folglich git Ic= X 
für jedes derartige Ideal und jedes ze X, x #0. 

Jetzt sei I das Radikal von R, und es si AE I. Ist A=#0, so gibt es ein 
xE X mit Arc #0, so daß RAx = X ist. Daher gibt es einen Operator BER, 
für den BAx= —x ist. Nun besitzt aber BA ein linkes Quasinverses, weil 
A € I ist. Wir bezeichnen es mit ©. Dann ist O+ BA+ COBA= 0 und daher 
Cxz+ BAx-+(0BAx=V0. Hieraus folgt nun 


a=-—-BAs=(x-+ 0BAz=(0r—-Ox=0 


was aber unmöglich ist. Somit ist I= (0), d.h., R ist eine halbeinfache 
Algebra. 


6. Homomorphismen und Isomorphismen von Algebren. Eine Abbildung 
einer Algebra R in eine Algebra R’ wird ein Homomorphismus von R in RP’ 
genannt, wenn aus z— x’ und y>y’ folgt, daß Aa> Aa, 2 + y> «+ y, 
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zy> xy’. Ist hierbei das Bild von R die ganze Algebra R’, so spricht man 
von einem Homomorphismus von R auf FR. 

Bei einem Homomorphismus bleiben die in den vorhergehenden Abschnitten 
definierten Begriffe invariant, insbesondere gilt: Einselemente, Ideale und 
Teilalgebren von R gehen in Einselemente bzw. Ideale bzw. Teilalgebren 
‘ von R’ über. 

Ein Homomorphismus, der eine umkehrbar eindeutige Abbildung vermittelt, 


wird Isomorphismus genannt. Zwei Algebren R und R’ heißen isomorph, wenn - 


es einen Isomorphismus von R auf R’ gibt. Zwei isomorphe Algebren werden 
als nieht wesentlich verschieden voneinander angesehen. 

Homomorphismen von Algebren lassen sich mit Eule zweiseitiger Ideale 
beschreiben. 


I. Bei einem Homomorphismus von R in R’ ist das volle Urbild I des Null- 
elements 0’ von R’ ein zweiseitiges Ideal in R. 


Beweis. Es sei zEI und yEI. Dies bedeutet, daß <> 0’ und y> 0. 
Für alle «ER gilt also 


az V=0, za" =0, 2+y9>0-0=0, Je-V—=V. 


Folglich ist ax EI, zaEI,ce+yEI und Ar EI,d.h., I ist ein zweiseitiges 
Ideal. 

Dieses Ideal wird Kern des Homomorphismus von R in R’ genannt. 

Zwei Elemente x und %y gehen offenbar genau dann in ein und dasselbe 
Element von R’ über, wenn <—y € I ist. Dies zeigt, daß die vollen Urbilder 
der Elemente von .R’ die Restklassen nach dem Ideal I sind, d. h. die Elemente 
von E/I. Es gilt also der Satz 


II. Bei einer homomorphen Abbildung einer Algebra R- in eine Algebra R’ 
ist das volle Urbild I des Nullelemenis in R’ ein zweiseitiges Ideal von R, während 
das homomorphe Bild selbst der Resiklassenalgebra von R nach I isomorph ist. 
Umgekehrt erzeugt jedes zweiseitige Ideal I der Algebra R einen Homomor- 
phismus der Algebra R auf die Resiklassenalgebra RJI. 


Dieser Homomorphismus von R auf R/I, der darin besteht, jedem Element 
x € R diejenige Klasse £ zuzuordnen, welche x enthält, wird natürlicher Homo- 
morphismus von R auf R/I genamnt. 

Identifiziert man die Bilder der Elemente der Algebra R bei einem gegebenen 
Homomorphismus mit den ihnen entsprechenden Elementen der Algebra R/I, 
so bedeutet dies nach Satz II, daß dieser Homomorphismus der natürliche 
Homomorphismus von R auf R/I ist. 


II. Eine Resiklassenalgebra RJI ist genau dann einfach, wenn I ein maximales _ 


zweiseitiges Ideal in BR ist. 

Beweis. Es sei I, ein zweiseitiges Ideal in R/I. Das volle Urbild I’ von I, 
bei dem natürlichen Homomorphismus R— E/I ist ein zweiseitiges Ideal in R, 
weiches das Ideal I umfaßt. Ist daher / ein maximales Ideal in R, so stimmt 
das Ideal I’ mit I überein. Es gibt in R/I also nur das aus dem Nullelement 
bestehende Ideal I, = (0), d. h., R/I ist eine einfache Algebra. Umgekehrt sei 
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nun I kein maximales zweiseitiges Ideal in R. Dann gibt es ein ee 
Ideal NDI, D=#1. 

Das Bild des Ideals I} bei dem Homomorphismus R- R/I ist aber ein 
von (0) verschiedenes Tdeali in R/I, so daß R/I keine einfache Algebra ist. 

In gewissen Fällen erweist es sich als zweckmäßig, anstelle der Homomor- 
phismen sogenannte Antihomomorphismen von Algebren zu betrachten. Man 
versteht darunter Abbildungen, bei denen 


2 Akira, ztyonty, 2yoya 
güt, wenn 
wor, yoy 


ist. Offenbar gilt der Satz I auch noch für Antihomomorphismen. 


7. Reguläre Darstellung einer Algebra. Als Beispiel für einen Homo- 
morphismus einer Algebra R kann ihre sogenannte linke reguläre Darstellung 
dienen. Um diese Darstellung zu erhalten, ordnen wir jedem Element ae R 
den wie folgt definierten Operator A, zu: 


A,ı=ax; 


die Anwendung von A, auf ein Element x € R besteht also darin, dieses Element 
von links mit « zu multiplizieren. Offenbar ist A, ein linearer Operator in der 
als Vektorraum betrachteten Algebra R. 

Wie man sofort sieht, ist die Zuordnung «> A, ein Homomorphismus der 
Algebra R in die Algebra der linearen Operatoren in R. Dieser Homomorphis- 
mus heißt linke reguläre Darstellung (oder reguläre Linksdarstellung) der Al- 
gebra R. Der Kern dieses Homomorphismus besteht aus den und nur den 
Elementen a von R, die der Bedingung 


ac=0 fürall zER 


genügen. Hieraus folgt insbesondere: Ist R eine Algebra mit Einselement, so 
ist die linke reguläre Darstellung ein Isomorphismus. 

Offenbar kann nun ein Linksideal I, der Algebra R als ein Teilraum von R 
definiert werden, der von R verschieden ist und bezüglich aller Operatoren A, 
der linken regulären Darstellung invariant ist. Daher erzeugt der Operator A, 
einen linearen Operator im Quotientenraum R/I, (vgl. $1, Nr. 7). Bezeichnen 
wir diesen mit A} ‚so ist die Zuordnung «—> A, offenbar ein Homomorphismus 
der Algebra R in die Algebra der linearen Operatoren im Raum R/];. 

Eine Algebra R werde primitiv genannt, wenn es in ihr ein maximales 
Linksideal I, gibt, für das dieser Homomorphismus a— 4A/ ein Isomorphismus 
ist. In diesem Fall ist die Gesamtheit aller Operatoren A, eine irreduzible 
Algebra von Operatoren in R/I,. Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit M 
einen Teilraum von R/I,, welcher bezüglich aller Operatoren A), a € R, in- 
variant ist. Dann ist die Gesamtheit J aller Repräsentanten x der Klassen 
EEM ein (eigentliches oder uneigentliches) Linksideal in R, das I, enthält. 
Folglich ‚gilt entweder J= I, oder J= R. Im ersten Fall ist M = (0), im 
zweiten Fall M= R/].. 
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Wir haben also den Satz 


I. Jede primitive Algebra ist einer irreduziblen Algebra von linearen Operatoren 
in einem Vektorraum isomorph.*) 


Zusammen mit Satz V aus Nr. 5 folgt hieraus der Satz 


II. Jede primitive Algebra ist halbeinfach. 
Ferner gilt der Satz 


III. Ist I + (0) ein zweiseitiges Ideal in einer primitiven Algebra R und ist a 
ein vom Nullelement verschiedenes Element der Algebra R, so gilt Ia == (0). 


Beweis. Nach Satz I darf angenommen werden, daß R eine irreduzible 
Algebra von linearen Operatoren in einem gewissen Vektorraum X ist. Dann 
gilt Ice=X fürzeX, x=#+0. Ist nun a nicht der Nulloperator, & #0, so 
existiert ein Vektor x € X, für den ax =# 0, also Iax = X ist. Hieraus schließen 
wir aber Ia = (0). 

Ein zweiseitiges Ideal I einer Algebra R heiße primitiv, wenn die zugehörige 
Quotientenalgebra R/I primitiv ist. 

Oben wurde die linke reguläre Darstellung einer. Algebra definiert. Ent- 
sprechend läßt sich die. rechte reguläre Darstellung definieren. Man ordnet 
bierzu jedem Element «€ R den Operator B,, 


B,2=xa, 


. zu, dessen Anwendung auf das Element x darin besteht, dieses von rechts. mit a 
zu multiplizieren. Die Zuordnung a — B, ist dann die rechte reguläre Darstellung 
(oder reguläre ‚Rechisdarsiellung) der Algebra R. Wie man sofort sieht, ist diese 


Zuordnung ein Antihomomorphismus von R auf die Algebra der linearen : 


Operatoren B, im Raum R. Die früheren Überlegungen lassen sich ausnahmslos 
auf den Fall der rechten regulären Darstellung übertragen, nur hat man die 
Linksideale überall durch Rechtsideale zu ersetzen, 


s8. Topologische Algebren 


1. Definition der topologischen Algebra. Eine Menge R von Elementen 
x, y, z werde eine topologische Algebra genannt, wenn folgendes gilt: 

a) R ist eine Algebra; 

b) & ist ein lokal konvexer topologischer linearer Raum?); 


c) das Produkt xy ist eine stetige Funktion des Faktors x bzw. y, wenn der 
Faktor 4 bzw. x festgehalten wird. 


!) Es gilt auch die Umkehrung. Ihr Beweis sei dem Leser überlassen. 

2) Viele Ergebnisse dieses Paragraphen behalten auch dann noch Gültigkeit, wenn die 
Algebra R ein beliebiger (also nicht unbedingt ein lokal konvexer) topologischer linearer 
Raum ist, der die Bedingung c) erfüllt. Insbesondere gilt dies für alle Ergebnisse aus 
Nr. 1 und 2. 
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Eine Abbildung «— x’ einer topologischen Algebra RB in eine topologische 
Algebra R’ heißt siefiger Homomorphismus, wenn 

a) x-> x’ ein Homomorphismus der Algebra R in die Algebra R’ ist; 

b) x x’ eine stetige Abbildung des topologischen Raumes R in den topo- 
logischen Raum R’ ist. 

Ist die Abbildung x x’ insbesondere ein Isomorphismus, so spricht man 
von einem stetigen Isomorphismus. 

Zwei topologische Algebren .R und .R’ werden topologisch isomorph genannt, 
wenn es einen in beiden Richtungen stetigen Isomorphismus von R auf R’ 
gibt. Topologisch isomorphe Algebren werden als nicht wesentlich verschieden 
voneinander angesehen. 

Eine Teilmenge R, einer Algebra R heißt abgeschlossene Teilalgebra von R, 
wenn sie folgenden Bedingungen genügt: 

&) R, ist. eine Teilalgebra der Algebra R; 

f) Rı ist ein abgeschlossener Teilraum des topologischen Raumes R. 

I. Isi R, eine Teilalgebra der Algebra R, so ist ihre abgeschlossene Hülle R, 
eine abgeschlossene Teilalgebra der Algebra R. 

Beweis. Offenbar genügt es, wenn man zeigt, daß R, eine Teilalgebra 
von Rist. Nach $ 3, Nr. 2, Satz II, ist R, ein linearer Teilraum in R, und daher 
bleibt nur noch zu zeigen: Mit x € R, und yE R, ist auch xy € R,. Für festes 
y€ R, bildet die stetige Funktion f(x) = xy den Raum ER, in sich und damit 
auch R, in sich ab. Dies bedeutet, daß xy € R, fürx € R, und yE R, ist. Für 
festes x € R, bildet die stetige Funktion p(y)= xy dann R, in R, und daher 
auch R, in R, ab. Ausx, y € R, folgt also ayE R,. 

Offenbar ist der (nichtleere) Durchschnitt von abgeschlossenen Teilalgebren 
einer Algebra R ebenfalls eine abgeschlossene Teilalgebra von R. Insbesondere 
ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilalgebren von R, welche eine 
gegebene Menge $C R enthalten, die kleinste abgeschlossene Teilalgebra, die 8 
enthält. Wir bezeichnen sie mit R,(S). 


II. Die Algebra R,(8) ist die abgeschlossene Hülle der Algebra R,(8), 
R,(8)= R,(8). 


Beweis. Jede 8 enthaltende abgeschlossene Teilalgebra muß auch R,(8) 
enthalten. Andererseits ist R,($8) nach Satz I selbst eine abgeschlossene 
Teilalgebra. Folglich ist R,($) die kleinste abgeschlossene Teilalgebra, die 8 
enthält. 

III. Die abgeschlossene Hülle einer kommutaotiven Teilalgebra einer topo- 
logischen Algebra ist kommutativ. 

Beweis. Es sei X eine kommutative Teilalgebra der topologischen Algebra R. 
Zu zeigen ist, daß X ebenfalls kommutativ ist. Für festes yE W stimmen die 
stetigen Abbildungen f({@) = xy und px) = yx auf Y und damit auch auf X 


2. Topologische Adjunktion des Einselements 181 


überein. Dann stimmen aber für festes ze U die stetigen Abbildungen 
Ay)=xy und 9,(y)=yx auf W, also auch auf X überein. Folglich gilt 
zy= ya für alle x, yEN. 

IV. Eine maximale kommutative Teilalgebra einer topologischen Algebra ist 
abgeschlossen. 

Beweis. Die abgeschlossene Hülle X der maximalen kommutativen Teil- 
algebra U ist eine kommutative Teilalgebra, die X enthält. Da W maximal ist, 
ist dies nur für Y= X möglich. 

V. Die Gesamtheit Rs aller Elemente «x einer iopologischen Algebra RB, die mit 
allen Elementen einer Teilmenge SC R vertauschbar sind, ist eine abgeschlossene 
Teilalgebra von R: 

Beweis. Sind x und y-mit allen Elementen von S vertauschbar, so haben - 
offenbar auch «x, x -+ y und xy diese Eigenschaft, d.h., R; ist eine Teilalgebra. 
Zu zeigen bleibt die Abgeschlossenheit von Rg. Hierzu bezeichnen wir mit R, 
die Gesamtheit aller Elemente x € R, für die ey = yrist. Da R, dann die Menge 
derjenigen Elemente x ist, für welche die stetigen Abbildungen f(x) = xy 
und f,(&) = yx miteinander übereinstimmen, ist .R, abgeschlossen. Daher ist Rs 
als Durchschnitt aller R,, y € $, ebenfalls abgeschlossen. 

Wir nennen die Algebra Rs den Kommutant der Menge 8 und bezeichnen sie 
mit 8’. Wie man leicht bestätigt, gelten folgende Aussagen: 

a) Enthält R das Einselement.e, so ist e€ 8°; 

b) aus $,c 8, folgt 81 285; 

eo) S’DS. 

VL Das Zentrum Z einer topologischen Algebra R ist eine abgeschlossene 
kommutative Teilalgebra von R. 

Da nämlich Z= FR’ ist, folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz V. 

VII. Die abgeschlossene Hülle eines (Links-, Rechts-, zweiseitigen) Ideals einer 
topologischen Algebra ist ebenfalls ein (Links-, Rechts- bzw. zweiseitiges) Ideal 
dieser Algebra, es sei denn, sie stimmt mit der Algebra überein. 

Beweis. Es sei etwa I, ein Linksideal der topologischen Algebra R, für das 
I, = Rist. Da I, ein Teilraum von R ist, ist die abgeschlossene Hülle I, eben- 
falls ein Teilraum von ER. Es genügt also, zu zeigen, daß aus € I,undyEeR 
stets yx € I, folgt. Dies ergibt sich aber daraus, daß für festes yE R die 
stetige Funktion f(x) = yx sicher I], in I, und damit auch IJ, in I, abbildet. 


2. Topologische Adjunktion des Einselements. Es sei R eine topologische 
Algebra ohne Einselement und R’ die aus R durch Adjunktion des Eins- 
elements entstehende Algebra. Die Algebra R’ kann als Menge der Paare 
{@, 2}, xE R, angesehen werden. Daher läßt sich in R’ eine Topologie ein- 
führen, indem R’ als topologisches Produkt der Räume € (der Menge der kom- 
plexen Zahlen) und R betrachtet wird. Offenbar ist R’ dann eine topologische 
Algebra. Der Übergang von der topologischen Algebra R zur topologischen 
Algebra R’ wird topologische Adjunktion des Einselements genannt. 


182 $8. Topologische Algebren 


3. Algebren mit stetigen Inversen. Eine topologische Algebra R mit Eins- 
element werde Algebra mit stetigen Inversen genannt, wenn es eine Umgebung 
U,(e) gibt, die folgende Eigenschaften hat: 

a) Jedes Element x € U,(e) hat ein Inverses «1; 

b) «1 ist im Punkt x= e eine stetige Funktion von x. 

In diesen Abschnitt bezeichne R fortan eine Algebra mit stetigen Inversen. 

I. Ist x, ein Element der Algebra R, das ein Inverses x,' hat, so gibt es eine 
Umgebung U (x,) mit folgenden Eigenschaften: 

a) Jedes Element zE U(x,) hat ein Inverses «’!; 

b) z’t ist im Punkt x— x, eine stelige Funktion von x. 

Beweis. Das Element e + 27! ist überall in R eine stetige Funktion von y, 
insbesondere also im Punkt y = 0. Folglich gibt es eine Umgebung U (0) mit 
der Eigenschaft e + z5'y € U,(e) für.y € U (0), d.h., es existiert (e+ «5!y)"* 
für yE U(0). Nun sei U(x,) die aus allen Elementen &,+ 9,y € U(0), be- 
stehende Umgebung von x,. Ist 2,+% € U (z,), so hat das Element 


zent Yy=nle+%,'Y) 


ein Invorses, weil x," und (e-+ x5!y)”! existieren; hierbei ist 
eat t=letuty) tn. d) 


Offenbar ist .(e-+ «5!y) im Punkt u=e eine. stetige Funktion von 
4=e+ x,'y. Nun ist aber u im Punkt y= 0 eine stetige Funktion von y, also 
im Punkt z= x, eine stetige Funktion von = x,-+y. Folglich hängt 
(e-+ 25'y)"' und daher auch x! im Punkt «= x, stetig von x ab. 

Entsprechend beweist man den Satz 

II. Istx, ein Element der Algebra, das ein linkes (rechtes) Inverses hat, so gibt 
es eine Umgebung U (x,) mit folgenden Eigenschaften: 

a) Jedes Element xE€ U (x,) hat ein linkes (rechtes) Inverses; 

b) das linke (rechte) Inverse von » ist im Punkt x, eine stetige Funktion von x 


Hierbei ist die Formel (1) durch folgende Formeln zu ersetzen: 
te (+ ya ae (2a) 
7ekatyteletyN) ta (2b) 
Aus den Sätzen I und II ergibt sich der Satz 


II. Die Gesamtheit aller Elemente der Algebra R, die ein Inverses haben, 
sowie die Gesamtheit aller Elemente von R, die ein linkes (rechtes) Inverses haben, 
. sind in RB offene Mengen. Die Gesamtheit aller Elemente von R ohne Inverses sowre 
die Gesamtheit aller Elemente von R_ohme linkes (rechtes) Inverses sind in R 
abgeschlossene Mengen. 


Unter Berücksichtigung von Satz III beweist man mühelos den Satz 


IV. Die abgeschlossene Hülle eines (Links-, Rechts-, zweiseitigen) Ideals in R 
ist ebenfalls ein (Links-, Rechis-, zweiseitiges) Ideal in R. 


3. Algebren mit stetigen Inversen 183 


Beweis. Es sei I, ein Linksideal in R und 8, die Gesamtheit aller Elemente 
von R, die kein Linksinverses haben. Dann gilt I, 8, (vgl. 87, Nr. 4, Satz I). 


Folglich liegt auch die abgeschlossene Hülle 7, in $,, so daß I, nicht mit R 
übereinstimmt. Nach Satz VII aus Nr.1 ist J, also ein Linksideal. Ent- 
sprechend erledigt man den Fall eines Rechtsideals. Ein zweiseitiges Ideal I 


ist insbesondere auch ein Linksideal, so daß seine abgeschlossene Hülle I 
nicht mit R übereinstimmt und nur noch Satz VII aus Nr. l anzuwenden 
bleibt. 
V. Jedes maximale (Links-, Rechts-, zweiseitige) Ideal in R ist abgeschlossen. 
Beweis. Die abgeschlossene Hülle I, eines maximalen Linksideals J, ist 
ein Ideal, das J, umfaßt. Wegen der Maximaleigenschaft von I, ist dies nur 


für J,= I, möglich. Folglich ist J, abgeschlossen. Entsprechend beweist man 
die Abgeschlossenheit der maximalen Rechtsideale und der maximalen zwei- 
seitigen Ideale. 

Beispiele.1.Essei G eine offene Punktmenge der komplexen Ebene und R, die Gesamt- 
heit aller in G holomorphen Funktionen. Mit den in üblicher Weise definierten Operationen 
wird R, eine Algebra, in der die Funktion f{z2)=1 die Rolle des Einselements spielt. 
Mit U(f,; K;e) werde die Menge derjenigen Funktionen f(z) € R4 bezeichnet, welche 
der Bedingung |f@)—fo(@)|<s für alle ze K genügen, wobei f,e R, und K eine ab- 
geschlossene beschränkte Teilmenge von @ ist. Wir definieren nun in R, eine Topologie, 
indem wir aus allen möglichen endlichen Durchschnitten solcher Mengen U(f,; K;e) 
eine Umgebungsbasis bilden. Wie man leicht nachprüft, wird RB, mit der so definierten 
Topologie zu einer topologischen. Algebra. 

Jetzt sei 8 eine beliebige abgeschlossene Punktmenge der komplexen Ebene. Jede 
offene Menge U D 8 soll eine Umgebung T (8) der Menge 8 genannt werden. Eine Funktion 
F(z) heiße analytisch auf $, wenn sie in einer Algebra Ry.s, legt. Mit R($) bezeichnen wir 
die Gesamtheit aller Funktionen /(z), die auf 8 analytisch sind; hierbei sollen Funktionen 
he) e Ro,(8), fa) € Ro, (8), die auf einer Umgebung von $ miteinander übereinstimmen, 
als nicht voneinander verschieden angesehen werden. Definieren wir die Operationen wieder 
in der üblichen Weise, so wird R($) eine Algebra, wobei die Funktion f(z) = 1 abermals 
die Rolle des Einselements spielt. Wir definieren nun in R($) eine Topologie, indem wir 
als Umgebungen in R($) diejenigen konvexen Mengen nehmen, welche die Eigenschaften 
haben, daß ihr Durchschnitt mit jedem Ry.s, eine Umgebung!) in Ry.s, ist. Mit dieser 
Topologie wird R($) zu einer topologischen Algebra. 

Wie man leicht sieht, ist R($) eine Algebra mit sietigen Inwersen. 

Die Algebra R($) sowie deren Verallgemeinerung auf Funktionen von mehreren kom- 
plexen Veränderlichen wurden in Arbeiten von WAELBROEcK [1] untersucht: 

2. Wir betrachten die Algebra B($) aller beschränkten linearen Operatoren in einem 
Hırzertschen Raum 9 (vgl. Beispiel 3 aus $7, Nr. 1) und definieren in B(H) eine lokal 
konvexe Topologie durch das System der Halbnormen 


Pr, A)=KAr, pl ©, yEed. 
Es bezeichne U(Ay; 2%»: 5 Y1s --+>Yn; €) die Menge derjenigen Operatoren 
AEB(H), welche den Ungleichungen - 
KA — Au); aD! < € (k=1,2, ..., n) 


1) Dies bedeutet, daß R($) der induktive Limes der Algebren Ry.s, ist (vgl. hierzu die 
Fußnote auf 8. 218). 
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genügen, mit Vektoren &,,..., 3% Y1> +, /, aus ö und einer Zahl e > 0. Für alle mög- 
lichen 2...» 41» ::., 4, und alle möglichen <> 0 bilden diese Mengen eine Um- 
gebungsbasis, Die auf diese Weise definierte Topologie wird die schwache Topologie von 
B(H) genannt. 

Auf Grund von $3, Nr. 4, Satz III, ist B($) in dieser Topologie ein lokal konvexer 
Raum. Ohne Schwierigkeiten läßt sich zeigen, daß in der schwachen Topologie das 
Produkt AB, wenn einer der Faktoren festgehalten wird, in bezug auf den anderen stetig 
ist. Folglich ist ®(H) mit der schwachen Topologie eine topologische Algebra. Wir über- 
lassen es dem Leser, nachzuweisen, daß B($) mit dieser Topologie keine Algebra mit 
stetigen. Inversen ist. 


4. Die Resolvente in einer Algebra mit stetigen Inversen. Es sei R wiederum 
eine topologische Algebra mit stetigen Inversen. Eine komplexe Zahl A wird 
regulärer Punkt des Elements x€ R genannt, wenn das inverse Element . 
(x — Ae)”t existiert. Die Gesamtheit aller nichtregulären Punkte heißt das 
Spektrum des Elements x. 

Man nennt (x — ke)! die Resolvente des Elements x. Die Resolvente ist also 
die für alle regulären Punkte A des Elements x definierte Vektorfunktion 


= (2 — Fe). (1) 
I. Die Resolvente x, genügt für alle regulären Punkte des Elements x der 
Beziehung 
Es ist nämlich 
(x — Are) &,= [a — Age) + (a—A)ela,=e+(A— A), 
=> (u A1e) 20, = 64 (aA) 2, 2) 


%, 7%, (Ad— 4) X, 0,* 


woraus die Beziehung (1) folgt, wenn von links mit x, multipliziert wird. 


II. Die Menge R, aller regulären Punkte eines Elements x ist offen, und die 
Resolvente x, ist eine analytische Vektorfunktion auf R,- 

Beweis. Es möge x, = (x — },e)"! existieren. Dann gibt es eine Umgebung 
U(#2— Age) derart, daß jedes Element yE U(x — A,e) ein Inverses hat. Da 
nun yy= x — ke eine stetige Funktion von 4 ist, gibt es eine Umgebung U (},) 
derart, daß y, € U(&— ge) für} € U (},). Für diese y, existiert dann x, = yz!. 
Damit ist aber gezeigt, daß N, offen ist. Gleichzeitig sehen wir, daß x, in jedem 
Punkt }, € R, stetig ist. 

Nun sei AE U(A,). Nach (1) gilt 


folglich ist 


Geht man nun hier unter Berücksichtigung der Stetigkeit von », im Punkt 2, 
für A—> A, zur Grenze über, so folgt die Existenz des Grenzwerts 
lim PZ5 
3—h, A ua Ao 
d.h., x, ist in 9, analytisch. 


2 
= 
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III. Die Menge Rt, enthält eine Umgebung des unendlich fernen Punktes, und 
die Resolvente x, ist im Unendlichen regulär. 

Beweis. Es sei U,(e) eine Umgebung des Einselements, deren sämtliche 
Elemente ein Inverses haben. Wir setzen n=4. Da e— ux stetig von u 
abhängt, gibt es eine Umgebung |u| <e, für die e— ux € U,(e) ist. Dann 
existiert (e — aux)" für |u| <e. Außerdem ist 


lim (e— ua)!=e. (3) 
u>0 


Dies bedeutet aber, daß |e = «) in der Umgebung |A| > = des unendlich 


fernen Punktes existiert. Für diese A-Werte existiert dann auch 
u 1 a 1 1:22:18 e 
= (x —2e) | Ale ; =)| 1 (e— ; =) =— ule— ux)!. (4) 


Es bleibt zu zeigen, daß x, in der gesamten Umgebung eine analytische 
Funktion von A ist. Für u=#0, |u| <e folgt die Existenz der Ableitung 
(2;)}, zus Satz II, während sie im Punkt u = 0 nach (3) und (4) gleich 


lim = — lim (e— ux)"!= —e 
1u>0 


ist. Folglich ist x im Unendlichen analytisch. 


Theorem 1. Das Spektrum jedes Elements x einer Algebra mit stetigen Inversen 
ist eine michtleere Menge. 

Beweis. Wären alle Punkte } der komplexen Ebene reguläre Punkte eines 
Elements x € R, so müßte die Resolvente x, von » in der ganzen Ebene eine 
analytische Funktion sein. Nach dem Liouvirueschen Satz (vgl. $3, Nr. 12, 
Satz II) wäre x, also gleich einem festen Element ce, 2,= c, d.h. 


e= (x —Ae)c. (5) 


Setzt man A= 0, so hätte man 
. e=%6; (6) 


nach (5) wäre also Ac=0 oder c=0, weil A beliebig ist. Dies widerspricht 
aber (6). 


5. Topologische Divisionsalgebren mit stetigen Inversen. Eine Algebra R 
über dem Körper der komplexen Zahlen werde Divisionsalgebra genannt, wenn 
jedes vom Nullelement verschiedene Element von R ein Inverses hat. Ist R 
hierbei eine topologische Algebra mit stetigen Inversen, so wollen wir von einer 
topologischen Divisionsalgebra mit stetigen Inversen sprechen. 


Theorem 2. Jede topologische Divisionsalgebra R mit sietigen Inversen ist 
dem Körper der komplexen Zahlen isomorph. 


Beweis. Es genügt offenbar, wenn wir zeigen, daß jedes Element ER 
die Gestalt x= Ae hat. Die Zuordnung Ae> A ist dann ein Isomorphismus 
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von R auf den Körper der komplexen Zahlen. Wäre aber x —Ae für kein A 
gleich dem Nullelement, so würde (x — Ae)”! für alle A existieren (weil R eine 
Divisionsalgebra ist), d. h., das Spektrum von x wäre die leere Menge, was 
nach Theorem 1 aus Nr. 4 jedoch unmöglich ist. 

Für den Spezialfall normierter Algebren (vgl. $9) wurde Theorem 2 zuerst von 
8. Mızur [1] veröffentlicht, der den Satz auf gänzlich anderem Weg erhielt. Der hier 
wiedergegebene Beweis stammt im wesentlichen von I. M. Gzurann [1-4], der ebenfalls 
den Spezialfall normierter Algebren betrachtete. Später wurden verschiedene Verallge- 
meinerungen dieses Satzes angegeben (vgl. etwa Arzns [3] und Stone [7]). 


6. Algebren mit stetigen Quasiinversen. Eine topologische Algebra werde 
Algebra mit steligen Quasiinversen genannt, wenn es eine Umgebung U (0) gibt, 
für die gilt: 

a) Jedes Element x € U(0) hat ein. Quasiinverses x’; 

b) x’ ist im Punkt x = 0 eine stetige Funktion von «. 

Ist R eine Algebra mit stetigen Quasiinversen, die ein Einselement hat, so 
ist R. offenbar eine Algebra mit stetigen Inversen. Hieraus schließen wir: 


I. Ist R eine Algebra mit stetigen Quasiinversen, die kein Einselement hat, so 
ist die aus R durch topologische Adjunktion des Einselements entstehende Algebra 
R’ eine Algebra mit stetigen Inversen. 

Mit diesem Satz ist die Untersuchung von Algebren mit stetigen Quasi- 
inversen auf die Untersuchung von Algebren mit stetigen: Inversen zurück- 
geführt. 


II. Jedes zweiseitige Ideal I in einer Algebra RB mit stetigen Quasüinversen ist 
ebenfalls eine Algebra mit steigen Quasiinversen. 

Beweis. Es sei U(0) eine Umgebung des Nullelements von R, die den 
Bedingungen a) und b) genügt. Dann ist U(0)N I eine Umgebung des Null- 
elements in ], welche die entsprechenden Eigenschaften hat. Zum Beweis 
braucht also nur noch bemerkt zu werden, daß wegen = — x — xx’ mit 
xzEI auch »’ EI ist. 

In einer Reihe von Arbeiten (vgl. beispielsweise KApLanskY [1—14]) werden 
verschiedene Verallgemeinerungen von Algebren mit stetigen Quasiinversen 
unter zusätzlichen Voraussetzungen betrachtet. 
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1. Definition der normierten Algebra. Eine Menge R von Elementen 
2%, 9,2, .... soll normierte Algebra genannt werden, wenn folgendes gilt: 


a) R ist eine Algebra; 
b) R ist ein normierter Raum; 
ce) für je. zwei Elemente x, yER gilt 
»si=|ellvl; () 


d) hat R ein Einselement e, so soll |e|=1 sein. 


1. Definition der normierten Algebra 187 


Die Norm des normierten Raumes. R induziert in bekannter Weise in R eine 
Topologie (vgl. $4, Nr. 1); es sei daran erinnert, daß in dieser. Topologie die 
Kugeln |« — x,| < r mit dem Mittelpunkt % eine Umgebungsbasis des Elements 
x,€ R bilden. 


I. In der durch die Norm festgelegten Topologie ist das Produkt xy eine bezüglich 
der beiden Veränderlichen x und y- stetige Funktion. 


Wegen (1) gilt nämlich 
ey — 0%] = |(@— %) (y— Yo) + (@— 2%) Yot 2o(y — Yo) 
< | —%||y—y|+|® %o| | Yo! } EA: Yo|> 


woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 

Da ein normierter Raum R stets ein lokal konvexer topologischer linearer 
Raum ist, ergibt sich aus Satz I der Satz 

II. In der durch die Norm festgelegten Topologie ist eine normierte Algebra 
‚stets eine topologische Algebra. 

Eine normierte Algebra R heiße vollständig, wenn R als normierter Raum 
vollständig ist. Eine vollständige normierte Algebra wird auch Bawacssche 
Algebra genannt. 

TU. Jede nichtvollständige normierte Algebra kann in eine vollständige normierte 
Algebra eingebeitet werden. 

Beweis. Es bezeichne R die vollständige Hülle des normierten Raumes R 
(vgl. $4, Nr. 1, Satz IT). Wir wollen in R eine Multiplikation definieren. Hierzu 
nehmen wir Elemente &, FE R und bezeichnen mit x, bzw. y, eine zu # bzw. 7 
gehörige Fundamentalfolge aus R. Werden in (2) jetzt x, x, durch &,, %,, und 
%,y, durch y,, Y ersetzt, so folgt, daß x, y, ebenfalls eine Fundamentalfolge ist. 
Das durch x,y, definierte Element aus R soll nun als Produkt xy von & und y 
erklärt werden. Durch abermalige Anwendung von (2) erkennt man die Un- 
abhängigkeit dieser Definition von der Wahl der zugehörigen Fundamental- 
folgen x,, Y,. Ist insbesondere <= z€E RundY=yeER, so braucht man nur 
%,= x und y„= y zu setzen, um zu sehen, daß das soeben definierte Produkt 
in diesem Fall mit dem Produkt in R übereinstimmt. Geht man schließlich in 
den entsprechenden Beziehungen, die für die Elemente der Algebra R gelten, 
zur Grenze über, so folgt, daß R eine Algebra ist, für deren Elemente ebenfalls 
die Ungleichung |&Y| < |&| || gilt. Folglich ist R eine vollständige normierte 
Algebra, die R als Teilalgebra enthält. 

Die Algebra R heißt vollständige Hülle der Algebra R. 

Beispiele. 1. Die Algebra C(T). Es sei T' ein topologischer Raum. Die Gesamtheit C(7) 
aller auf 7’ definierten beschränkten stetigen Funktionen x{t) ist ein vollständiger nor- 
nierter Raum (vgl. $4, Nr. 1, Beispiel 2) mit der Norm 

je] = sup|=()]|. 
LET 


(2) 


In C{T) kann die gewöhnliche Multiplikation von Funktionen als Multiplikation definiert 
werden, so daß (29) (t) = x{t)y(t) ist. Offenbar gilt dann |zy|= |xz] |y|, d.h. CP) ist 
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eine BanachHsche Algebra. Ist 7 bikompakt, so kann die Forderung der Beschränktheit: 
der Funktionen x(t) auf Grund von Satz VII aus $2, Nr. 7, als überflüssig fortgelassen 
werden. 

2. Die Algebra B(X). Zunächst sei daran erinnert, daß B(X) die Gesamtheit aller 
beschränkten linearen Operatoren auf dem BawacHschen Raum X bezeichnet (vgl. $ 4,. 
Nr. 4). Wie wir sahen, ist ®(X) ein vollständiger normierter Raum, wobei die Norm in 
(X) die Operatornorm ist. In B(X) wird als Multiplikation die Multiplikation von: 
Operatoren eingeführt, wobei dann nach $4, Nr. 4, 

A2B|=|A|B| 
gilt. Folglich ist B(X) eine BanachHsche Algebra. 

3. Die RE W. Es bezeichne W die Gesamtheit aller absolut konvergenten Reihen 
z(t) = B51 e„e*: mit der Norm 


Nn=—X 


I21= 3 lol. 


Werden Addition, Multiplikation mit einer Zahl und Multiplikation als die entsprechenden. 
Operationen mit den Funktionen x(t) definiert, so wird W eine Banachsche Algebra. 


2. Adjunktion des Einselements. Es sei R eine normierte Algebra ohne Eins- 
element und R’ die aus R durch Adjunktion des Einselements entstehende 
Algebra. Man kann in R’ eine Norm einführen, indem man einfach 


lae+z2j=|al+le|, zER, 
setzt. Mit dieser Norm ist R’ eine normierte Algebra. 
Ist R vollständig, so ist auch BR’ vollständig. 
Den Beweis dürfen wir wegen seiner Einfachheit übergehen. 
3. Banachsche Algebren mit Einselement. 


I. Eine Banachusche Algebra mit Binselement ist siets eine Algebra mit stetigen 
Inversen. 


Beweis. Wir betrachten die durch die Ungleichung 
e—e|l<1 
definierte Umgebung U,(e) des Einselements e. Jedes Element x € U,(e) kann 


offenbar in der Gestalt. %= e-+ y mit |y| <1 dargestellt werden. Wegen der 
Vollständigkeit von R konvergiert die Reihe 


ne (3) 
absolut in R, weil die Reihe der Normen 
1+jyl+lyP+lyP+ 
konvergiert. Bezeichnet 2 die Summe von (3), so gilt 
z=e— yle—y+yP—y’+)=e—yz, (4) 
z+ y2z=e,(e-+y)z=e. 
Entsprechend ergibt sich z(e+- y) = e, so daß z Inverses von = e-+ y ist. 


also 
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Somit hat jedes Element x € U,(e) ein Inverses x!=z. Wir wollen die 
Stetigkeit von x! für x= e zeigen. Aus (4) folgt zunächst 
at e]=j.—el<iyilel. 
PR 00 
1-1y| 

& Y & 
"-elsjyials nn ST 2 
d.h, x! ist für z= e stetig. 

Alle für Algebren mit stetigen Inversen gewonnenen Ergebnisse (vgl. $ 8, 
Nr. 3) sind also speziell für BawacHsche Algebren mit Einselement gültig. 
Insbesondere gelten folgende Aussagen: 


Andererseits ist 
Klsi+lyltiyP+ = 
Daher gilt 


für |y|<e, 


II. Es sei R eine Banachsche Algebra mit Einselement. 


1. Die Gesamtheit aller Elemente, die ein (Links-, Rechts-, zweiseitiges) Inverses 
haben, ist eine offene Menge; 

2. x! ist in allen Punkten, in denen es existiert, eine stetige Funktion von x; 

3. die abgeschlossene Hülle eines (Links-, Rechis-, zweiseitigen) Ideals ist 
ebenfalls ein (Links-, Rechis-, zweiseitiges) Ideal; 

4. ein maximales (Links-, Rechts-, zweiseitiges) Ideal ist abgeschlossen; . 

5. die Menge N, aller regulären Punkte eines Elemenis x € R ist offen, und die 
Resolvente x, = (x — Ae)”* ist eine analytische Funktion von A; 

6. das Spektrum jedes Elements x € R ist eine nichtleere Menge. 


III (IL. M. Gerranp [1] und S. Mazur [1]). Jede vollständige‘ normierte 
Divisionsalgebra ist dem Körper der komplexen Zahlen isomorph. 


Ferner gilt der Satz 


IV. In einer BanachHschen Algebra ist die Quotientenalgebra nach einem ab- 
geschlossenen zweiseitigen Ideal I eine Banacusche Algebra. 

Beweis. Da I abgeschlossen ist, ist der Quotientenraum R/I ein voll- 
ständiger normierter Raum (vgl. $4, Nr. 3). Andererseits ist R/I eine Algebra, 
wenn I ein zweiseitiges Ideal ist (vgl. $7, Nr. 4). Es bleibt also zu zeigen, daß 
in R/I die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind: a) |&7| < |2| [9]; 
b) für das Einselement € von R/I gilt je) =1. 

Da 

jöj=int|e], 19] inf!y) 
ser YVEY 


ist, gibt es zu jedem & > 0 Elemente x, € &, y, € Y, für die 
|] <l&l-+8&, |n]<ldl+e 


gilt. Dann wird aber 


aut als zn mi< (delt ) (Alto) 


WOTaUus 1:7] < jö] 19] 


190 89. Normierte Algebren 


folgt, weil e>0 beliebig war. Nun haben alle Elemente & der Umgebung 
|e—x| < 1 ein Inverses (vgl. Satz I) und gehören daher zu keinem Ideal in R, 
insbesondere also nicht zu I. Demzufolge gilt e +al=|e— (—a)| >1 für 
a € I, wobei das Gleichheitszeichen für « = 0 steht. Dies bedeutet 


löj=infle+ta|=1. 
acI 


Es gilt folgende Verschärfung von. Satz II: 


V. Wenn in einer Banachschen Algebra R mit Einselement jedes Elemeni 
x =#+0 ein Linksinverses hat, so ist R dem Körper der komplexen Zahlen iso- 
morph. 

Beweis. Es bezeichne R, die kleinste abgeschlossene Teilalgebra von .R, 
die ein gegebenes Element x € R enthält. Nach Satz III aus $ 8, Nr. 1, ist R, 
kommutativ, und es gibt (vgl. $8, Nr. 4, Theorem 1) komplexe Zahlen A, für 
die («—Ae)-! in R, nicht existiert. Es sei A, ein Randpunkt der Menge dieser 
A-Werte. Dann existiert (e— Age)! nicht in R,, jedoch gibt es eine Folge 
An Ag, so daß (x, —A„e)”* in R, und damit auch in R existiert. Nun gilt 
|(@ —Ane)|— oo für n—> oo. Andernfalls ließe sich nämlich aus der Folge A, 
eine Teilfolge 7), auswählen, für die |(® —A,e)"!| beschränkt. wäre. Dann 
könnten wir aber: aus der Ungleichung 


|(«— Ze]: — (me) < | — A| (2 — Ane)t| a —Ame) | 
(vgl. 88, Nr. 4, Satz I) schließen, daß die Folge (x — A),e) "1 einen Limes besäße, 


der ofienbar gleich dem Inversen von x — A,e wäre. 
Wir setzen nun 


x (©), 27 
Dann gilt Ye Tem me 
_ |@— 30) @— ne) _ en (2 — Aue)" 14 (A,— A0) (a Aye)}] 
(&— Age) Yn| 3] (@—2,e"t| ; 


1 et 

s eu] +l—A|—>0 für n—o,. 
Das Element x — A,e hat kein Linksinverses in R; wäre nämlich 2ER und 
2(@ — ),e)= e, so hätten wir y,= 2(2 — Aye) „> 0 für 2-00, was wegen 
|4„| = 1 unmöglich ist. 

Somit hat x — },e kein Linksinverses, was nach Voraussetzung nur für 
moglich ik: z—he=0 oder = Age 

Der entsprechende Satz gilt offenbar auch für Algebren, deren sämtliche 
Elemente mit Ausnahme von x = 0 ein Rechtsinverses haben. 


4. Stetige Homomorphismen normierter Algebren. 


I. Bei einem sieligen Homomorphismus &-> x einer normierten Algebra RB 
in eine normierte Algebra FR’ gilt mit einer gewissen Konstanten C stets die 


Ungleichung la’| < re) ie]. (1) 
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Ein derartiger Homomorphismus ist nämlich insbesondere ein stetiger 
linearer Operator aus Rin R’, der nach Satz I aus $ 4, Nr. 4, beschränkt ist. 


II. Jeder sietige Homomorphismus x&— x’ einer normierien Algebra R in 
eine normierte Algebra R’ kann auf eine und nur eine Weise zu einem stetigen 
Homomorphismus der vollständigen Hülle von R in die vollständige Hülle von R’ 
fortgesetzt werden. 


Beweis. Da der Homomorphismus «— x’ insbesondere ein beschränkter 
Operator aus Rin R’ ist, kann er auf eindeutige Weise zu einem beschränkten 
linearen Operator aus .R in R’ fortgesetzt werden. Dieser Operator ist dann 
aber ebenfalls ein Homomorphismus. Aus x, yER, 2, m„eR und, >, 
Yn>y für n> oo folgt nämlich ©, x, > y für n—> oo. Durch Grenz- 
übergang in (x,4,) = xy, folgt also (xy) = xy. 


III. Jeder stetige Isomorphismus einer Banacuschen Algebra R auf eine 
Banactsche Algebra R’ ist ein topologischer Isomorphismus. 


Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Banachschen Satz ($ 4, Nr. 4, 
Satz VI), weil ein derartiger Isomorphismus insbesondere ein eineindeutiger 
beschränkter linearer Operator ist, der den vollständigen normierten Raum R 
auf den vollständigen normierten Raum R’ abbildet. 


IV. Bei einem stetigen Homomorphismus einer BanachHschen Algebra R auf 
eine Banachsche Algebra R’ ist der Kern des Homomorphismus ein ab- 
geschlossenes zweiseitiges Ideal I, wobei die Algebra R’ der Quotientenalgebra R/I 
topologisch isomorph ist. Umgekehrt erzeugt jedes abgeschlossene zweiseitige 
Ideal I einer BawacHschen Algebra R einen stetigen Homomorphismus, den 
sogenannten natürlichen Homomorphismus der Algebra R auf die Algebra R/T. 


Beweis. Nach $7, Nr. 6, Satz IL, ist der Kern / des Homomorphismus von RE 
auf R’ ein Ideal, und R’ ist R/I isomorph. Als Urbild der nur aus dem Null- 
element von R’ bestehenden abgeschlossenen Menge ist das Ideal I abgeschlos- 
sen. Folglich ist R/I eine vollständige normierte Algebra. Bildet man in (1) 
die untere Grenze in bezug auf alle x aus der Klasse € € R/I, die einem ge- 
gebenen Element x’ entspricht, so ergibt sich |x’| < C|&|. Demnach ist unser 
Isomorphismus von R/I auf R’ stetig und damit ein topologischer Isomorphis- 
mus. Die Umkehrung ist trivial, weil |&E| < || für ze & € R/I gilt. 

Eine Abbildung x— x’ einer normierten Algebra R auf eine normierte 
Algebra R’ heißt isometrischer Isomorphismus, wenn folgendes gilt: 


a) x— »’ ist ein Isomorphismus der Algebra R auf die Algebra R’; 
b) x-> x’ ist eine isometrische Abbildung des normierten Raumes R auf 


den normierten Raum R’. 

Offenbar ist ein isometrischer Isomorphismus auch ein topologischer Iso- 
morphismus. 

Zwei normierte Algebren R und R’ heißen. isomeirisch isomorph, wenn. es 
einen isometrischen Isomorphismus von R auf R’ gibt. 
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5. Reguläre Darstellungen einer normierten Algebra. Wir erinnern uns 
zunächst, daß die linke und die rechte reguläre Darstellung a—> A, bzw. 
a— B, einer Algebra R durch die Formeln 


4,2=ax, B,xr=xa 
definiert wurden (vgl. $7, Nr. 7). 


I. Die linke (rechte) reguläre Darstellung einer normierten Algebra R ist ein 
steiiger Homomorphismus (Antihomomorphismus) der Algebra R in die Al- 
gebraB(R) der beschränkten linearen Operatoren im Raum R. 


Aus den Ungleichungen 
4sa|<lallel, [Bexi<lallel a) 


4.|=le|, |B.|=< el. (2) 


II. Ist R eine normierte Algebra mit Einselement, so ist die linke (rechte) 
reguläre Darstellung von R ein isometrischer Isomorphismus (Antiisomorphismus) 
von R in B(R). 

Für & = e gehen nämlich die Ungleichungen (1) in Gleichungen über, so daß 
in diesem Fall |A,|= |a| und |B,| = |«]| ist. 

Wir wollen noch die zu den regulären Darstellungen gehörigen konjugierten Darstellun- 
gen betrachten. Es bezeichne RB einen Bavachschen Raum und R’ den zu R konjugierten 
Banachschen Raum. Ferner seien A} bzw. B/ die zu A, bzw. B, adjungierten Operatoren. 
Aus den Sätzen I und II schließen wir unter Berücksichtigung der Eigenschaften des 
adjungierten Operators (vgl. $5, Nr. 11): 

III. Die Zuordnung a—> BA ist ein steliger Homomorphismus und die Zuordnung a— A} 
ein steliger Antihomomorphismus der normierten Algebra R in die Algebra B(R’). Hat R 
ein Einselement, so ist a— B} ein isomeirischer Isomorphismus und a + A}, ein isomeirischer 
Antiisomorphismus. 

Ferner gilt der Satz 

IV. Der Orthogonalraum eines abgeschlossenen Rechtsideals einer Bawachuschen Algebra R 
ist ein von (0) verschiedener abgeschlossener!) Teilraum in R’, der bezüglich aller Operatoren 
B, invariant ist. Umgekehrt ist jeder derartige abgeschlossene invariante Teilraum der Ortho- 
gonalraum eines abgeschlossenen Rechisideals in R. 

Beweis. Es sei % der Orthogonalraum des abgeschlossenen Rechtsideals I,. Nach 
Satz I aus $3, Nr. 11, ist I ein abgeschlossener Teilraum von RE’. Wir beweisen, daß 
Bife Nfür alle ae R ist, wenn FEN ist. Aus der Definition des Orthogonalraumes folgt 


fa)=0 füralle zeE],. 


folgt nämlich 


Da mit ze I, auch zueE I, ist, gilt 
<#,Bip=<B,8,$=faa)=0 fürall ze], 
d.h, es ist BIFEN. 
Umgekehrt sei nun X ein von (0) verschiedener abgeschlossener Teilraum von R’, der 


bezüglich aller Operatoren B/ invariant ist. Nach $3, Nr. 11, Satz II, ist X dann der 
Orthogonalraum eines abgeschlossenen Teilraumes SC.R. Es bleibt also nur noch zu 


1) Hier wird überall die Abgeschlossenheit in R’ im Sinne der schwachen Topologie von 
ER’ verstanden. 
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zeigen, daß 8 ein Rechtsideal in R ist. Aus R = (0) folgt 8 + R. Nun size Sundae.R. 
Ist dann auch xa € 8, so ist 8 ein Rechtsideal in R. Nach $ 3, Nr. 11, Satz IL, besteht 8 
aus den und nur den Elementen x, die der Bedingung 


fa)=0 fürall fER 
genügen. Da X ein invarianter Teilraum ist, gilt mit FEN auch BEN. Es ist also 
faa)=<&, Bif>=0 für alle FEN, 


woraus, wie wir oben sahen, za € $ folgt. 

Ein abgeschlossener invarianter!) Teilraum N == (0) aus 2’ werde minimal genannt, 
wenn er keinen anderen abgeschlossenen invarianten Teilraum = (0) enthält. Jedes 
Funktional aus einem minimalen invarianten Teilraum soll elementar genannt werden. 

Aus $3, Nr. 11, Satz IV, und obigem Satz IV folgt nun: 

V.R ist genau dann ein minimaler invarianter Teilraum von R’, wenn er der Orihogonal- 
raum eines maximalen Rechtsideals in R ‘ist. 

Nach $7, Nr. 4, Satz II, ist jedes Rechtsideal einer Algebra mit Einselement in einem 
maximalen Rechtsideal enthalten. Damit ergibt sich aus den Sätzen IV und V: 

VI. Ist Reine Algebra mit Einselement, so enthält jeder von (0) verschiedene abgeschlossene 
invariante Teilraum von R’ einen minimalen inwarianten Teilraum und folglich elementare 
Funktionale. 

Wiederum bezeichne R eine Bawacksche Algebra mit Einselement. Weiter sei f=+ 0 
ein beliebiges Funktional aus R’. Wir betrachten die Menge aller Funktionale der Gestalt 
fa(&) = f{xa), a€ R. Ihre abgeschlossene lineare Hülle in R’ ist ein abgeschlossener in- 
varianter Teilraum. Wir bezeichnen ihn mit R. Wegen f = 0 ist % + (0). Folglich enthält SR 
elementare Funktionale. Aus der Definition von % folgt nun aber, daß jedes Funktional 
pen Limes einer Folge von Funktionalen f,(x) = f{za) ist (im Sinne der. schwachen 
Topologie von R’). Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 

VIE. Ist R eine Bawacusche Algebra mit Einselement und +0 ein Funktional aus PR’, 
so gibt es elemeniare Funktionale, die im Sinne der schwachen Topologie Limites von Folgen 
sind, die aus Funktionalen der Gestalt f(x) = f{xa) bestehen. 

Die regulären Darstellungen einer Algebra können auch zum Beweis des’ folgenden 
Satzes benutzt werden. 

VIH. Es sei RB eine vollständige topologische Algebra mit Einselement, deren Topologie 
durch eine Norm \x| definiert ist. Dann ist R einer Banaouschen Algebra topologisch %so- 
morph. 

Beweis. Wir betrachten die linke reguläre Darstellung <—> A, der AR, R. Da R 
ein Einselement hat, ist diese Darstellung ein ur wobei 


} Be 


Tel” 


!4,|= sup |»y|2 |® 
Ivj=1l 


oder 
«ze! „ 
gilt, d.h, der Isomorphismus A,—> x ist stetig. 

Wir zeigen nun, daß das Bild der Algebra R bei dieser Abbildung in B(R) abgeschlossen 
und daher eine vollständige Algebra ist. Hieraus und aus Nr. 4, Satz III, folgt dann, daß 
x>A, ein topologischer Isomorphismus ist, d. h., daß R der vollständigen normierten. 
Algebra aller Operatoren. A, topologisch isomorph ist. 


2) In Nr. 5 verstehen wir fortan unter einem „invarianten Teilraum‘‘ einen Teilraum 
von R’, der in bezug auf alle Operatoren B/ invariant ist. 
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Zum Beweis bemerken wir, daß die Operatoren A, der Beziehung 
A,(y)=4,y-2 


genügen; es ist nämlich A,(y2) = x(yz) = («y)2= A,y- z. Umgekehrt ist jeder Operator A 
in ER mit der Eigenschaft - 
Aly)=4Ay-z füralle y,zeR (3) 


ein Operator der Gestalt A,, wobei x — Ae ist. Um dies einzusehen, braucht man in (3) 
nur y=e zu setzen; dann ergibt sich nämlich 


Az=Ale2)= Ae-2=iwr. 


Nun sei 4., eine Folge, die im Sinne der Norm von B(R) gegen einen Operator AE B(R) 
konvergiert. Geht man dann in der Gleichung A.,(y2) = Az,y 2 für n> © zur Grenze 
über, so folgt, daß A der Bedingung (3) genügt und daher ein Operator der Gestalt A, ist, 
Folglich ist die Menge aller Operatoren A, abgeschlossen, und. Satz VII ist bewiesen. 

Aus diesem Satz folgt, daß das Produkt xy von Elementen einer Algebra R in beiden 
Variablen gleichzeitig stetig ist, wenn R eine vollständige topologische Algebra mit 
Einselement ist, deren Topologie durch eine Norm festgelegt ist. 
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1, Definition und Eigenschaften der symmetrischen Algebren. Eine Gesamt- 
beit R von Elementen x,y,... soll eine symmetrische. Algebra!) genannt 
werden, wenn folgendes gilt: 


1. R ist eine Algebra; 


2. in.£ ist eine Operation definiert, die jedem Element x aus R ein Element x* 
aus R zuordnet, so daß silt: 


a) Au+ uy)*= dat + Ay®; 

b) +; 

Die Operation 2— x* werde Involution genannt, während die Elemente x 
und-x* zueinander konjugiert heißen sollen. 

Ein Element x heiße hermitesch, wenn x" — x ist, 


I. Jedes Element x einer symmetrischen Algebra läßt sich auf eindeutige Weise 
in der Gestalt <= x, + ix, darstellen, wobei x, und x, hermitesche Elemente 
sind. 


Angenommen, es gäbe eine solche Darstellung. Dann muß «*—= x, — im, 
und folglich . 
+ 8* — 5 
% 3 ’ %z == 2; dA) 


2) In der Literatur wird statt, der Bezeichnung „symmetrische Algebra‘ häufig die 
Bezeichnung „Algebra mit Involution‘‘ benutzt, während die Bezeichnung „symmetrische 
Algebra“ einen anderen Sinn hat (vgl. hierzu die Fußnote auf S. 228). 
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sein, d. h., die Darstellung ist jedenfalls eindeutig. Werden umgekehrt gerade 
die durch (1) definierten Elemente genommen, so gilt = x, + ix,, wobei 
x, und x, offenbar hermitesch sind. Die in Satz I behauptete Darstellung 
existiert also. 

Die Elemente x, und x, sollen die hermiteschen Komponenten des Elements x 
genannt werden. 

Ein Element x heiße normal, wenn &*x = x2* ist. 

Ist x ein normales Element, so sind seine hermiteschen Komponenten nach (1) 
miteinander vertauschbar. Umgekehrt gilt: Sind x, und x, miteinander ver- 
tauschbar, so sind auch z— &, + ix, und &* = x, — ix, miteinander vertausch- 
bar, d. h., x ist normal. Insbesondere ist jedes hermitesche Element normal. 


II. Jedes Element der Gestalt x«"x ist hermitesch. 
Aus b) und c) folgt nämlich (z*x)* = «*x** = xx. 
III. Das Einselement ist hermitesch. 


Da e*e= e* ein hermitesches Element ist, gilt nämlich e* = e. 

Ist R eine symmetrische Algebra ohne Einselement und R’ die aus R durch 
Adjunktion eines Einselements. entstehende Algebra, so kann in R’ eine 
Involution definiert werden, indem man (le+ x)*=dJe+x*, zER, setzt. 
Dann ist R’ ebenfalls eine symmetrische Algebra. Wir sagen, R’ sei die aus & 
durch Adjunktion eines Einselements erhaltene symmetrische Algebra. 


IV. Mü x! esistiert auch (x*)"!, und es ist 
ar r)*, 
Beweis. Geht man auf beiden Seiten der Beziehung 
wiaz=ant=e 
zu den konjugierten Elementen über, so erhält man 
ar (a1) (wire, 


d.h., (e”})* ist Inverses von x*. 

Eine Teilalgebra R, einer symmetrischen Algebra R heißt symmetrisch, 
wenn mit zE R, auch «* ER, ist. 

Ein nichtleerer Durchschnitt von symmetrischen Teilalgebren ist ebenfalls 
eine symmetrische Teilalgebra. Insbesondere ist der Durchschnitt aller 
symmetrischen Teilalgebren, die eine gegebene Menge SC E enthalten, die 
kleinste symmetrische Teilaigebra, die $8 enthält. Wir bezeichnen sie mit 
R.-(S). Offenbar gilt . 

Ra($) = R,(8, 8*), 


wenn 8* die Gesamtheit der zu den Elementen x € 8 konjugierten Elemente x* 
bezeichnet. Sind alle Elemente der Menge SU 8* paarweise miteinander 
vertauschbar, so ist die Algebra R,.($) kommutativ. Insbesondere ist die 
Algebra R,.(x) genau dann kommutativ, wenn «*2z—= xx* ist, d. h., wenn x 
normal ist. 


13* 
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Eine kommutative symmetrische Teilalgebra heiße mazimal, wenn sie in 
keiner anderen kommutativen symmetrischen Teilalgebra enthalten ist. Wie 
in 87, Nr. 1, beweist man: Jede kommutative symmeirische Teeilalgebra ist in 
einer maximalen kommutaiiven symmetrischen Teilalgebra enthalten. 


V. Ist X eine maximale kommutative symmeirische Teilalgebra und x ein 
normales Element aus U, dessen Inverses x”! existiert, so gehört wuch a! zu Ü. 


Beweis. Da x und x* mit allen Elementen von X vertauschbar sind, besitzen 
auch x"! und (e*)” 1= (x7})* diese Eigenschaft. Da VY maximal ist, muß 
also zlENU sein. 

Eine Abbildung x — x’ einer symmetrischen Algebra K, in eine symmetrische 
Algebra R, werde > eymanehtochen Homomorphismus genannt, wenn folgendes 
gilt: 

a) 2 x’ ist ein Homomorphismus; 

byasz>x# folet era * 


Ist 2 =’ insbesondere ein Isomorphismus, so euch: man von einem 
symmetrischen Isomorphismus. 

Symmetrische Homomorphismen von Algebren Indsanı sich mit Hilfe 
sogenannter ‚symmetrischer zweiseitiger Ideale beschreiben. 

Unter einem symmetrischen (Links-, Rechts-, zweiseitigen) Ideal werde 
ein Ideal verstanden, das mit x auch x* enthält. 

Ein symmetrisches Ideal ist stets ein zweiseitiges Ideal. In der Tat, die 
Abbildung x x* führt ein Linksideal stets in ein Rechtsideal und ein Rechts- 
ideal in ein Linksideal über; wenn also I durch x— x* in I abgebildet wird, 
so ist / sowohl Links- als auch Rechtsideal. 

In der Restklassenalgebra R/I nach einem symmetrischen (und damit 
zweiseitigen) Ideal Z läßt sich folgendermaßen eine Involution definieren. Da 
mit ©, mE I auch af —aF EI ist, geht beim Übergang von & zu x* jede 
Restklasse £ nach dem Ideal ZI wieder in eine Restklasse nach I über, die 
wir mit &* bezeichnen. Offenbar sind hierbei die Bedingungen a), b) und e) 
von 8. 194 erfüllt, so daß R/I eine symmetrische Algebra ist. 

Ist ©— x’ ein symmetrischer Homomorphismus von R auf .R,, so ist das volle 
Urbild Z/ des Nullelements von R, ein symmetrisches (zweiseitiges) Ideal in Z, 
und die Restklassenalgebra R/I ist der Algebra R, symmetrisch isomorph. 

Umgekehrt gilt: Wird jedem Element x € R die ihm entsprechende Rest- 
klasse & nach einem symmetrischen Ideal I zugeordnet, so ist x— & ein sym- 
metrischer Homomorphismus von R auf RI. 


VI. Das Badikal einer ee Algebra ist ein symmeirisches zwei- 
seitiges Ideal. 


Beweis. Bei einer Abbildung x — x* gehen die maximalen regulären Links- 
ideale in maximale reguläre Rechtsideale über. Folglich wird das Radikal 
als Durchschnitt sowohl aller maximalen regulären Rechtsideale als auch 
aller maximalen regulären Linksideale durch <> x* auf sich selbst ab- 
gebildet. 
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Beispiele. 1. Die Algebra C(T) (vgl. das Beispiel aus $9, Nr. 1) wird zu einer sym- 
metrischen Algebra, wenn man unter dem zu x = x{f) konjugierten Element x* die konju- 
giert komplexe Funktion <* = x(f) versteht. 

2. Es sei 9 ein Hınzurtscher Raum. Die Algebra 8 ($) (vgl. $9, Nr.1, Beispiel 2) ist 
eine symmetrische Algebra, wenn als Involution der Übergang zum adjungierten Operator 
angesehen wird (vgl.$5, Nr. 10). 


8. Die Algebra W (vgl.$9, Nr. 1, Beispiel 3) ist eine symmetrische Algebra, wenn für 


x 
= & ee 
n=— 0 Zr 
— Da ee BE z_ „et 
gesetzt wird. Be er 


2. Positive Funktionale. Ein lineares Funktional f{x) über einer symme- 
trischen Algebra R heißt reell, wenn es für alle hermiteschen Elemente von R 
reelle Werte annimmt. 


I. Jedes lineare Funktional über einer symmetrischen Algebra konn in der 
Gestalt = f, + ifa dargestellt werden, wobei f, und fs reelle Funktionale sind. 


Wird nämlich 
ka=z HT, hl) = Ve) FEN) 
gesetzt, so sind f(x) und f,(x) reelle Funktionale, und es gilt 
fo) sh) +ih@). 

Man nennt f(x) und f(x) die reellen Komponenten von (x). 

V. Ist f ein reelles Funktional, so gi f(x*) = Fix) für jedes x € R. 

Setzt man nämlich = x, + ix,, wobei x, und x, hermitesch sind, so folgt 

Far) = Hay — ia) = Han) — iflan) = Fan) + Io) = Hart im) 52) = F@). 


Ein lineares Funktional f(&) heißt positiv, wenn f(x*x) > 0 für alle Elemente 
ser silt. 

II. Jedes positive Funktional über einer symmetrischen Algebra mit Eiss- 
element ist ein reelles Funktional. 

Beweis. Ist f(x) ein positives Funktional, so gilt zunächst offenbar 


| k>0, 
weil ja e= e*e ist. Nun si z==e+ h mit einem hermiteschen Element h. 
De frz) =f((e+h)* (c+h)) 20, 
= fe) + 27h) + F(R*h) 20. 


Folglich ist f{h) eine reelle Zahl; also nimmt f(x) für alle hermiteschen Blemente 
reelle Werte an, d. h., f(x) ist ein reelles Funktional. 

Offenbar ist jede Linearkombination von positiven Funktionalen mit reeilen 
Koeffizienten ein reelles Funktional. Wie wir später sehen werden, gilt die 
Umkehrung im allgemeinen nicht (vgl. Beispiela) aus $20, Nr. 3). 
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III. Für ein positives Funktional fx) gelt 
ICEIIE FIVE PIC HEE 1) 
Beweis. Für beliebige komplexe Zahlen A und u gilt 
füz+uy*"dz+uy)) 20 
oder 
[Al/te*2) 2) + Aa) + Aufery+aFtN)>0; 

4. h., die linke Seite ist eine nichtnegative quadratische Form in A und x. 
Die Ungleichung (1) ist aber gerade eine notwendige und hinreichende Bedin- 


gung dafür, daß diese Form nichtnegativ ist. 
Die Ungleichung (1) wird Schwarzsche Ungleichung genannt. 


IV. Es sei R eine symmetrische Algebra ohne Einselement und R’ die aus R 
durch Adjunktion eines Einselemenis enistehende symmetrische Algebra. Ein 
reelles positives Funktional f(x) auf R läßt sich genau dann zu einem posiliven 
Funktional auf R’ foriseizen, wenn f(x) einer Ungleichung 


FoPsCfa*r) füralle zER und C= const (2) 
genügt. 


Beweis. Gibt es eine solche Fortsetzung, so gilt die Schwarzsche Un- 
gleichung (1) für alle &, yE ER’. Wird in ihr y= e gesetzt, so ergibt sich (2) 
für C= ffe). Gilt umgekehrt (2), so ist 


f@e+2))=AC+f@) 
ein über R’ definiertes Funktional; es ist positiv, Seil die zu 
fHiAe+@)* (Ae+0))=FARe+ Aa" +Au+2*a) 
= AAC + Af(a*) + Ale) + Ma* =) 


gehörende quadratische Form wegen Satz I’ und (2) nichtnegativ ist. 

Wir erwähnen noch folgenden wichtigen Spezialfall. Wir sagen, eine Teil- 
menge {e,} einer normierten Algebra R approximiert 2 Einselement, wenn 
folgende Bedingungen erfüllt sind: 


a) le,|<1 für alle ee {e.}; 
b) zu jedem &>0 und jedem zE ER gibt es ein Element e, derart, daß 
|e—xe,| <e ist. 


V. Gibt es in einer symmetrischen normierten Algebra R mit |x*| = |x| eine 
Menge {e,}, die das Einselement approximiert, so kann jedes sietige positive 
Funktional über R zu einem sieligen positiven Funktional über R’ fortgesetzt 
werden. 


Beweis. Auf Grund der Sckwarzschen Ungleichung gilt 
fen)? fee) fa*2); 
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woraus sich wegen a) sofort |f(e,2))? < |f|f(x*x) ergibt. Hieraus schließen 
wir unter Berücksichtigung. von b) und der Stetigkeit des Funktionals /(x), 
daß auch |f{x)|? < |f|f(«*x) ist; die Bedingung (2) von Satz IV ist also erfüllt. 
Schließlich folgt aus ((Ae,+ 2)" (Ae,+x))>0, daß fletzx*) = f{ze,) gilt; 
zieht man b) und die Stetigkeit von f(x) heran, so ergibt sich hieraus f(x*)—= f(x); 
f(x) ist reell. 


3. Normierte symmetrische Algebren. Eine Menge R von Elementen 
X, Y 2,... soll normierte symmeirische Algebra genannt werden, wenn sie 
folgende Eigenschaften besitzt: 

a) R ist eine normierte Algebra; 

b) R ist eine symmetrische Algebra; 

) «*)= el. 

Aus c) folgt, daß die Involution stetig ist. 

Eine nichtvollständige normierte Algebra R kann stets zu einer vollständigen 
normierten Algebra R erweitert werden, und zwar genau auf eine Weise 
(vgl. $9, Nr.1). Es sei „ER. Aus in —%|> 0; & ER, folgt |. — 2m |> 0 für 
n,m-> co. Dann gilt aber auch |x# — x} | — 0, d.h., {x} ist eine Fundamental- 
folgein R. Das durch sie festgelegte Element von R werde mit « bezeichnet. 

Wie man leicht sieht, erfüllt die so definierte Zuordnung 2,—> xf die Be- 
dingungen a), b) und c) aus Nr. 1 sowie die Bedingung e). Folglich wird R 
mit dieser Involution zu einer vollständigen normierten symmetrischen 
Algebra. Es gilt also: 

Jede normierte symmeirische Algebra R kann zu einer Bawachschen sym- 
meirischen Algebra R erweitert werden, im der R dicht ist. 


Die Algebra R heißt die vollständige Hülle der normierten symmetrischen 


Algebra R. 

In einer Bawachschen symmetrischen Algebra können abgeschlossene 
symmetrische Teilalgebren betrachtet werden. Die kleinste abgeschlossene 
symmetrische Teilalgebra, die eine gegebene Menge 8 enthält, werde mit R($) 
bezeichnet. 

Bei der Untersuchung der normierten symmetrischen Algebren wird man 
naturgemäß stetige symmetrische Homomorphismen bzw. Isomorphismen 
betrachten. Liegt ein stetiger symmetrischer Homomorphismus von. voll- 
ständigen Algebren vor, so bleibt der Satz IV aus $ 9, Nr. 4, gültig, werin man 
ausschließlich abgeschlossene symmetrische Ideale der abgebildeten Algebra 
in Betracht zieht. Eine Abbildung 2&— x’ einer normierten symmetrischen 
Algebra R auf eine normierte symmetrische Algebra R, heiße ein voller Iso- 
morphismus, wenn folgendes gilt: 


a) 2— a’ ist eine isometrische Abbildung des Raumes Z auf den Raum R,; 


b) x— a’ ist ein symmetrischer Isomorphismus der symmetrischen Algebra R 
auf die symmetrische Algebra R.. 
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Zwei normierte symmetrische Algebren R und R, heißen vollisomorph, wenn 
ein voller Isomorphismus von R auf R, existiert. - 


Für jedes Element x des Radikals einer normierien EURMATISChEN Algebra R 
geh 
lim Ve] Era] =0 


R—00 
Beweis. Offenbar genügt es, eine Algebra mit Einselement zu betrachten 
[vgl. 87, Nr.5 (3)]. Gehört x zum Radikal, so existiert (e+ yx)"t für 
alle yE R. Hieraus folgt, wenn y= — Az” gesetzt wird, die Existenz von 
(e — Ax*x)”1 für alle 2 (in R und damit erst recht in der vollständigen Hülle R). 
Daher ist (e — Ax*x)"* eine ganze analytische Funktion von A (vgl. $3, Nr. 12). 
Dann ist die Reihe 


(eAata)t=ec-+ 3a" Mara)? Plata)... 


für alleA im Sinne der Norm von R absolut konvergent (vgl. $ 4, Nr. 7, Satz III). 
Auf Grund der Formel (5) in $4, Nr. 7, für den Konvergenzradius folgt 
hieraus nun 


lim Verzjr| =0, 


was zu beweisen war. 


4. Positive Funktionale auf einer Banachschen symmetrischen Algebra. 


I. Jedes positive Funktional f(x) auf einer Bawachschen symmetrischen 
Algebra mit Einselement ist beschränkt, und zwar gilt 


F@|s He) |e]. (1) 


Beweis. Zunächst bezeichne # ein hermitesches Element mit || < 1. Die 
kinomische Reihe 


Te Hr ar 


Konvent absolut für |A| < 1. Wir ersetzen in dieser Reihe A durch x und 1 
durch e. Da R ein vollständiger Raum und |x| s 1 ist, konvergiert die so 
entstehende Reihe 

1 ı1 71 


5 2 
em grTggg® 


in R absolut. Wegen der Stetigkeit der Involution ist ihre Summe y ein 
hermitesches Element. Außerdem gilt 


ysy=e—n. 
fe )=fyy)>0; 


fa) fe). 


Hieraus folgt 


daher ist 
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Wird hier x durch —x ersetzt, so folgt, daß auch — f(x) /(e) ist. Es gilt 


also 
HOLESIOE 

Nun sei «+0 ein beliebiges hermitesches Element (für = 0 ist die Un- 
gleichung (1) trivislerweise erfüllt). Wir setzen x, = Fr Dann ist x, eben- 
falls hermitesch, und es gi |,|=1. Demnach ist |f(a)| < f(e), also 
"= fe), womit die Gültigkeit von (1) für alle hermiteschen Elemente 
bewiesen ist. 

Es bleibt der Fall eines beliebigen Elements x €.R zu betrachten. Da x*x 
für jedes zE R ein hermitesches Element ist, gilt 


fa@*2) < fe) |«*x| < fte) |»*| |x| = Fe) |e)?- (2) 
Andererseits ergibt sich aus der Scthwarzschen Ungleichung [vgl. (1) aus 
Nr. 2] für y=e 
os fe) fe*2). 


Hieraus und aus (2) folgt schließlich 
ra?=|fellep, . 
d.h., die Ungleichung (1) güt für alle ze R. 


II. Die Norm |f| eines positiven Funktionals auf einer Bawacuschen sym- 
metrischen Algebra mit Einselement ist gleich f(e). 


Beweis. Per definitionem gilt 


17 sup |f@)|. 
iz!=1 


Nach (1) gilt aber sup |f(@)|< f (e), und für x= e gilt das Gleiehheitszeichen. 
le2]=1 


III. Für jedes positive Funktional f auf einer Bawacuschen symmelrischen 
Algebra mit Einselement gilt 


fs*x)< f(e) im Yl(e*z)*]. (3) 
NO 
Beweis. Durch wiederholte Anwendung der Scmwärzschen Ungleichung 


ergibt sich unter Berücksichtigung der Ungleichung (1). zunächst 
1 


ı 
Fa)! <Ife)} [a* =)? 
En 3 
< [fe]? "* If ((@* 2)%)]* 
ı i 
<[fe)]? Ei 


9m [lat 232°)” 
<tfe) = 1” |at a) = fe) (at) "FF; 


rt 


1 i 1 ı 
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für m oo folgt hieraus 


IK@)| </(e) Im (ara. 


Ersetzt man hier x durch x*zx, so erhält man die Ungleichung (3). 

Offenbar kann für den oberen Limes in (3) der Limes genommen werden, 
weil dieser stets existiert (vgl. $11, Nr.2, Satz V). 
- Wir ziehen abschließend noch eine einfache Folgerung aus der Unglei- 
chung (3). 
IV. Gehört das Element x zum Radikal einer BanacHschen symmetrischen 
Algebra R mit Einselement, so gilt f(x*x) = 0 für jedes positive Funktional f 
über R. 


Für ein Element x des Radikals gilt nämlich lim Versy = 0, so daß nur 
noch . die Ungleichung (3) anzuwenden bleibt. *>® 


KAPITEL III 


KOMMUTATIVE NORMIERTE ALGEBREN 


$11. Realisierung einer kommutativen Algebra 
als Funktionenalgebra 


Eines der Hauptergebnisse der Theorie der kommutativen  normierten 
Algebren besteht in der Aussage, daß eine solche Algebra R unter gewissen 
Voraussetzungen einer Funktionenalgebra isomorph ist.!) Diese Aussage wird 
sich durch Untersuchung der Quotientenalgebra von RE nach einem maximalen 
Ideal ergeben. 


1. Die Quotientenalgebra nach einem maximalen Ideal. Es sei RB eine 
Banachsche kommutative Algebra mit Einselement. Wegen der Kommutativi- 
tät von R ist jedes Rechts- bzw. Linksideal von R ein. zweiseitiges Ideal. Wir 
betrachten ein beliebiges maximales Ideal M von R. Da M abgeschlossen ist, 
ist die Quotientenalgebra R/M eine Banwacusche Algebra, die ebenfalls ein 
Einselement hat (vgl. $9, Nr. 3, Satz II und IV). Wegen der Maximalität 
von M ist R/M einfach, d. h., es gibt in R/M kein von (0) verschiedenes Ideal. 
Folglich gehört kein Element £-- 0 der Algebra R/M einem Ideal von R/M 
an, d.h., jedes Element +0 von R/M hat ein Inverses (vgl. 87, Nr. 4, 
: Satz IIL, und Nr. 6, Satz III). Mit anderen Worten, R/M ist eine vollständige 
normierte Divisionsalgebra. Nach dem Satz von GELFAnD-MaAzur ($ 9, Nr. 3, 
Satz III) ist dann R/M dem Körper der komplexen Zahlen isomorph, d.h., 
jedes Element & der Algebra R/M hat die Gestalt <= Ae, wobei & das Eins- 
element von R/M ist. Es gilt also 

Theorem]1. Die Restklassenaljebra einer Banachschen kommutativen 
Algebra mit Einselement nach einem ihrer maximalen Ideale ist dem Körper 
der komplexen Zahlen isomorph. 

Auf Grund dieses Satzes ist der natürliche Homomorphismus von R auf RIM 
im wesentlichen ein Homomorphismus der Algebra R auf den Körper der 
komplexen Zahlen. Folglich gilt: 

I. Jedes maximale Ideal in einer BanachHschen kommutativen. Algebra R 
mit Binselement erzeugt einen Homomorphismus der Algebra R auf den Körper 
der komplexen Zahlen. 

Auch die Umkehrung gilt: 

II. Jeder Homomorphismus einer BanacHschen kommutativen Algebra RB 
mit Einselement auf den Körper der komplexen Zahlen stimmt mit dem 


!) Die genaue Formulierung dieses Ergebnisses wird in Nr. 3 gegeben. 
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natürlichen Homomorphismus überein, den ein maximales Ideal M von R 
erzeugt. \ 

Beweis. Beieinem Homomorphismus von R auf den Körper der komplexen 
Zahlen ist das volle Urbild der Zahl Null stets ein Ideal in R. Bezeichnen wir 
dieses mit M, so stimmt der betrachtete Homomorphismus mit dem natür- 
lichen Homomorphismus von R auf R/M überein (vgl.$ 7, Nr.6, Satz IL). Hierbei 
ist M ein maximales Ideal; anderenfalls wäre nämlich M in einem maximalen 
Ideal M, enthalten, dessen Bild dann ein vom Nullideal verschiedenes Ideal 
im Körper der komplexen Zahlen sein müßte, was aber unmöglich ist. 


2. Funktionen von maximalen ‚Idealen, die durch Elemente der Algehra 
erzeugt werden. Wir bezeichnen mit MM die Gesamtheit aller maximalen 
Ideale M einer gegebenen BanacHschen kommutativen Algebra R mit Eins- 
element. Nach SatzI aus Nr.1 erzeugt jedes Ideal MEM einen Homo- 
morphismus der Algebra R auf den Körper der komplexen Zahlen. Eis sei 
x(M) die Zahl, die bei diesem Homomorphismus dem Element zE R ent- 
spricht. Für festes x € R und variables M ergibt sich die auf der Menge M 
definierte Funktion 2(M). Denken wir uns nun x € R variabel, so ist «> z(M) 
eine Zuordnung zwischen den Elementen x der Algebra R einerseits und den 
auf der Menge Mt definierten Funktionen z(M) andererseits. 

3. Die Zuordnung x—> x{M) hat folgende Eigenschaften: 

a) Au = 2, + 2, folgt «(M)= x, (M) + (MM); 

b) aus = az, folge <(M)= ax, (M); 

c\) aus = X, folgt (M) = 2, (M)xz(M); 

d)eM=]1; 

e) z(M,) = 0 genau dann, wenn x € M,; 

f) ist M, + M,, so gibt es ein Element xE R, für das z(M,) = x{M,) ist; 

s) «Ms ||. 

Beweis. Die Eigenschaften a) bis d) gelten, weil die Abbildung &— z(M,) 
für festes M, ein. Homomorphismus ist. Die Gleichung x(MY,)= 0 bedeutet, 
daß x durch «> x{M,) in die Zahl Null abgebildet wird. Dann ist x € M,. 
womit die Eigenschaft e) nachgewiesen ist. Ist M, = M,, so gibt esin R ein 
Element x, mit ©,E M, und «,& M, (oder x, € M,, x, € M,), was wegen e) 
bedeutet, daß z(M,)== 0 und x(M,) = 0 (oder umgekehrt) ist. Es gilt also 
&(M,) + x{M,), und Eigenschaft f) ist nachgewiesen. 

In g) ist |x(M)| die Norm des Bildes x(M)e des Elements x bei dern Homo- 
morphismus von R auf R/M. Aus der Definition der Norm m R/M (vgl. $9, 
Nr. 3) folgt dann 

et | =inf|a’), 


wobei x’ die Restklasse modulo M durchläuft, die x enthält. Daher gilt tat- 
sächlich |z(M)|< |«. 


II. Ein Element x der Algebra R hat genau dann ein Inverses, wenn die 
Funktion c(M) überall auf Wi von Null verschieden ist. 
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In der Tat, x hat genau dann ein Inverses, wenn es keinem maximalen Ideal 
angehört. Nach Satz I, Eigenschaft e), ist dies aber gleichwertig mit der 
Bedingung z(M) +0 für alle MEM. 


II. Für festes ER stimmt die Gesamiheit der Werte, welche die Funk- 
tion x(M) annimmi, mit dem Spektrum des Elements « überein. 


Beweis. Ist z(M,)= A, so güt (e —A,e)(M,)= 0, und daher existiert 
{x — Age)! nicht, d.h., }, gehört zum Spektrum von x. Umgekehrt gehöre 
nun /}, zum Spektrum von x. Dann existiert (« —Aye)"* nicht; x — A,e muß 
daher auf einem maximalen Ideal M,, gleich Null sein, d. h., es gilt z(M,) = 4,- 


IV. Für jedes ER gilt 
sup |x(M)|= lim ]ja®|. (a) 
MEM Nn—X 

Beweis. Wird sup |x(M)| = «a gesetzt, so hat das Element = — we nach 


€ 
Satz IL für | u) > ein Inverses. Daher ist die Vektorfunktion 
(e—Ax)ı= 110-5 e)" 


für || < a analytisch, so daß der Konvergenzradius der TaynLorschen Reihe 
dieser Funktion (vgl. $4, Nr. 7) gewiß nicht kleiner als - ist. Da er gleich 


— „ist, muß also 
ln BEN. 
im Yar|i<a (2) 
no 


sein. Wegen der Eigenschaft g) aus Satz I gilt andererseits für alle natür- 
lichen n | 
|«*| > sup |a* (M)| = ( sup Te 
MEN MEN 
Hieraus folgt 


Neia, 


im Ver|>a. (3) 
N—X f 
Durch Vergleich von (2) mit (3) ergibt sich schließlich die Gültigkeit von 
Formel (1). 


und daher ist 


Bemerkung. Offenbar wurde dabei auch folgende Aussage bewiesen: 
Für jedes Element x einer Banacuschen kommutativen Algebra RB mit Eins- 


element existiert lim Ver. Dieses Ergebnis läßt sich leicht verallgemeinern: 
N—XO 


V. Für jedes Element x einer normierten (nicht notwendig kommutativen) 
Algebra R ewistiert lim Yja®|. 


RC 
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, 
daß R eine vollständige normierte Algebra mit Einselement ist; anderenfalls 
könnte R durch diejenige Algebra ersetzt werden, welche aus R durch Adjunk- 
tion eines Einselements und Vervollständigung entsteht. Es sei R, die kleinste 
abgeschlossene kommutative Teilalgebra von R, welche die Elemente x und e 
enthält. Dann ist x ein Element der vollständigen kommutativen normierten 


Teilalgebra R, mit Einselement. Nach Satz IV existiert dann lim Ve in. R, 
und damit auch in R. a, 

Nun sei. (M) die Gesamtheit aller auf der Menge M definierten Funktionen. 
Offenbar wird Z(M) eine Algebra, wenn die Multiplikation mit einer Zahl, 
die Addition und die Multiplikation als die üblichen Operationen mit den 
Funktionen definiert werden. Die Eigenschaften a) bis d) von Satz I bedeuten 
dann: Die Zuordnung x—> x(M) ist ein Homomorphismus der Algebra R in 
die Algebra FZ(M). 


VI. Das volle Urbild des Nullelements bei dem Homomerphismus <> x{M) 
von R in Z{M) ist das Radikal der Algebra R. 


Beweis. Das volle Urbild des Nullelements besteht aus den und nur den 
Elementen x der Algebra R, für die z(M) = 0 auf ganz Üt gilt, d.h. die zum 
Durchschnitt aller maximalen Ideale von ER gehören. Dieser Durchschnitt 
ist aber gerade das Radikal der Algebra R (vgl. $7, Nr. 5, Satz IH). 

Aus Satz IV und VI ergibt sich die 


Folgerung. In einer Banackschen kommutativen Algebra R mit Eins- 


element gehört x genau dann dem Radikal an, wenn lim Var =( ist. 


RO 
VIL Ist R eine halbeinfache Algebra, so ist die Zuordnung > {z(M}} 
ein Isomorphismus der Algebra R in die Algebra Z(M). 


Beweis. Nach Satz VI ist das Urbild des Nullelements bei dem Homo- 
morphismus €— x(M) in diesem Fall das Nullideal (0), so.daß dieser Homo- 
morphismus ein Isomorphismus ist. 

Wir ziehen aus dem letzten Satz die Folgerung: Jede halbeinfache BanAcH- 
sche kommutative Algebra R mit Einselemeni ist einer Algebra von Funktionen 
über der M enge aller maximalen Ideale der Algebra R isomorph. 


BaSBeIe: 1. Wir betrachten die Algebra W der Funktionen z() = I ei 
N=—00 


all: = | «|< © ($9, Nr. 1, Beispiel 3) und stellen uns die Aufgabe, alle maximalen Ideale 


Si w: zu finden. Es sei M ein maximales Ideal von W. Bei dem von .M erzeugten Homo- 
morphismus gehe das Element x, = e" in die Zahl « über, so daß das Element x5!= e”* 
in die Zahl @”! übergeht. Das Element x, = e* hat die Norm Eins. Auf Grund der Eigen- 
schaft g) aus Satz I gilt folglich |a] = |x,| = 1. Entsprechend ergibt sich [a | = |!|=1, 
weil 257 = ei! ebenfalls die Norm Eins hat. Daher silt |e|=1, Sn es Sb ein tg, 


Ost,= 2, für das a = e” ist. Dann geht aber e’*! in e*% und damit 5 e„ ein 5 ec, e®to 
n=-% N=- 00 
über. Demnach wird jedes maximale Ideal M der Algebra W durch eine Zahl i, aus dem 
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Intervali O<t< 2x bestimmt, und zwar besteht M aus den und nur den Funktionen 


oo A 
&()= 3% c„e" der Algebra W, die für t= i, gleich Null sind. 
N= - 00 oo 
Nunseiz(t)= 3 c„e” eine Funktion aus W, die für kein i gleich Null ist. Dies bedeutet, 
N=-co 5 
daß x(t) keinem maximalen Ideal angehört und daher in W ein Inverses hat. Dieses Inverse 


ist gleich der Funktion die somit ebenfalls zu W gehören muß. Damit haben wir den 


ee 
z(d)’ 
folgenden Satz von Wiener [1, 2] bewiesen. 
oo 
Wenn die Summe einer absolut konvergenten trigonometrischen Reihe 3  c,„e" nirgends 
N=- 00 
verschwindet, so kann die Funktion —— ebenfalls in eine absolut konvergenie trigono- 
PH c, eint 
& N=-0 

metrische Reihe entwickelt werden. 

2. Wir betrachten die Algebra C(T) aller Funktionen x = z{t), die auf dem bikompakten 
Raum T stetig sind ($9, Nr. 1, Beispiel 1). Gesucht sind die maximalen Ideale dieser 
Algebra. 

Ist 2, ein fester Punkt von T, so ist die Zuordnung »(f) > x({t,) ein Homomorphismus 
der Algebra O(7) auf den Körper der komplexen Zahlen. Wie wir wissen, wird. dieser 
Homomorphismus durch ein maximales Ideal erzeugt. Wir bezeichnen es mit M,. Dieses 
Ideal ist die Gesamtheit aller Funktionen x(f) von C(T), die im Punkt t£, verschwinden. 
Umgekehrt gilt: 

Zu jedem maximalen Ideal M, der Algebra C(T) gibi es einen Punkt i,€ T derart, daß M, 
die Gesamtheit M,, der in t, verschwindenden Funktionen von C(T') ist. 


. Zum Beweis betrachten wir ein beliebiges maximales Ideal M, von C(T). Zu zeigen ist, 
daß.es einen Punkt i, mit der erwähnten Eigenschaft gibt. Wir nehmen das Gegenteil an. 
Dann gibt es zu jedem 7 € 7’ eine Funktion x,(t) € M,, dieim Punkt von Null verschieden 
ist. Da die Funktion x,(f) stetig ist, ist sie auch in einer ganzen Umgebung U(r) von 7 
von Nuli verschieden. Nun ist 7’ bikompakt. Also lassen sich aus diesen Umgebungen 
endlich viele U(z,),..., U (r,) auswählen, die 7’ vollständig überdecken. Die ihnen ent- 
sprechenden Funktionen z,(f)e M, bezeichnen wir mit z.,(f),....,&r,(f). Dann gehört 
die Funktion 


=) =2,08,0 +: -+2,08,,0=|2,@P+---+|,@P 


ebenfalls zu .M,. Sie verschwindet nirgends auf 7’; also ist sn auf 7 stetig und gehört zur 
Algebra C(T). Dies bedeutet aber, daß das Element x = x(t) ein Inverses hat und daher 
zu keinem maximalen Ideal gehört, insbesondere nicht zu M,. Damit sind wir auf einen 
Widerspruch gestoßen; es gibt also tatsächlich einen Punkt i, € 7, in dem alle Funktionen 
des Ideals verschwinden. Dann gilt M, CM, , woraus aber sofort M, = M,, folgt, weil M, 
ein maximales Ideal ist. Offenbar ist die Abbildung i,— .M,, der Menge aller Punkte 
is€eT auf die Menge aller maximalen Ideale der Algebra C(T) umkehrbar eindeutig. 

Aus z{t) — x(i,) EM, folgt x(M,) = z(i,). Folglich geht die Funktion z(M) bei der 
Zuordnung i,— M;, in die Ausgangsfunktion x(f) über. 

Offenbar haben wir in diesen Überlegungen nur folgende Eigenschaften der Algebra 


R=C(T) benutzt: 1. Alle Funktionen x(t) € R sind stetig; 2. mit x(f) e Ristauchx{t)E BR; 


3. wenn eine Funktion x(t) der Algebra E nirgends auf 7 verschwindet, so gehört auch Pro) 


zu R. Daher haben wir den folgenden allgemeineren Satz bewiesen: 
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VIEL Ist R eine Algebra von Funktionen über einem bikompakten Raum T', die den Be- 
dingungen 1,2 und 3 genügt, so stimmi jedes mawimale Ideal M von R mit einem Ideal Hin: 
ie 7, überein. 

3. Wir bezeichnen mit D,(a, b) die Gesamtheit aller komplexen Funktionen x = «({f), 
die in dem abgeschlossenen Intervall [a, b] definiert sind und eine stetige n-te Ableitung 
haben. Als Operationen in D,(e, b) nehmen wir die übliche Addition und Multiplikation 
von Funktionen sowie die Multiplikation von Funktionen mit Zahlen. Ferner definieren 
wir in D,(a, b) eine Norm |x|, indem wir 


al=2 er | 
k= eo<sis 


setzen. Damit wird D,(a,b) zu einer Bawachschen kommutativen Algebra mit Eins- 
element. Offenbar genügt D,(a, b) den vor Satz VIII in Beispiel 2 genannten drei Be- 
dingungen. Daher gibt es nach Satz VII zu jedem Ideal M in D, (a, b) eine Zahli,e[e, 5] 
derart, daß M die Gesamtheit M,, derjenigen Funktionen xz(t) € D,{a, d) ist, die ini=t, 
verschwinden. 


3. Topologisierung der Menge aller maximalen Ideale, Wir führen jetzt 
in der Menge Mt der maximalen Ideale von R die durch die Familie der Funk- 
tionen z(M), zE R, definierte schwache Topologie ein (vgl. $2, Nr. 11). Man 
erhält eine zu dieser Topologie gehörende Umgebungsbasis, wenn man alle 
möglichen Mengen U(M,; x, .,%,;e) von Idealen M betrachtet, die durch. 
Ungleichungen der Gestalt 


| (M) — (Mo) <e (k=1,2,...,R) 


definiert werden ; hierbei ist & > 0 eine jeweils feste Zahl, während x, , #3, : - -» & 
jeweils feste Elemente von R bezeichnen. Aus der Definition dieser Topologie 
folgt unmittelbar, daß alle Funktionen x(M), zE RB, auf stetig sind. Außer- 
dem ist M ein Hausporrrscher Raum, weil die Funktionen z(M), zcR, 
nach Nr. 2, Satz I, auf I die Punkte trennen. 


Theorem 2. Der Raum M der maximalen Ideale einer Banacuschen kommu- 
tativen Algebra R mit Einselement ist bikompakt. 


Beweis. Wir ordnen jedem Element x der Algebra R in der es 
Ebene den Kreis Q, mit dem Mittelpunkt O und dem Radius |x| zu. Nun sei Q 
das topologische Produkt aller dieser Kreise. Dann ist Q der Raum, dessen 
Punkte alle möglichen Systeme A= {},} von Zahlen A, € Q, sind; x durch- 
läuft hierbei sämtliche Elemente der Algebra R. Es sei 4° = {19} ein beliebiger 
Punkt von Q. Man erhält eine Umgebungsbasis von AP, wenn man für alle 
möglichen positiven Zahlen e und alle. möglichen endlichen Systeme von 
Elementen #,, %, ..., 2, € E das System der durch die Ungleichungen 


Ay —Arl<e,..., A, A, <e 2) 
definierten Mengen in @ betrachtet (vgl. $2, Nr. 12). Wir bezeichnen nun mit 
U(A%; &,.. ., %5 &) die durch (1) beschriebene Umgebung. Auf Grund des 
Satzes von TYoHoNorr (Satz II aus $2, Nr. 12) ıst Q ein bikompakter Raum. 


Da |c«(M)|<|®| ist, entspricht jedem maximalen Ideal M der Punkt 
{A,} EQ, A, = x{M). Hierbei entsprechen verschiedenen maximalen Idealen M 
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verschiedene Punkte {},}. In der Tat, ist M + M,, so gibt es ein Element 
% € R, für das x,(M,) = &,(M) gilt. Dies bedeutet aber, daß die entsprechenden 
Punkte {A,}, {42} sich in wenigstens einer Koordinate unterscheiden (nämlich 
in der mit dem Index x,) und daher verschieden sind. Die durch A, = z(M) 
hergestellte Zuordnung M— {A,} ist demnach umkehrbar eindeutig. Aus dem 
Vergleich der in M und Q erklärten Topologien erkennt man ferner, daß diese 
Zuordnung eine Homöomorphie ist. Wir werden anschließend beweisen, daß 
das Bild Q, des Raumes M in Q bei diesem Homöomorphismus abgeschlossen 
ist. Dann ist Q, als abgeschlossene Teilmenge des bikompakten Raumes Q 
selbst bikompakt (vgl. $ 2, Nr. 6, Satz III), und folglich ist sein homöomorphes 
Urbild Mt ebenfalls bikompakt. 

Es sei 4° = {42} ein beliebiger Häufungspunkt der Menge Q,. Wir gehen nun 
so vor, daß wir die Existenz eines maximalen Ideals M, nachweisen, für das 
x (M,) = 4% ist. Dann gilt [A$} € Q,, und die Abgeschlossenheit von Q, in Q ist 
bewiesen. Offenbar genügt es zum Beweis der Existenz dieses M, zu zeigen, 
daß x— 4% ein Homomorphismus der Algebra R auf den Körper der kom- 
plexen Zahlen ist, d.h., daß 


2040, 20, aA, 2,,= 10-420, 20, = 400 (2) 


gilt; denn nach Satz Il aus Nr. 1 wird dieser Homomorphismus von. einem 

maximalen Ideal M, erzeugt, d.h., es ist A}= x{M,) für ein M,EM. Wir 

beschränken uns = den Beweis der letzten Beziehung in (2); die übrigen 

Beziehungen lassen sich analog beweisen. Hierzu betrachten wir die Umgebung 

U(A%; x, y, xy; e) des Punktes 4°. Da A° ein Häufungspunkt der Menge Q, 

ist, gibt es ein maximales Ideal M derart, daß der entsprechende Punkt 
= {Ay}, A, = x(M), zu dieser Umgebung gehört. Das bedeutet 


2—x(M)|<e, |%—y(M)|<e, 
122,— (ay) (M)|= |23,—z(M) y(M)|<e- 


Dann gilt aber 
122, — 4220| < 22, — (MM) y(M)| + a0) ya) — 291 + Ayla) — Az] 
<e+[allven — 224120] |200 22] <ea+|2|+ 120), 


woraus die zu beweisende Beziehung A%,= 4949 folgt, da e>0 beliebig ist. 
Die Zuordnung x— 4% ist also tatsächlich ein Homomorphismus, und der 
Satz ist damit vollständig bewiesen. 

Die oben in der Menge der maximalen Ideale definierte ‚Topaldeie ist im. 
Sinne des folgenden Satzes die einzig mögliche. 


Theorem 3. Es sei M’ die Menge aller maximalen Ideale einer Algebra R, 
die in einer Weise topologisiert ist, daß folgendes gilt: 

a) M ist bikompakt; 

b) alle Funktionen x(M), die den Elementen der Algebra R entsprechen, 
sind auf WM’ stetig. 

Dann ist M’ dem oben definierien Raum M homöomorph. Dieser Satz folgt 
unmittelbar aus $2, Nr. 7, Satz VI (vgl. auch $2, Nr. 11, Satz II). 


14 Neumark, Algebren 
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Beispiel. Wir betrachten den Raum M aller maximalen Ideale der Algebra C(T) 
(Beispiel 2 in Nr. 2). Zwischen den Punkten t€ 7 und den Idealen Me M besteht die 
umkehrbar eindeutige Zuordnung %,-> M;,. Wir führen in der Gesamtheit der maximalen 
Ideale von C(T) eine Topologie ein, indem wir als Umgebungen der Ideale die Bilder der 
Umgebungen des Raumes 7’ bei dieser Zuordnung definieren. Dann erhalten wir einen 
topologischen Raum N’, der dem Raum 7’ homöomorph ist. Hierbei gehen die Funktionen 
x(t)e C(T) in Funktionen x(M) über, die auf Mi’ stetig sind. Nach Theorem 3 sind die 
Räume M’ und M und damit auch 7 und Pt homöomorph. Es gilt also: 


Der Raum I der maximalen Ideale der Algebra C(T') aller steöigen FUN: über einem 
bikompakten Raum Ü ist dem Raum T homöomorph. 


Kombiniert man Theorem 2 mit den in Nr. 2 gefundenen Ergebnissen, so 
gelangt man zu 


Theorem 4. Für jede Banactusche kommuiative Algebra B mit Einselement 
ist die Zuordnung <— x(M). ein Homomorphismus von R auf eine Algebra von 
stetigen Funktionen über einem bikompakten Raum, wobei der Kern dieses 
Homomorphismus mit dem Radikal von RB übereinstimmt. Ist insbesondere R 
eine halbeinfache Algebra, so ist R einer Algebra von stetigen Funktionen über 
einem bikompakten Raum isomorph. 


Ist die Algebra R selbst schon eine Algebra von stetigen Funktionen über einem topo- 
logischen Raum 7 (zu R brauchen nicht alle stetigen Funktionen über 7’ zu gehören), 
so bestimmt jeder Punkt ti, € 7’ ein maximales Ideal M,, von R in Gestalt der Gesamtheit 
aller Funktionen x{f) von ER; die im Punkt 7, verschwinden. Hierbei kann sich heraus- 
stellen, daß verschiedene Punkte i, ein und dasselbe maximale Ideal bestimmen. Folglich 
kann der Übergang zu den maximalen Idealen zu einer „Verheftung“ der Punkte des 
Raumes 7 führen. 

Außerdem kann der Fall eintreten, daß nicht jedes maximale Ideal der Algebra R 
sich durch einen Punkt des Raumes 7 bestimmen läßt, so daß der Übergang zu den 
maximalen Idealen auch zu einer Erweiterung des Ausgangsraumes führen kann. 

Wir wollen dies an Beispielen erläutern. 


oo 
&) Inder Algebra W der absolut konvergenten trigonometrischen Reihenz()= 2% „e”!, 
Nn=-%X 

die im Intervall (—, oc) definiert sind, erzeugt jede reelle Zahl i, ein maximales Ideal, 
die Gesamtheit aller z(f), die für ?= i, verschwinden. Zwei verschiedene Zahlen t, und i, 
bestimmen genau dann ein und dasselbe maximale Ideal, wenn i,—t, ein Vielfaches 
von 2r ist. Daher bedeutet; der Übergang zu den maximalen Idealen in diesem Fall, daß 
alle Punkte, die sich um ein Vielfaches von 2x. voneinander unterscheiden, miteinander 
verheftet werden. Der Raum der maximalen Ideale der Algebra W ist dann einer Kreis- 
linie homöomorph, d.h. dem natürlichen Definitionsbereich der Funktionen von W. 


b) Es bezeichne A die Gesamtheit aller Funktionen x = x(Z), die im Kreis |Ü|<1 
regulär und auf |{| =1 stetig sind. In A sei durch 


[2!= sup |=(Ö| 
lelsi 


eine Norm erklärt, die Operationen seien wie üblich definiert. Wir suchen die maximalen 
Ideale in A. Jeder Punkt £, von |Ü| <1 erzeugt gewiß ein maximales Ideal in A, nämlich 
die. Gesamtheit aller Funktionen x(£) von A, die für £ = Z, verschwinden. Umgekehrt wird 
auch jedes maximale Ideal in A auf diese Weise von einem Punkt des Kreises |{]<1 
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erzeugt. Um dies einzusehen, betrachten wir irgendein maximales Ideal M, und die 
Zahl £,, in welche die Funktion x,(£) = & bei dem Homomorphismus x — x(M,) übergeht. 
Da |x,| = list, muß |{,|=1 sein. Für ein beliebiges Polynom z({) = +4& ++ 16" 
git #M)=o+Gbot "+2 = (do). Nun sind aber alle Funktionen von A Grenz- 
werte von Folgen solcher Polynome, die auf |Z ] <1 gleichmäßig (d. h. im Sinne der in A 
erklärten Norm) konvergieren. Folglich gilt z(M,) = x(&,) für jede Funktion z(£)e A, 
so daß das maximale Ideal M, von dem Punkt Z, erzeugt wird. Die Gleichung x({M,) = x(&,) 
bedeutet, daß die maximalen Ideale mit den entsprechenden Punkten des Kreises la ! s1ı 
identifiziert werden können. 

Jetzt bezeichne x” (£) die nur auf.der Kreisperipherie |{|=1 betrachtete Funktion 
x(£) der Algebra A. Wir erhalten auf diese Weise eine Algebra von Funktionen, die auf 
|&| = 1 definiert sind. Diese werde mit A” bezeichnet. Wir behaupten, 4” und A sind 
isomorph. Gewiß ist die Zuordnung «— x” ein Homomorphismus. Sein Kern besteht aus 
den analytischen Funktionen x(£), die auf |Z |= 1 verschwinden. Da diese aber identisch 
gleich Null sind, ist dieser Homomorphkismus ein Isomorphismus. 

In A* werde durch 

A (9) 


eine Norm erklärt. Auf Grund des Maximumprinzips stimmt diese mit 


«| =sup =], 
2sı 


überein, so daß der Isomorphismus &— x” die Norm invariant 15ßt. Daher lassen sich die 
maximalen Tdeale der Algebra A” auch durch die Punkte des Kreises || = 1 beschreiben, 
obgleich A“ aus Funktionen besteht, die nur auf der Peripherie IC} =1 gegeben sind. 
Somit ist der gesamte Kreis |Z| = 1 und nicht nur seine Peripherie |{| = 1 der natürliche 
Definitionsbereich der Funktionen der Algebra 4”. 

Demnach kann der Übergang vom Raum T zum Raum W der maximalen Ideale tat- 
sächlich dazu führen, daß 


1. Punkte des Raumes 7' miteinander verheftet werden und 

2. neue Elemente zum Raum 7 hinzutreten. 

Eine Algebra R heiße antisymmeirisch, wenn aus x(M)eR und z(M)eR folgt, daß 
x = ke ist. Als Beispiel für eine solche Algebra kann die soeben betrachtete Algebra A 
dienen. Eines der wichtigsten und bis jetzt ungelösten Probleme ist die Untersuchung der 


antisymmetrischen Algebren, insbesondere die Untersuchung des Raumes ihrer maximalen 
Ideale. 


4. Algebren ohne Einselement. Es sei R eine Banachsche kommutative 
Algebra ohne Einselement und £’ die aus R durch Adjunktion eines Eins- 
elements hervorgehende Algebra. Wir bezeichnen mit M die Gesamtheit der 
maximalen regulären Ideale M von R und mit WW’ die Gesamtheit der maximalen 
Ideale .M’ von R’. Ferner sei Mt; die aus M’ durch Weglassen des Ideals M)— R 
der Algebra R’ entstehende Menge. Da M’ bikompakt ist, ist M} lokal bikom- 
pakt. Andererseits gibt es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen 
den Idealen M € Mt und den Idealen M’ E ML (vgl. $7, Nr. 4, Satz VI). Mit 
Hilfe dieser Zuordnung läßt sich die in M; erklärte Topologie auf M über- 
tragen. Dann ist M ein lokal bikompakter Raum, der aus den maximalen 
regulären Idealen der Algehra R besteht. Ist hierbei x € R, so gilt z(M/) = 0. 


14* 
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Dies bedeutet, daß die Funktionen x(M’), zE R, als Funktionen x(M) be- 
trachtet werden können, die der Bedingung 


lim 2(M)=0 (a) 
Mo 


genügen. Demzufolge können unsere obigen Resultate auf Bamwachsche 


"kommutative Algebren ohne Einselement übertragen werden, wenn man 


anstelle des Raumes der maximalen Ideale den lokal bikompakten Raum M 
der maximalen regulären Ideale und anstelle beliebiger stetiger Funktionen 
nur solche Funktionen betrachtet, die über M stetig sind und der Bedingung (1) 
genügen. Insbesondere gilt der Satz: 


Jede halbeinfache Banachsche kommutative Algebra ohne Einselement ist 
einer Algebra von Funktionen isomorph, die auf einem lokal bikompakten 
Raum MM definiert sind und der Bedingung (1) genügen. 


Die Übertragung der früheren Ergebnisse sowie der weiteren Ergebnisse 
dieses Kapitels im einzelnen sei dem Leser überlassen (vgl. hierzu Loomıs [1]). 


5. Erzeugendensysteme einer Algebra. Eine Menge K von Elementen einer 
Banwachschen Algebra R werde ein Erzeugendensysiem dieser Algebra genannt, 
wenn die kleinste abgeschlossene Teilalgebra mit Einselement, welche die 
Menge K enthält, mit R übereinstimmt. Hierbei soll das Einselement nicht 
zu den Erzeugenden gezählt werden. 


Theorem 5. Die Gesamtheit aller Umgebungen U(M;yı,:: Ya; &), die 
entstehen, wenn jedes y, sämtliche Elemente eines Eirzeugendensystems K von R 
durchläuft, ist eine Umgebungsbasis im Raum der maximalen Ideale der Algebra R. 


Beweis. Zu zeigen ist, daß jede Umgebung U(Ms; %:; - - > Ks &) eine 
Umgebung 
UM; Yıs - : :: Yu: Ö) 


enthält. Auf Grund der Definition des Erzeugendensystems gibt es zunächst 
Polynome 
= Pr(Y ---> Yo) (k=1,2,...,m) 
in endlich vielen Elementen 4, € K, die sich von den x; bezüglich der Norm um 
weniger als 3 unterscheiden: 
I —ml<z (k=1,2,...,m). 
Da p,(M)= p,(yı(M), . . ., y„(M)) eine stetige Funktion von y, (AT), .... ., y„(M) 
ist, gibt es eine Zahl ö>0, für die 
U (Mo; Ya» +++» Ya; HCU(Mı; Pr ++ > Ds 5) 


gilt. Für alle ME U(M,; Ya; : - :; Yu; 6) ist dann 
IM) — MI <z- 
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Die Umgebung U(M,; Yı> - - > Y5 6) ist nun aber in UM; &, . - - » Em; €) 
enthalten, weil für alle MEU(M,; Yı: :- 4,50) und k=1,2,...,n die 
Abschätzung 


|(M) — 2. (Mo)| < |e(M) — pr(M)| + |pa(M) — pr(Mo)| 
+ |92(M) — 2 (Mo) 


< | — | 3 + a m|<3-z= 


gilt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir betrachten jetzt den Fall, daß die Algebra R ein endliches Herenkendan- 
system hat, d.h., daß es ein aus endlich vielen Elementen bestehendes 
Erzeugendensystem von R gibt. 


Theorem 6. Hat die Algebra R ein endliches Erzeugendensystem aus n 
Elementen, so ist der Raum M ihrer maximalen Ideale einer abgeschlossenen 
beschränkten Teilmenge des n-dimensionalen komplexen Raumes 0” isomorph. 


Beweis. Das Erzeugendensystem bestehe aus den Elementen %,, Ya; - - -» %n- 
Die Funktionen y,(M), %{M),...,y,(M) bilden M eindeutig und stetig 
auf eine Teilmenge WM’ des n-dimensionalen komplexen Raumes ab. Wir werden 
zeigen, daß diese Abbildung sogar eineindeutig ist. Wegen der Bikompaktheit 
des Raumes M folgt hieraus dann die Behauptung (vgl. $2, Nr. 7, Satz IV). 

Angenommen, es gäbe zwei Punkte M,, M;E M, die in ein und denselben 
Punkt des Raumes M abgebildet werden. Dann. müßte 


Yr(M1) = Yu(M3) (k=1, Da *) 
sein. Für jedes Polynom p = ply, - - ., %,) wäre also 
»(M,)=»p(M)), 
und da die Polynome p(y,, - . ., Y,) eine in R dichte Menge bilden, wäre auch 
«(M,)= = x(M,) für alle x € R, woraus auf Grund der Eigenschaft'f) aus Satz I 
in Nr. 2, entgegen der Annahme, M,= M, folgen würde. 
Aus Theorem 6 folgt insbesondere: Ist R eine Algebra mit einem aus einem 


einzigen Element bestehenden Erzeugendensystem, so ist M einer abgeschlossenen 
beschränkten Teilmenge der komplexen Ebene homöomorph. 


6. Analytische Funktionen von Elementen einer Algebra. Eine Banacasche 
Algebra R mit Einselement na mit einem Element x stets auch alle 
Kolyaor ee = oe+G4%4 "+ %%” und darüber hinaus alle Funktionen 


fix) = 3 6„%” , für die f(&)= > C„C” eine ganze Funktion der komplexen Ver- 
änderlichen & ist. Zum Beweis hranokt man nur zu berücksichtigen, daß die 
Reihe SD |oyar}i im Fall einer ganzen Funktion f(£) die konvergente Majorante 


oo Nn=0 
> |c„| |®|” hat; denn hieraus folgt sofort die absolute Konvergenz der Reihe 
n=0 
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Zoe? gegen ein Element der Algebra R. Dieses Element werde mit f(x) 


hezseiniet: und ganze analytische Funktion | des Elements x € R genannt. 
Andererseits entspricht der Funktion f(&) = z die nur in = O0 einen Pol 


hat, genau dann ein Element /(x) = x"! der Algebra R, wenn x(M) für kein M 
gleich Null ist, d. h., wenn die Polstelle & = 0 nicht zum Spektrum des Elements 
x gehört. 

Wir wollen zeigen, daß sich die entsprechende Konstruktion auch für 
andere analytische Funktionen durchführen läßt. Hierzu bezeichne x irgendein 
Element der Algebra R und f(£) eine Funktion, die in einem beschränkten 
Gebiet D, das in seinem Inneren das Spektrum $, des Elements x enthält, 
holomorph ist. Wir setzen 


fa) lee rar, a) 


wobei ]' eine rektifizierbare JoRDAN-Kurve in D sei, in derem Inneren S$, 
liege (dann hat /' von S, einen positiven Abstand). Das so definierte Element 
f(z) der Algebra R hängt nn von der speziellen Wahl einer solchen Kurve 7" 


ab, weil die Vektorfunktion - (de — x)"!fl&£) in D— 8, holomorph ist und 


für holomorphe Vektorfunktionen der CaAvcHYsche Integralsatz gilt. Wir sagen, 
die analytische Funktion f(C) sei auf das Element x € R anwendbar, wenn f(£) 
auf 8, und damit auch in einem beschränkten Gebiet, das S, umschließt, holo- 
morph ist. Aus dem oben Gesagten folgt, daß durch die Formel (1) für jede 
auf das Element x anwendbare analytische Funktion f(£) ein Element f(x) 
der Algebra definiert wird. 

Theorem 7. Es sei F, die Gesamtheit aller analytischen Funktionen f(£), 
die auf das Element x € R anwendbar sind. Dann hat die Zuordnung F(&) > f(x) 
zwischen den Funktionen fE F, und den Elementen f(x) folgende Eigenschaften: 

1. Aus f(&)=1 folgt fix) e; 

2. aus [()=L folgt fw)= x; 

3. aus [Üe)= hf ld)+ al) Fol = ar) + al@); 


4. aus [= Flö)2lE) Folge HK) Fl@)ale); 
5. konvergiert die Folge f,(&) in einem Gebiei D, das 8, ganz im Inneren enthält, 


gleichmäßig gegen f(&), so konvergiert die Folge {f„(x)} im Sinne der Norm 
gegen fie). 

Beweis. Die Funktionen f(£) = 1 und f(£) = £ sind in der ganzen komplexen 
Ebene regulär. Folglich kann man im Fall f(£)=1 bzw. f{£)=[£ für I’ jeden 
Kreis mit dem Mittelpunkt im Ursprung und hinreichend großem Radius 
nehmen. Auf diesem Kreis gilt nun aber 

de—.)T=Ale +1 :c A384 ---. 
Daher ist für /()=!1 


f= 47 @ie FArC+ ASt di z a edi=e 
ZT 
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und für f(d)= 


(= gr $ MNe+ ASt AH = ger $ Aadi—a. 
E Z 


Die Behauptung 3 ist offenbar trivialerweise erfüllt. Um die Gültigkeit der 
Eigenschaft 4 nachzuweisen, beachten wir zunächst, daß sie, ausführlich ge- 
schrieben, folgendes bedeutet. Für in DIS, holomorphe Funktionen f, (A), 


1.04) gilt 
BT IE AOIAULZ, 
i (2) 


— (ke a) f(A)dA 
ZT 


Wird im zweiten Integral der rechten Seite für I’ eine Kurve /‘, genommen, 
die in D enthalten ist und in deren Innerem J' legt, so bekommt die rechte 
Seite von (2) die Gestalt 


t(A)dA 


2ri Pen hd. Perg rn tn) 
eh fee fa(a) AAdyı 
rn 
he ea we ldAde 
Tr 


1 d 
= ren a (er En ip 
In, 


1 d 
ee a 
n. F 


Da die Funktion AD. auf und innerhalb I’ holomorph ist, verschwindet der 


zweite Summand. Andererseits ist das innere Integral im ersten Summanden 
gleich f,(A). Damit ist (2) bewiesen. 

Um die Behauptung 5 nachzuweisen, bezeichnen wir mit D ein Gebiet, 
das 8, ganz im Inneren enthält, und betrachten eine Folge von Funk- 
tionen f„(£), die in D holomorph sind und dort gleichmäßig gegen f(£) kon- 
vergieren, so daß 


max|f(A)—,(A))—>0 für n—ow. 
1eD 


| 
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Ist nun J’ eine geschlossene Kurve aus D, die S, im Inneren enthält, so folgt 


Ma) Intel = 4 Pa -mAlRe— "A 
Fi 


< oO de — z)ı — Ü — 
= max |/{A) hölzz Plüe x) ıIa2| 0 für n—o. 


Bemerkung. Man kann zeigen (vgl. GeLFAnD, RAIkow und SckıLow [1]), daß jede 
Zuordnung f(&)> f(x), eF,, die den Bedingungen 1 bis 5 von Theorem 7 genügt, not- 
wendigerweise durch die Formel (1) gegeben wird. 

Folgerung. Isi die Funktion f(&) in einem offenen Gebiet D, das alle Werte 
der Funktion &(M) enthält, holomorph, so gibt es in der Algebra BR ein Element y 
derart, daß y(M) = f(x{M)) für alle maximalen Ideale M gilt. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist f(£) € F,, weil 8, auch gleich der Gesamt- 
heit aller Werte der Funktion z(M) ist (vgl. Satz IIL in Nr. 2). Es gibt in der 
Algebra R also ein Element y= f(x), und hierbei gilt 


v- Er Prmle—aytar, @) 
T 


wobei I’ eine geschlossene rektifizierbare JOoRDAN-Kurve ist, die ganz im 
Regularitätsgebiet von f(£) liegt und $, in ihrem Inneren enthält. 

Da die Zuordnung <— z(M) ein stetiger Homomorphismus ist und das 
Integral auf der rechten Seite von (3) im Sinne der Norm konvergiert, folst 
aus (3) 


Fu 


Hieraus ergibt sich als Spezialfall der anschließend formulierte Satz von P. Lävr [1], 
eine Verallgemeinerung des auf S. 207 bewiesenen Wizwerschen Satzes. 

Wenn die Fourıeksche Reihe einer Funktion x(t) absolut konvergiert und sämtliche 
Werte dieser Funktion in einem Kreis |L—L,!= e liegen, so komvergieri die Fourinrsche 
Reihe der mit einer beliebigen Funktion F(£), die in allen Punkten dieses Kreises holomorpk 
ist, gebildete Funktion y(6) = (x(t}) ebenfalls absolut. 

In der Tat, x(t) ist ein Element der Algebra W, wobei z(M) = «x(t) gilt, wenn M das 
durch den Punkt t erzeugte Ideal bezeichnet. Es gibt also in W ein Element y= f(z). 
Dies bedeutet aber, daß y(t) = y(M)= f(x(M)) = f(x(f)) ebenfalls in eine absolut kon- 
vergente Fourieesche Reihe entwickelt werden kann. 

Eine andere Anwendung der Folgerung. aus Theorem 7 ergibt sich, wenn für R die 


oo co 
Gesamtheit aller im Kreis |ö|< 1 definierten Funktionen x(£)= 3% 0,2” mit & |] < 
e 2=0 nr=0 
betrachtet wird. Dabei sollen als Grundoperationen die entsprechenden Operationen mit 
oo 
den Funktionen genommen werden, während die Norm «| durch «| = & |c,| definiert 
n=0 


sei. Wiederholt man die Überlegungen von 8. 211, so erkennt man, daß durch x{M) = x(£,) 
eine eineindeutige Zuordnung zwischen den maximalen Idealen M der Algebra R einer- 
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seits und den Punkten & des Kreises |Ü | 1 andererseits vermittelt wird. Wendet man 
nun die Folgerung aus Theorem 7 an, so ergibt sich der Satz: 

Ist die Macraurinsche Reihe einer Funktion z(C) im Kreis || = 1 absolut konvergent 
und liegen alle Werte dieser Funktion im Inneren eines beschränkten Gebietes D, so ist die 
MacrAurinsche Reihe der mit einer beliebigen in D holomorphen Funktion f(x) gebildete 
mittelbare Funktion f(x (&)) ebenfalls im Kreis |Ü|= 1 absolut konvergeni. 


Es gibt in R nämlich ein Element y mit 
=yM)<-HeM)= te). 


7. Analytische Funktionen von mehreren Elementen einer Algebra. Der Begriff der 
analytischen Funktion eines Elements einer Algebra wurde von G. E. Sosınow [18] 
folgendermaßen. verallgemeinert. 

Es sei R eine vollständige normierte kommutative Algebra mit Einselement und dem 
endlichen Erzeugendensystem fx, 2%, ...,2,). Der Raum M der maximalen Ideale 
dieser Algebra kann, wie in Nr. 5 gezeigt wurde, mit einer abgeschlossenen Teilmenge des 
n-dimensionalen komplexen Raumes 0” identifiziert werden; hierzu ordnet man jedem 
maximalen Ideal Met den Punkt {x,(M),...,x,(M)} € C* zu. 


Theorem 8. Zu jeder in einem Gebiet GDM analytischen Funktion rs - - -» An) 
gibt es ein Element ye R mit der Eigenschaft, daß y(M) = fix,(M), . . -, ©,(M)) für alle 
MEM ist. 

Das Element ye R wird mit f(x, - - ., %,) bezeichnet und analytische Funktion f der 
Elemente x,,..-, %, genannt. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Begriff des Wsrtschen Gebietes. Unter einem 
Weıuschen Gebiet des Raumes C’* versteht man eine Menge, die durch endlich viele Un- 
gleichungen der Gestalt 


A... A)|<1 =1,2,...,N) 


beschrieben wird, wobei die Py(iys - - »> A,) Polynome in A,, . . ., A, sind. Es läßt sich zeigen, 
daß es ein Werusches Gebiet gibt, das in G enthalten ist und M enthält, und daß sich eine 
in G analytische Funktion f(A,, . . -, 4,) auf der Menge M in der Gestalt 


ee Ars, A,) det, ;|! 
fen. eg n De eng 
Ü i in I [P,01. A Pi, (ler +45 %)] 


star» 


O;; 
% 8, ern, 


darstellen läßt; hierbei bezeichnen die Q,,, die durch die Beziehungen 
Pl Bar = ER) An Aas +45 Ans Un es Ta) 
v l 


definierten Polynome, die 0, ,,...;, sind die passend zu orientierenden, durch die Gleichungen 
IP; Au: endlmls een IP, 41 nel 


definierten Mannigfaltigkeiten in ©”, während die Summe über alle Kombinationen 
vs das rc, %, der Zahlen 1,2,..., N zu erstrecken ist. 

Das Element y € R ergibt sich, wenn auf der rechten Seite der Formel (1) dier,,...., 7. 
durch #,, . . -, &, ersetzt werden. Der Integrand gehört dann zur Algebra R und ist eine 
im Sinne der Norm von R stetige Funktion der },, ... ., A, weil sein Zähler ein Polynom 
in 2%, ..., 2, ist und 

[PA Ad Pils.) 
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in R existiert. Dies folgt aus der Tatsache, daß die Funktion 
Pl A) Ps u) 


der Veränderlichen A,,...,2, für {A1,..., 1} E Oys....., auf ganz M, d.h. für alle maxi- 
malen Ideale der Algebra R, von Null verschieden ist. Also ergibt sich durch die Integra- 
tion nach A,,...,4, und die Summation über 3,3, ...,i, ein ebenfalls zu R ge- 
hörendes Element. Da der Homomorphismus R> R/M stetig ist, folgt schließlich 

y(M) Er) Fa), 57) %(M)). 

Die Frage, ob dieses SchiLowsche Ergebnis auf Algebren mit beliebig vielen Er- 
zeugenden übertragen werden kann, ist noch nieht beantwortet. 

Der Begriff der analytischen Funktion wurde von Loror [2] auf Funktionen über- 
tragen, deren Definitionsbereich und Wertevorrat zu einer Algebra ‚R gehören. Derartige 
Funktionen wurden von LorcaH [2] und von BLvm [1] untersucht, 

Der Fall der Algebra aus sämtlichen beschränkten rationalen Funktionen eines be- 
schränkten linearen Operators in einem Bawackhschen Raum wurde von Tomtra [4] 
betrachtet. 

Der Begriff der analytischen Funktion von mehreren Elementen einer Algebra wurde 
später von WAELBROECK [1] auf topologische Algebren mit stetigen Inversen über- 
tragen. 

Der von WAELBROECK eingeführte Begriff läßt sich wie folgt auf die Untersuchung der 
Struktur topologischer Algebren mit stetigen Inversen anwenden. WAELBROCK versteht 
unter dem Spektrum 8 (x,, %, . . ., %,) eines Systems von Elementen x,, %, . .., m € R die 
Gesamtheit aller Systeme von komplexen Zahlen A,, Ag, - - -, An, für die P(Ay, Ags - - >) 
für alle Polynome P in n Veränderlichen zum Spektrum des Elements P(x,, 2%, .. ., %,) 
gehört. Weiter nennt WAELBROECK eine Teilmenge fx,}; xE U, von RB ein System von 
analytischen Erzeugenden der Algebra R, wenn jedes Element ve _R eine analytische 
Funktion von endlich vielen Elementen x, ist. 

Nun sei 7° (Stau, > &,)) die Algebra aller auf S(z.,. - -, %%,) definierten analy- 


“ tischen Funktionen mit der Topologie, die der im Beispiel 1 aus $ 8, Nr. 3, betrachteten 


Topologie analog ist. Ferner sei H der induktive Limes!) der Algebren (x, , - . , Za,))- 
Ist hierbei in H das Trennungsaxiom nicht erfüllt, so wird H durch eine Quotienten- 
algebra ersetzt. Diese bzw. deren vollständige Hülle, falls sie selbst nicht vollständig ist, 
nennt WAELBROEOK die Algebra der analytischen Funktionen über dem Spektrum M 
der Algebra R, das als projektiver Limes der Spektren S(&,,,- - ., &2,) definiert ist. 
M erweist sich als identisch mit dem Raum der maximalen Ideale der Algebra R, der 
in derselben Weise topologisiert wird wie im Fall einer normierten Algebra. 

Eines der wichtigsten Ergebnisse von WAELBROECK lautet: 

Jede vollständige kommutative Algebra R mit stetigen Inversen ist isomorph der Quolienten- 
algebra der Algebra der analytischen Funktionen über dem Spektrum M von R nach dem 
abgeschlossenen Ideal der Funktionen, die auf M gleich Null sind. 


8. Zerlegung einer Algebra in die direkte Summe von Idealen. Essei Reine vollständige 
normierte kommutative Algebra mit Einselement und M der Raum ihrer maximalen 
Ideale. Man nennt R die direkte Summe. der Ideale I, und I, (I,, I,C E) und schreibt 
R=1,-],, wenn folgendes gilt: 1. I, N Ig= (0); 2. jedes Element x e R läßt sich als 
Summe = x, + x, darstellen, wobei x, € I, und x, € I, ist. 


1) Es sei {F}, «EU, eine gerichtete Menge lokal konvexer Räume und Z ein Vektor- 
raum, in dem zunächst keine Topologie definiert ist. Weiter sei zu jedem « eine lineare 
Abbildung g, des Raumes F, in E gegeben, wobei g,(F,)Cgg(F;) für «<Pß und 
Ug.(F,) = # sei. Der Raum E mit der stärksten lokal konvexen Topologie, für die noch 
alle Funktionen g, stetig sind, heißt induktiver Limes der Räume F,. 
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Aus 1 folgt, daß die in 2 geforderte Darstellung jedenfalls eindeutig ist. 

Nun sei R=1,4J, die direkte Summe der Ideale I,,I,C R. Wendet man die 
Bedingung 2 auf das Einselement e von R an, so ergibt sich e=e, te, e, € I, & € Ja, 
wobei sc, NZL=(0), alo 8,=0 und daher ,+,=e=-@=-d+d,edi=e, 
ei = e, ist. Außerdem gilt e,/,C I, N I, = (0), so daß e,/,= (0) sein muß. Entsprechend 
gilt e,I, = (0). 

Hieraus schließt man leicht, daß 


I,={seR:as=a} wd = {EeR:gr=a} (1) 


ist. Folglich sind I,, I, abgeschlossene Ideale, wobei e, bzw. e, in den Algebren I, bzw. I, 
die Rolle der Einselemente spielen. 

Gibt es in R von Null verschiedene Elemente e, und e,, die den Bedingungen e = e, + e,, 
&=e,€e3=e, und eje,=() genügen, so werden durch (1), wie man leicht sieht, ab- 
geschlossene Ideale I,, I, definiert, und für diese gilt R = I, + I,. Letzteres folgt aus der 
Gleichung = ve=xe, + xe,. 

Da e? = e,und.e3 = e, ist, nehmen die Funktionen e, (M) und e,(M) nur die Werte O und 1 
an, wobei 
ic &(M)+&(M=1 und s(Me(M)= 
ist. 

Wird also 
F,={M:e(M)=1} und R,={M:e(M)=]1} 


gesetzt, so folgt, daß sich M als Vereinigung der beiden abgeschlossenen disjunkten 
Mengen F\, und F, darstellen läßt und daher nicht zusammenhängend ist. 

Ordnen wir jedem xEI, die Zahl z(M), M e F,, zu, so erhalten wir einen Homomorphis- 
mus der Algebra I, auf den Körper der komplexen Zahlen und damit ein Ideal M, der 
Algebra I,. Wie man leicht sieht, ist die Zuordnung M — M, eine Homöomorphie von F, 
auf den Raum (I,) der maximalen Ideale der Algebra I,. Genauso ist F, dem ent- 
sprechenden Raum M(I,) homöomorph. Es gilt also: Ist R= I, I,, so ist M die Ver- 
einigung von zwei abgeschlossenen elemenifremden Mengen, nämlich der Räume der maxi- 
malen Ideale von I, bzw. ],. 

G. E. ScmLow [18] bewies mit Hilfe seiner Theorie der analytischen Funktionen von 
mehreren Elementen einer Algebra (vgl. Nr. 7), daß auch die Umkehrung gilt: 


Ist die Menge M nicht zusammenhängend, so läßt sich R in die direkte Summe von Idealen 
in BR zerlegen. 


. 9. Primäre Ideale. Es sei R eine vollständige normierte kommutative Algebra mit 
Einselement. Ein abgeschlossenes Ideal I in R werde primär genannt, wenn es in nur 
einem einzigen maximalen Ideal der Algebra R enthalten ist. 

Geht man zur Restklassenalgebra R/I über, so bedeutet diese Bedingung, daß es in R/I 
nur ein maximales Ideal gibt. Dieses stimmt dann mit dem Radikal der Algebra .R/I 
überein. Dies bedeutet, daß jedes Element der Algebra R/I, das kein Inverses hat, im 
Radikal dieser Algebra enthalten ist. 

Bei der Untersuchung der primären Ideale stützt man sich auf folgenden Satz: 

Theorem 9, Es sei x ein nilpotentes Element der Algebra R, das der Bedingung 

EI Pe 1 BEL LADE 
Ke—Aa)1l< ee m>n, a) 


für alle hinreichend großen r = |A}| und alle = arg = + Z genügt. Dann ist r*!=0. 
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Beweis. Es sei P(}) ein Polynom n-ten Grades, dessen sämtliche zalealen in der 


unteren Halbebene liegen. Dann gilt für die Vektorfunktion y(A) = ar @ (e— Az)" 
genügend großes r 
_ | (e— As) er" 1 € 
va] = P() = lcosmp| Kr"  Tcosmp| ' 


Also ist |y(A)| auf der reellen Achse beschränkt, und es folgt!) 


1 B 
ar sing do 


n n- 
[ie wen! snpdo=s mlog*e'+ [1og‘ 
6 0 

1 
_ mlogte'+ | log‘ - du 
0 


1 
= log’ m [logu du<oo 
0° 


und somit 


T 
im I [log* |yeren)|sinpdp=0. 
>00 z 


Auf Grund des Satzes von PHRAGMEN-LINDELÖF (vgl. etwa MArkow [1P)) schließen wir 
hieraus, daß die mit einem beliebigen Funktional fe R’ gebildete Funktion f{y (A)) in der 
oberen Halbebene beschränkt ist, so daß |f((e—Ax)")|s c}4* für O<sp=<x ist. Ent- 
sprechend läßt sich zeigen, daß diese Abschätzung auch für -z<o=0 gilt. Dann ist 
Fite — 4x)"') für jedes fe R’ ein Polynom, dessen Grad höchstens gleich r ist. Hieraus und 
aus der Formel (e—Az)!=e-+Ax+7222-+.--- folgt nun aber, daß f({a”+1) =0 für alle 
feR’ ist. Es ist also tatsächlich a” +1 = 0. 
Durch Anwendung von Theorem 9 gelangt man zu 


Theorem 10. Es sei {x,} ein Erzeugendensystem der Algebra R und es gelte für ein 
festes maximales Ideal M, und alle Erzeugenden x, eime Bedingung 


1 


in einer gewissen Umgebung des Punkies 0 = x, (HM) (einzeln für jedes x,). Dann gibi es 
ein mimimales primäres Ideal I der Algebra R, das in M, enthalten ist. Dieses Ideal wird 
von den Elementen (x, — A eyra”1 erzeugt. 

Isin,= 2 für alle x, so gibt es nur ein in My liegendes primäres Ideal, nämlich M, selbst. 


Beweis. Es sei J irgendein in M, enthaltenes primäres Ideal, und es bezeichne & das 
Bild des Elements x bei dem natürlichen Homomorphismus R> R/J. Dann existiert 
für A == A das Element (&,—4&)-!. Da |äö|=|e] ist, gilt wegen (2) 


rer 1 
|(&,— 18) = (aa) (8) 


!t) log*x bezeichnet log U 0. 
2) Vgl. auch L. BingersacH, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. II, 2. Auflage, 
Leipzig 1931, S: 129. — Anm. d. Red. 


9. Primäre Ideale j 221 


3 ilo+Z u B BREN 
Wird hier nun B=T7—gw te (+7) und y„=2,—-/0& gesetzt, so folgt 
Ag 


ee ER MR, —Z n | 
5 ug] Ins ) re .) 3 


ma-ı \ 
=0|- |. 
( | cosr« | ) 
Nach Theorem 9 gilt dann aber 3% = 0 und (@— ug )"'= „2 uP3%. Wegen (3°) ist dann 


get=0,d.h (&,— eye -1=0. Folglich ist (0,— ? 70 eyna- 1€J, so daß J alle 
2%, — (ADe)re-! enthält. Dann gehört auch das von diesen Elementen erzeugte abge- 
schlossene Ideal / zu J. Das Ideal I ist primär; denn aus I CM, folgt (x, (M,) — Ana -1= 0 
und @,(M,) = 12) = x, (Ms) für alle Erzeugenden z,, so daß M, = M, sein muß. 

Nun sei N.< 2. Dann gilt 9, = 0, also &,=Alte,. Demnach ist R/J der Körper der 
komplexen Zahlen, so daß J ein maximales Ideal und J= M, ist. 

Bemerkung. Die Bedingung in Theorem 10, daß die Abschätzung (2) in einer vollen 
Umgebung von A gilt, kann abgeschwächt werden. Es genügt zu verlangen, daß in einer 
Umgebung jedes Punktes A = x,(M,) eine Strecke A= A +te'Pa, |t|<e, existiert, 
die durch den Punkt geht, auf welchem 


1 
weg =0 (ee) 
ist, und daß für {> und A= 40 1 teip 
Zn 


+ [1os* le 29°] sinp do 0 
F 


gilt. 
Folgerung 1. Es sei R eime Algebra mit einer einzigen Erzeugenden x, und in einer 
Umgebung des Punktes }, = x(M,) sei die Bedingung 


u 1 
Ie-3021- (Tma=aor) 5 


erfüllt. Dann gibt es in R höchstens n — 1 primäre Ideale, die in M, enthalten sind. Jedes 
dieser Ideale wird von einem der Elemente («— ge" (k=1,2,...,n—1) erzeugt. 


: Beweis. Benutzt man dieselben Bezeichnungen wie im Beweis von Theorem 10, so 


ist RI ein hyperkomplexes System mit den Basiselementen &, 9 2.5 4%, wobei 
9 = — 20€ ist. Die einzigen Ideale in R/I sind also die von jeweils einem der Elemente 
+ ., 9° erzeugten Ideale. 


Diese Folgerung zeigt, daß die Theorie der primären Ideale eine wesentliche Rolle bei 
der Übertragung der Theorie der Elementarteiler auf Operatoren in unendlichdimensionalen 
Räumen spielen wird. 


Folgerung 2. Es sei R eine Algebra mit den beiden Erzeugenden x und x"*. Dabei sei 
|x(M)|=1, und es gelte 


im(-ıy De, m—(, lim? Zu. =0, 5) 
r>1 r>1 
wobei &, = |a*| (n=0, 41,4%...) sei. Dann gibt es in jedem maximalen Ideal M, der 
Algebra R außer den Idealen I,, 12, .- ., Ix-., wobei I, das durch (© — },6)', Ay = x(M,)» 
erzeugte Ideal ist, kein weiteres primäres Ideal. . 
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Ist |Aler<1, so gilt 
[e,«} oo 
(ea) |= 2% |Ajr|a”| = Za,r* 
R=0 N=0 


und daher wegen (5) 


f 
le 291-0 (1) (6) 
für r<1. Für |Al=r>1gilt 
= = es = } 1 _ -1 et} [e} Ben 
ea area) Is Dunn, 


TE) für r\ 1 und |(«e—A2)-1|-0 für r — oo. Mit Rücksicht 


also |(e-Aa)-t| =o( A 
auf die Bemerkung zu Theorem 10 ist der weitere Beweis analog dem von Folgerung 1.!) 
Beispiel. Es sei R die Algebra aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen x(f), 
0=:=1, mit den in üblicher Weise definierten Operationen und der Norm 
|«|= max|«(f| + max|a’(d| ++ Zr max|a0 (|. 


Diese Algebra hat diebeiden Erzeugenden z(t) = e und" 1(t) = e”°*, wobei, = |x*| » ein]|* 
(r=-0,+1,+2,...) ist. Hieraus folgt 


oo 
Kart m 
Nn=-X 


[7 
er » a>0. 


Folglich gibt es in R höchstens k + 1 primäre Ideale, die in einem gegebenen maximalen 
Ideal M, enthalten sind. Im vorliegenden Fall gibt es genau k-+1 primäre Ideale, näm- 
lich I,= MI, = M,, . . ., [= M,, wobei M,i=0,1,..., k) die Gesamtheit aller «(t) 
ist, für die z{t,) = #/(t)= + = al) = 0 ist. 


$12. Homomorphismen und Isomorphismen 
von kommutativen Algebren 


1. Die Eindeutigkeit der Norm in einer halbeinfachen Algebra. Eines der 
wichtigsten Ergebnisse der Theorie der kommutativen Algebren besagt, daß 
die Norm einer halbeinfachen Algebra allein durch die algebraische Struktur 
bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmt ist. 

Wir beweisen zunächst einen Hilfssatz. 


Hilfssatz. Es sei R, eine kommutative Algebra und R eine Teilalgebra 
von R,. In R, sei die Norm |x|, und in R die Norm |x| definiert. Mit diesen 
Normen seien R und R, Banachsche Algebren. Sind dann M, und M die Räume 
der maximalen regulären Ideale von R, bzw. R, so gilt für jedes Element xE R 
max |e(M,)| <max|x(M)). () 

ii MEN 


ı 


5) Der Beweis ist gegenüber dem Original etwas ausführlicher gehalten. — Anm. d. Red. 
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Beweis. Es seien S, und Si die Spektren!) des Elements x€ R in den 
Algebren R bzw. R,. Offenbar gilt 


8,28. (2) 


Andererseits ist 8, die Menge aller Werte der Funktion z(M), MEM, und Sl 
die Menge aller Werte der Funktion z(M,), ME WM,. Hieraus und aus (2) 
folgt schon die Ungleichung (1). 


Theorem 1. Auf einer Banachschen kommutativen Algebra R mit der 
Norm |x| sei eine zweite Norm |x|, gegeben, und die vollständige Hülle R, der 
Algebra R in bezug auf die Norm |x|, sei eine halbeinfache Algebra. Dann gilt 
eı <C|x| für alle x € R, wobei C eine Konstante ist. 


Beweis. Wir definieren in R eine neue Norm |x|,, indem wir 
x] =maxl|z|, |e]ı} (3) 


setzen. Man bestätigt sofort, daß |x|, allen Axiomen der Norm einer Algebra 
genügt, so daß R auch in bezug auf die Norm ||, eine normierte Algebra ist. 

Wir behaupten, R ist bezüglich |x|, vollständig. 

Es sei {z,} eine Fundamentalfolge aus R in bezug auf |x|,. Wegen (3) ist 
{z,} dann auch bezüglich |x| und |x|, eine Fundamentalfolge. Es seien x, 
und x, die Limites von {x,} bezüglich |x| bzw. |x|,- 

Aus dem obigen Hilfssatz ergibt sich für n>o_ 

max|2,(M,) — x, (M})| < max|z,(M)— ,(M)| < | — | —0; 
M,CM, Men 

max} (M)—a,(My)| < | — an] 0 

M,EM, 


(vgl. $11, Nr. 2, Satz I, g), und daher gilt 
x (M))—%(M})=0 


für alle M, € M,. Folglich gehört x| — x, zum Radikal der Algebra R,. Da R, 
als halbeinfach vorausgesetzt wurde, schließen wir hieraus, daß x, — x, = 0 ist. 

Aus x, = x, folgt nun aber, daß R bezüglich ||, vollständig ist. 

Wir wissen damit, daß R sowohl bezüglich der Norm |x| als auch bezüglich 
der Norm |x|, > |x! vollständig ist. Auf Grund einer Folgerung aus dem 
Banachschen Satz (vgl. $4, Nr. 4, Satz VII) gibt es dann eine Konstante C 
mit |x),<C]|x| für alle xE R. Wegen (3) gilt dann aber auch jzI, < O|«| 
für alle-x € R, womit der Satz bewiesen ist.?) 

Folgerung 1. Jeder Isomorphismus einer BanacHschen kommutativen 


Algebra R auf eine dichte Teilmenge Rı einer halbeinfachen BanacHschen 
kommutativen Algebra R, ist sietig. 


1) Ist R eine Algebra ohne Einselement, so wird unter dem Spektrum eines Elements 
xeR sein Spektrum in der aus R durch Adjurniktion des Einselements entstehenden 
Algebra verstanden. 

2) Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung eines von I. M. GELFAND [4] angegebenen 
- Satzes dar; die Verallgemeinerung stammt von G. E. Sc#ILow [5] und Rıckarr [3]. 
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Beweis. Übertragen wir die in R definierte Norm auf Ri ‚so erhalten wir in A 
zwei Normen, auf die das Theorem 1 anwendbar ist. Sindx eR} undxzEeR 
Elemente, die bei dem Isomorphismus einander entsprechen, so gilt folglich 
«|< O|x]|, wobei © für alle x, x’ dieselbe Konstante ist. 


Folgerung 2. Sind halbeinfache Banachsche kommultative. Algebren iso- 
morph, so sind sie auch iopologisch isomorph. 

Die Folgerung 2 bedeutet, daß die Norm in einer halbeinfachen kommu- 
tativen Algebra bis auf Aquivalenz eindeutig durch die algebraische Struktur 
bestimmt ist. 


Folgerung 3. Jeder Automorphismus (d. h. Isomorphismus auf sich) einer 
halbeinfachen Banacuschen kommutativen Algebra ist stetig. 

Die Folgerung 2 wurde von RıckArr [3] auf gewisse nichtkommutative Algebren aus- 
gedehnt. Insbesondere bewies RıckArr folgende Aussage: In jeder einfachen BanacHschen 
Algebra mit Einselement ist die Norm bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmt. Andere Ver- 
allgemeinerungen dieser Ergebnisse findet man bei YooD [5]. 


2, Symmetrische Algebren. 

Theorem 2. Jede Involulion in einer halbeinfachen Banachschen kommwu- 
taliven Algebra ist stetig. 

Beweis. Wir bezeichnen mit R” die aus denselben Elementen wie R 
bestehende Algebra, in der die Addition und die Multiplikation sowie die Norm 
genauso wie in R erklärt sind, während die Multiplikation mit einer Zahl (wir 
deuten sie durch einen Punkt an) in R* durch die Formel A - x—= Ax definiert 
sei. Offenbar ist RB” eine halbeinfache BanacHsche kommutative Algebra und 
die Zuordnung x — x* ein Isomorphismus der Algebren R und R“. Daher 
braucht nur noch die Folgerung 2 aus Nr. 1 angewendet zu werden. 
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1. Definition und Eigenschaften des Schilowschen Randes. Es sei R eine 
BanacHsche kommutative Algebra mit Einselement und Pt der Raum der 
maximalen Ideale von R. Eine abgeschlossene Menge F CM heiße wesentliche 
Menge, wenn der absolute. Betrag jeder Funktion x«(M) von RE sein Maximum 
in einem Punkt von F annimmt. Offenbar gibt es stets eine wesentliche Menge, 
nämlich NM selbst. Eine wesentliche Menge werde minimal genannt, wenn sie 
keine echte Teilmenge besitzt, die auch noch wesentlich ist. 


Theorem 1. Im Raum der maximalen Ideale einer Banacuschen kommu- 
tativen Algebra mit Einselement gibt es genau eine minimale wesentliche Menge. 
Diese heißt Schitowscher Rand von M. 

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß es überhaupt eine minimale wesentliche 
Menge gibt. - 

Die Gesamtheit {F} aller wesentlichen Mengen ist in bezug auf die Inklusion 
eine halbgeordnete Menge, die der Voraussetzung des Zornschen Lemmas 
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genügt; die untere Grenze einer abnehmenden Gesamtheit {F,} von wesent- 
lichen Mengen ist einfach der Durchschnitt aller Mengen dieser Gesamtheit, 
der wegen der Bikompaktheit von M nicht leer und ebenfalls eine wesentliche 
Menge ist. Ist nämlich x(M) eine feste Funktion aus. R und F',, die Menge aller 
Punkte M CM, in denen ihr absoluter Betrag sein Maximum annimmt, so 
haben die bikompakten Mengen F,N F, einen nichtleeren Durchschnitt, also 
ist auch der Durchschnitt von F, mit NF, nicht leer. 


Demzufolge gibt es in {F} ein minimales Element. 

Um die Eindeutigkeit des minimalen Elements zu zeigen, nehmen wir an, 
es gäbe zwei minimale wesentliche Mengen. Wir bezeichnen diese. mit I, 
bzw. I‘, und behaupten, daß jede Umgebung eines beliebigen Punktes M, € IT}, 
einen Punkt aus /', enthält. Auf Grund der Abgeschlossenheit von IT, folgt 
hieraus, daß I, C I, und damit I, = T, ist, weil natürlich auch J,c I} gilt. 

Es sei also U= Tm;; &5 +, 25 €) irgendeine Umgebung aus der Um- 
gebungsbasis des Punktes M, € T,. Sie wird durch die Ungleichungen 


| (M) — 2, (M3)|<e (k=1,2,...,n) 


beschrieben. Da die Elemente x, durch die Elemente x; — x,(M,)e ersetzt 
werden können, darf angenommen werden, daß x, € M, ist und daß die Um- 
gebung U. durch die Ungleichungen 


: (M)|<e u (k=1,2,...,n) (1) 
beschrieben wird. Nun gibt es in der Algebra R eine Funktion y=:y(M), für 
die das Maximum ihres absoluten Betrages, 

m— Br x |s( (M)|, 


in !,N U angenommen wird und a Betrag auf I, — I, NU Kleiner als m 
ist; Anderenfalls wäre I\— I NUT eine werautliche: Menge, was wegen. der 
Minimaleigenschaft von I’, unmöglich ist. Da y durch m y ersetzt werden kann, 


darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden, daß m = list. 
Weiter darf angenommen werden, daß 


|y(M) I<—ar7 Fr für MEN—-UNT, 
1<Sksn 
gilt. Man braucht ja y nur durch ein geeignetes y” zu ersetzen: Wegen sind 
dann die Beträge der Funktionen (x,y)(M) = x,(M)y(M) (k=1,2,...,n) 


überall auf /‘, und damit auch auf ganz Mt kleiner als e, also 
z.(M)y(M)|<e füral MEM und k=1,2,...,n.- (2) 


Da aber /, wesentlich ist, gibt es einen Punkt M, € T,, in dem |y(M)| sein 
Maximum m = 1 annimmt, 
s(My)|=1. 
Wird in (2) nun M = M, gesetzt, so. erhalten wir 
| (M)!<e (k=1,2,...,n), 


15 Neumark, Algebren 
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und folglich gilt M,cC U. Auf Grund des oben Gesagten schließen wir hieraus, 
daß I,=T', sein muß, womit Theorem 1 vollständig bewiesen ist. 


. Theorem2. Ein maximales Ideal M, gehört dann und nur dann zum SCHILOW- 
schen Rand IT’, wenn es zu jeder Umgebung U (M,) von M, in der Algebra eine 
Funktion y(M) gibt, deren absoluter Betrag sein Maximum in U (M,) annimmt 
und außerhalb von U(M,) überall kleiner als sein Maximum ist. 


Beweis. Würde es keine solche Funktion y (M) geben, so müßte der absolute 
Betrag jeder Funktion y(M) der Algebra sein Maximum in M — U(M,) an- 
nehmen, so daß I'C M — U(M,) und M, & [' wäre. Folglich ist die Bedingung 
notwendig. Sie ist aber auch hinreichend, weil es, wenn sie erfüllt ist, in jeder 
Umgebung des Punktes M, einen Punkt des SchrLowschen Randes gibt und 
daher M, zum SchiLowschen Rand gehört. 

Beispiel. Es sei A die Algebra aller Funktionen x = xz(£), die in |{|<. 1 regulär und 
auf |öÜ|=1 stetig sind ($ 11, Nr. 3, Beispiel b). Der Raum M der maximalen Ideale von A 
ist der abgeschlossene Kreis [E | = 1. Auf Grund des Prinzips vom Maximum des absoluten 
Betrages ist die Kreisperipherie |{| = 1 der SomLowsche Rand der Algebra A. 


2. Erweiterung maximaler Ideale. Es sei R, eine Banachsche kommutative 
Algebra mit Einselement und R eine BanAchsche kommutative Algebra, die R, 
als Teilalgebra mit derselben Norm enthält. Mit M bzw. M, bezeichnen wir 
den Raum der maximalen Ideale von R bzw. R,. Für jedes Element x von A, 


können dann die Funktionen x(M) über M und z(M,) über WM, gleichzeitig. 


betrachtet werden. 
Hilfssatz. Für jedes xE R, gilt 


max |x(M)|= max |x(M,)|. da) 
. ‚ MEM MEN, 
Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Formel 
max |x(M)| = lim Ve 
MEM N-->00 


(vgl. $11, Nr. 2, Satz IV), weil die Potenzen x” gleichzeitig in R, und R ent- 
halten sind und ihre Normen in R, und .E übereinstimmen. 
Wir können jetzt folgenden Satz beweisen. 


Theorem 3. Jedes maximale Ideal des ScurLowschen Randes I’ der Algebra. R, 
kann zu. einem maximalen Ideal jeder R, umfassenden Algebra R erweitert 
werden. 


Beweis. Es sei M, € [', ein Element mit der Eigenschaft, in keinem maxi- 
malen (und damit in überhaupt keinem) Ideal der Algebra RD R, zu liegen. 


Rn 
Dann muß die Gesamtheit aller Summen der Gestalt 3 x;2,, 2, € Mu; € B, 
k=1 


mit der ganzen Algebra R übereinstimmen; anderenfalls wäre nämlich diese 
Gesamtheit ein M, enthaltendes Ideal I von R. 
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Insbesondere muß eine dieser Summen gleich dem Einselement e der Algebra 


sein: 


Rn 
e =2 TpR%e- (2) 
Wir können annehmen, daß ö 
max |x,(M)|<1 ®) 
MEN 


ist; anderenfalls hätte man nur x; durch «,x, und 2, durch = 2, zu ersetzen. 
%k 
Nun sei # die größte der Zahlen 
4; = max |2,(M)| (k=1,2,...,n) (4) 
MEN 


und U(M,) die durch die Ungleichungen 
1 
MI <g,> MEM  (k=12,...,n) (5) 


definierte Umgebung des Punktes M, von M,. Nach Theorem 2 aus Nr. 1 
gibt es in R, eine Funktion y(M,), deren absoluter Betrag in U(M,) sein 
Maximum Eins annimmt und außerhalb von U(M,) kleiner als Eins-ist. Wir 
dürfen annehmen, daß 

yan)<z nz in M—U(M,) (6) 
ist; anderenfalls ersetze man das Element y durch eine geeignete Potenz y”. 
Wenden wir nun den oben bewiesenen Hilfssatz an und berücksichtigen dabei 
die Beziehungen (2) bis (6), so folgt 


max |y(M en Fanta) yal) zu m|<u m max |v,(M} y(M)| 
MEm | MEM 


a2 nz „et M,)y(M)|<u- Ra 9: 
=1 ME nu 2 


Andererseits gilt auf Grund Kae Hilfssatzes 
max |y(M)|= max |y(M})|=1. 
MEM MEN, 


Aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit des Satzes. 
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1. Definition der vollsymmetrischen Algebra. Ist R eine Banachsche 
kommutative symmetrische Algebra mit Einselement und M ein maximales 


Ideal in R, so gilt für jedes Element zE R 
z=x(M)e+m, meEM. 
Hi folgt PESBER : 
ieraus folg —z(M)e + mt. a) 


15* 
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Offenbar ist M* (d. h. die Gesamtheit aller m* mit m € M) ebenfalls ein maxi- 
males Ideal in R. Daher bedeutet (1), daß 


«*(M*) = x(M) | (2) 
ist. Eine Bawachsche symmetrische Algebra R mit Einselement heißt voll- 
symmetrisch!), wenn x*(M) = x({M) für alle xE R und alle MEM ist. 

Eine BanacHsche symmetrische kommutative Algebra. R mit Einselement ist 
genau dann vollsymmetrisch, wenn ihre maximalen Jdeale sämtlich symmetrisch 
sind. 

Beweis. Sind alle maximalen Ideale M symmetrisch (M*—= M), so folgt 
aus (2), daß x*(M)= x(M) ist, und R ist vollsymmetrisch. Ist dagegen R 
vollsymmetrisch, so gilt mit x(M)=0 auch #*(M)=0, d.h, au ze M 
folgt x* € M, und folglich ist jedes maximale Ideal symmetrisch. 

Beispiele. 1. Die Algebra C(T) aller stetigen Funktionen über einem bikompakten 


Raum 7 ist offenbar vollsymmetrisch. 
2. Die Algebra W aller absolut konvergenten trigonometrischen Reihen 


y s oo 
ze N o,eint 
n=— 0 


ist ebenfalls vollsymmetrisch. 

3. Die Algebra A aller Funktionen x(£), dei im Kreis |Ö| < 1 holomorph und auf || =1 
stetig sind, ist für keine Involution vollsymmetrisch, denn die Funktionen x(£) und z(&) 
können nur dann in |£| <1 gleichzeitig holomorph sein, wenn x(£) = const ist. 


In A kann durch »*(£) = x(£) aber eine Involution eingeführt werden; alle Axiome 
der Involution ($ 10, Nr. 1) sind erfüllt. Somit kann A als Beispiel für eine Algebra dienen, 
‚die wohl symmetrisch, aber nicht vollsymmetrisch ist. 


2. Ein Kriterium für die Vollsymmetrie. 

Theorem!. Es sei R eine Banachsche kommutative Algebra mit Einselement. 
In .R sei eine Involution 2 x* definiert. Diese Involution genügt der Be 
«*(M) = = z(M) für alle MEM 

‚genau dann, wenn jedes Element e-- x*x ein Inverses in R hat. 
Beweis. Natürlich ist die Bedingung notwendig; ist nämlich R vollsym- 
metrisch, so gilt 
let) M-1+2z Mt, 
so daß e-+ x*x in keinem maximalen Ideal M enthalten ist und daher ein 
Inverses hat. 


Um zu beweisen, daß die Bedingung auch hinreichend. ist, nehmen wir an, 
jedes Element e + x*x habe ein Inverses, Zunächst zeigen wir, daß für jedes 


!) In der Literatur wird eine in. diesem. Sinne: völlsymmetrische Algebra häufig einfach 
symmetrische Algebra genannt, während unsere PynuEheteiechen Algebren statt dessen 
Algebren mit Involution genannt werden. 
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hermitesche Element x € R die Beziehung x(M) = x(M) gilt. Hierzu genügt 
es nachzuweisen, daß das Spektrum jedes hermiteschen Elements x reell ist, 
d.h., daß (x — (A+ iu)e) ", wo A und u reelle Zahlen sind, für u =F 0 existiert. 


Wir setzen v-- (« —Ae). Dann ist y* = (« —e) und 


(«—(A+iu)e) («—(A—iu)e) = (@— Me) +We=ule+y*y). 
Nach Voraussetzung hat die rechte und damit auch die linke Seite dieser 
Gleichung ein Inverses; folglich existiert 


(«—(A+ip)e)t= («—(A— in) e) (a—Ae)?+ Pe]. 


Damit ist gezeigt, daß x(M) für ein hermitesches Element x reell ist. Nun läßt 
sich aber jedes Element x in der Form x—= x, + ix, darstellen, wobei x, und x, 
hermitesche Elemente sind. Daher gilt 

=*(M) = (&—i%) (M)= x, (M) —i(M)=u(M) +i,(M)=x(M), 
womit das 'Theorem 1 bewiesen ist. 

Wir können jetzt die folgende allgemeinere Definition der vollsymmetrischen 
Algebra aussprechen. Eine BanacHsche. symmetrische Algebra R mit Eins- 
element heißt vollsymmetrisch, wenn in ihr jedes Element der Gestalt e + «*x 
ein Inverses hat. 

Theorem 1 bedeutet nun, daß im Fall einer kommutativen Algebra die neue 
Definition mit der ursprünglichen äquivalent ist. 


3. Eine Anwendung des Satzes von Stone. 


Theorem 2. Ist R eine vollsymmetrische kommutative Algebra und M der 
Raum ihrer maximalen Ideale, so ist jede über M stetige Funktion f{M) Grenzwert 
einer gleichmäßig konvergenten Folge von Funktionen x,(M), ©, ER: 

Beweis. Wir bezeichnen die Gesamtheit aller reellen Funktionen xz(M), 
xEeR, mit K. Dann ist K eine Algebra von reellen stetigen Funktionen 
über dem bikompakten Raum Mt. Ist M)=+ M,, so gibt es eine Funktion 
<{M=x(M)+:i%(M),zER, (vgl. $10, Nr. 1, Satz I) mit der Eigenschaft, 
daß x(M,) == x(M,) ist. Folglich nimmt wenigstens eine der reellen Funktionen 
x (M),x,(M) € K in den Punkten .M, und M, verschiedene Werte an. Demnach 
genügt K allen Voraussetzungen des Satzes von Sroxe (vgl. $2, Nr. 10), aus 
dem folgt, daß jede reelle stetige Funktion über M Grenzwert einer gleich- 
mäßig konvergenten Folge von reellen Funktionen x(M) € K ist. Wendet man 
dieses Ergebnis auf die reellen stetigen Funktionen Re /{M) und Im f{M) an, 
so erkennt man die Richtigkeit der Behauptung. 


Folgerung 1. Ist R eine Banacnsche vollsymmetrische kommutative Algebra, 


in der |x«| = max |x(M)} 
MEmM 


ist, so ist R der Algebra C{M) isometrisch isomorph..) 


1) Wir erinnern daran, daß C(M) die Algebra aller auf M stetigen Funktionen mit den 
üblichen Operationen und der Norm max |x(M)] ist (vgl. Beispiel 1 aus $9, Nr. 1}. 
MEN 
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Beweis. In diesem Fall bilden die Funktionen z(M) eine im Sinne der 
Norm max |z(M)! vollständige Algebra, weil R im Sinne der Norm |x| voll- 
MEN 


ständig ist. Daher ist jede Funktion aus C(M), die Grenzwert einer Folge von 
Funktionen x, {M), x, € R, ist, selbst eine solche Funktion. 


Folgerung 2. Qilt in einer vollsymmetrischen Algebra R 
= le]? 
für alle x € R, so ist R der Algebra C(M) isometrisch isomorph. 
‚In diesem Fall gilt nämlich 


max |«(M) u 0 arm Yer- Ie|, 


so daß nur noch die Folgerung 1 anzuwenden bleibt. 

Eine BanAchsche symmetrische kommutative Algebra R ohne Einselement 
- heiße vollsymmetrisch, wenn die aus RB durch Adjunktion eines Einselements 
entstehende Algebra R, vollsymmetrisch ist. 

 Fölgerung 3. Ist R eine vollsymmeirische Algebra ohne Einselement und M 
der Raum der ‚regulären maximalen Ideale von R, so ist jede über M sieiige 
Funktion F{M), die im Unendlichen gleich Null ist, Grenzwert einer auf M 
gleichmäßig konvergenten Folge von Funktionen x,(M), &, ER. 

Beweis. Wir dürfen annehmen, daß M der lokal bikompakte Raum ist, 
den man aus dem Raum , der maximalen Ideale der Algebra R, erhält, 
wenn man das Ideal M, = ER fortläßt, das in I, die Rolle des unendlich fernen 
Elements spielt (vgl. $ 11, Nr. 4). Die Elemente x € R dürfen als Funktionen 
x(M) über Mt, angesehen werden, die im Punkt M, gleich Null sind. 

Nun sei f(M) eine über Wit, stetige Funktion, die im Punkt M, gleich Null ist. 

Nach Theorem 2 gibt es eine Folge x, € R, derart, daß 


sup |{(M)— x,(M)|-> 0 für no. 
Da 


Da f{M,) = .0 ist, folgt hieraus 
.(Mo)|=|.,.(M)—HM)|>0 für n—o. 


Wird 4, = 2% — 2, (M,)e gesetzt, so hat demnach die Folge 4, € R die Eigen- 
schaft, daß sup |y,(M) — H{M)| > 0 für no. 
M 


4. Der Schilowsche Rand M einer vollsymmetrischen Algebra. 

Theorem 3. Der ScuiLowsche Rand einer vollsymmetrischen kommutativen 
Algebra stimmt mit dem Raum ihrer maximalen Ideale überein. 

Beweis. Es sei R eine vollsymmetrische kommutative Algebra, N der Raum 
ihrer maximalen Ideale, M, ein beliebiges maximales Ideal von R und f{M) 
eine stetige Funktion, die außerhalb einer gegebenen Umgebung U(M,) von 
M, gleich Null und in M, selbst gleich 1 sei. Nach Theorem 2 aus Nr. 3 gibt 


es eine Funktion x(M), x.€ R, die auf M der Ungleichung iM) —x(M)| < > 
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genügt. Dann nimmt aber |x(M)| sein Maximum in der Umgebung U (M,) an. 
Folglich ist für den Punkt M,, die Voraussetzung von Theorem 2 aus $13, Nr.1, 
erfüllt, so daß M, zum SomrLowschen Rand gehört. Da nun M, EM beliebig 
gewählt war, können wir schließen, daß der SourLowsche Rand mit M 
übereinstimmt. 


Folgerung. Jedes mazximale Ideal einer vollsymmetrischen kommutativen 
Algebra R, läßt sich zu einem maximalen Ideal einer beliebigen, R, umfassenden 
vollständigen normierten kommiutativen Algebra erweitern. 


Zum Beweis genügt es, Theorem 3 aus $ 13, Nr. 2, auf den hier vorliegenden 
Fall anzuwenden. 


$15. Reguläre Algebren 


1. Definition der regulären Algebra. Eine Familie 7 von Funktionen «{f) 
über einem topologischen Raum T'. werde regulär genannt, wenn es zu jeder 
abgeschlossenen Menge FC T und jedem Punkt t, & F eine Funktion z(t)E 7° 
gibt, die die Eigenschaften 


<()#0, zl)=0 auf F 


besitzt. Die Familie. heiße normal, wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlos- 
senen Mengen F,, F,cC T eine Funktion x{f) € .# gibt, für die 


zt)=0 auf F, :)=1l auf RM, 


gilt. Eine kommutative Banac#sche Algebra R mit Einselement soll regulär 
genannt werden, wenn die Familie aller Funktionen #(M), die den Elementen # 
von ER entsprechen, regulär ist. Ist diese Familie normal, so soll auch die 
Algebra R normal genannt werden. 

Offenbar ist jede normale Familie regulär, so daß eine normale Algebra stets 
auch regulär ist. Weiter unten (vgl. Nr. 4) werden wir sehen, daß auch die 
Umkehrung richtig ist. 


Beispiele. 1. Die Algebra C(T) aller über einem Havsporrrschen bikompakten 
Raum 7 definierten stetigen Funktionen ist nach dem Urysonsschen Lemma normäl 
(vgl. $2, Nr. 8, Satz II) und damit auch regulär. 

2. Die Algebra D,(a, b) aus $11, Nr. 2, Beispiel 3, ist offenbar ebenfalls regulär. 

3. Die Algebra A ($11, Nr.3) ist nicht regulär, denn jede Funktion x(£), die im 
Kreis |2] <1holomorph und auf einer offenen Teilmenge dieses Kreises gleich Null ist, 
ist identisch gleich Null. j 


2. Normale Funktionenalgehren. 

I. Es sei 9 eine normale Familie von Funktionen x(t), die auf einem topo- 
logischen Raum T definiert sind. In bezug auf die üblichen Operationen ser 7 
eine Algebra mit Einselement. Ferner sei {U,, Us, ..., U„} eine aus den offenen 
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Mengen T,,..., U, bestehende endliche Überdeckung des Raumes T. Dann 
gibt es in. Funktionen z{k), : - ., 2, (f) mit folgenden Eigenschaften: 

a) (= 0 außerhalb U, (k=1,2,...,n); 

bat) + +1 aufT. 

Wir wollen den Satz durch einen Induktionsschluß beweisen. Zunächst 
sein — 2. Dann sind die abgeschlossenen Mengen Fr, = T— U, und P,= T—T, 
disjunkt. Folglich gibt es in der normalen Familie 7 eine Funktion x, (f), 
die auf F, gleich Null und auf F, gleich Eins ist. Wird nun 5 )=1— x, (f) 
gesetzt, so sind x, (f) und x,(f) Funktionen, die den Bedingungen a) und b) 
für n= 2 genügen. 

Angenommen, der Satz wäre bereits für Überdeckungen bewiesen, die aus 
n — 1 offenen Mengen bestehen. Gegeben sei eine Überdeckung, die aus den n 
offenen Mengen T,, Ü,,..., Uy-ı, U„ besteht. Wir setzen 


V,=U,,...,V/as=Un-, Ina-ı=Un-ı U Ur 


Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in. Funktionen y, (t), .. -, %u_ı(t) mit 
&) y,(f) =0 außerhalb V;; 
dt tm lauft. 

Setzen wir W,=U,U... UT, und W,=T,, so bilden auch W, und W, 

eine offene Überdeckung von 7. Es gibt also zwei Funktionen z,(f) und 2,(t) 

in mitz()+2%{)=1 auf T,2,(f)=0 außerhalb W, und 2,(f)=0 außer- 

halb W,. Wir setzen 


% (d) == Yıd ... &n-2(E) = Yn-2(Ü) ’ %n-ı(E) = Ya-ı 1 (f), &n() == Yn-1) 2) 03) 


Die so definierten Funktionen &,,...,%, €. leisten auf Grund der Be- 
dingungen «) und f) das Gewünschte.!) 

Genügen die Funktionen x,,..., 2, der Familie 7 den Bedingungen a) 
und b), so wollen wir sagen, 2,,...,%, bilden eine zur Überdeckung 
{D,,..., U„) gehörige Zerlegung des Einselements. 

. Ist .# insbesondere die Algebra C(T) aller stetigen Funktionen über einem 
Hausporsrschen bikompakten Raum T, so sind die Voraussetzungen von 
Satz I gewiß erfüllt. Es gilt also der Satz 


I. Ist {U,,..., U,} eine aus den offenen Mengen U,,..., U,„ bestehende 
endliche Überdeckung des Hausporrtschen bikompakten Raumes T, so gibt 
es stetige Funktionen x, (t), &2(t), .- .,2„(f), die folgenden Bedingungen ge- 
nügen: - 

a) .(l)=0 außerhalb U,(kk=1,2,...,n); 

ya) + +). 

Von den in Satz II erwähnten Funktionen x,,..., x, darf angenommen 
werden, daß für ie 0<xz,(t)<1(k=1,2,...,n) gilt; denn auf Grund des 
Uryvsomsschen Lemmas (vgl. $2, Nr. 8, Satz II) können im Fall Z = CT) 
alle im Beweis von Satz I auftretenden Funktionen so gewählt werden, daß 
ihre Werte zwischen 0 und 1 liegen. 


3) Der Beweis ist gegenüber dem Original leicht abgeändert. — Anm. d. Red. 
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. Es sei .$ eine Familie von Funktionen, die auf einem topologischen Raum 7 
definiert sind. Wir wollen von einer auf 7 definierten Funktion y(t) sagen, 
sie gehöre im Punkt vET lokal zur Familie 7, wenn es eine Funktion x, {t) EZ 
und eine Umgebung Ur) des Punktes 7 gibt derart, daß ByW= = x,(f) für alle 
tE U (Tr) ist. Gehört y(t) in no Punkt € T lokal zu 7, so sagen wir kurz, 

y(t) gehöre lokal zur Familie Z 


Theorem 1. Es sei.# eine normale Familie von Funktionen über einem bi- 
kompakten Raum T, die in bezug auf die üblichen Operationen eine Algebra mit 
Einselement bilden. 

Ist yi) e eine auf T' definierte Funktion, die lokal zu 7 gehört, so gehört y(t) . 
selbst zu 7 ‚und zwar liegt y(t) in dem von den Funktionen x, (t) erzeugten Ideal. 


Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem Punkt r € T eine Funktion 
x,() €. und eine Umgebung U (r) derart, daß 


yö=x,) in Um). 


Die Umgebungen U (rt) bilden eine Überdeckung des Raumes T', die wegen der 
Bikompaktheit von T' eine endliche Überdeckung {U (t,), ... ., U (r„)} enthält. 
Es sei {y,(t),.... ., y„(£)} eine zu dieser Überdeckung gehörende Zerlegung der 
Einheit, bestehend aus Funktionen %,,..., %, €... Dann gilt 


MOPFOEROPAOR | a) 


weil y(t) = x,,(f) in U(r,) und y,(t) = 0 außerhalb U(r,) gilt. Daher gehört 
auchy)=yÜ)yll)-+ ---+YyE y,() zu. Wegen (1) gehört y(f) zudem von 
den x,(t) erzeugten Ideal. 


3. Der Strukturraum einer Algebra. Es sei A eine Menge von primitiven!) 
zweiseitigen Idealen einer (nicht notwendig kommutativen) Algebra R mit 
Einselement. Wir wollen den: Durchschnitt aller zu A gehörenden Ideale den 
Kern der Menge A nennen und mit k(A) bezeichnen. Offenbar ist k(A) ein 
zweiseitiges Ideal von R. 

Nun sei J irgendein zweiseitiges Ideal von R. Die Gesamtheit aller primitiven 
zweiseitigen Ideale, die I umfassen, heiße Hülle des Ideals J und werde mit h(I) 
bezeichnet. Offenbar gilt 


Achk(A), Ickh(l). (ı) 


Die Gesamtheit aller primitiven zweiseitigen Ideale der Algebra R bezeichnen 
wir mit M. In M wird durch A=hk(A) für A#0 und Ö=6 eine Ab- 
schließungsoperation®) definiert. Die Axiome der Abschließung sind hierbei 
tatsächlich erfüllt. Wie man. sofort sieht, gilt AC A, A=Ä und ö=6. Es 
bleibt also nur noch die Beziehung A, U A, = A, U A, zu beweisen. 


1) Vgl. 87, Nr. 7., 
2) Vgl. Fußnote auf S. 37. 
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Essei JIEA,UA,, etwa IEA,. Dann gilt IDk(A,) und erst recht [Ik (A, UA,). 
Dies bedeutet aber, daß IEhk(A, U A,)= A,UA, ist. Folglich gilt 


AUA,cAUA, 


und es bleibt die umgekehrte Beziehung nachzuweisen. 

Es sei I ein primitives Ideal mit I& A, UA,. Dann gilt I D%k(A,) und 
I Dk(4,). Die Quotientenalgebra R/I ist primitiv, und folglich gilt für zwei 
beliebige zweiseitige Ideale J, + (0) und J,=+ (0) von R/I stets J,J, = (0) 
(vgl. $7, Nr. 7, Satz III). Dies gilt insbesondere für die Bilder J, und J, der 
Ideale k(A,)+I bzw. k(A,)+I bei dem natürlichen Homomorphismus 
R> EII;, denn wegen k(A)+-IDI, kA)+IDI wd kKA)+I=#JI, 
kA) +-I=I gilt J=#+(0) und J,+#(0). Nun bedeutet die Beziehung 
JıJ; = (0) aber, daß k(A,) k(A,) CI gilt. Erst recht gilt dann k(A,UA,)CI 
wegen k(4,) k(A,)cC k(A,)N k(A,). Folglich ist IE A, UA,. 

Somit ist A= hk(A) tatsächlich eine Abschließungsoperation. Mit der hier- 
durch festgelegten Topologie wird M ein topologischer Raum. Im allgemeinen 
ist M kein Hausporrrscher Raum. Man nennt M den Sirukturraum der 
Algebra R. Der Strukturraum werde fortan mit Mt, bezeichnet. 

Wie man leicht sieht, ist im Fall einer BawacHschen kommutativen 
Algebra R mit Einselement ein Ideal R genau dann primitiv, wenn es maximal 
ist. Daher besteht der Raum M,, wenn die Algebra R kommutativ ist, aus 
denselben Elementen wie der Raum Wt der maximalen Ideale von R. Die 
Topologie in Mt, ist jedoch im allgemeinen von der in M definierten Topologie 
verschieden. 


I. Ist R eine Banachsche kommutative Algebra mit Einselement, so ist die 
Topologie von M, höchstens so stark wie die von M, und die beiden T’opologien 
stimmen dann und nur dann miteinander überein, wenn R regulär ist. 


Beweis. Es sei / ein Ideal der Algebra R und M, die Gesamtheit aller 
maximalen Ideale von R, die das Element x enthalten. Als Gesamtheit aller 
Punkte M, in denen die stetige Funktion x (M) gleich Null wird, ist M, in M ab- 
geschlossen. Daher ist A(/) = N M, ebenfalls in M abgeschlossen. Insbesondere 


wel 
ist Ak(A) in M abgeschlossen. Folglich enthält Ak(A) die abgeschlossene 
Hülle von A in M, so daß die Topologie von M, gewiß höchstens so stark wie 
die von Mt ist. Die Topologien von Mt, und M stimmen offenbar genau dann 
überein, wenn für jede in M abgeschlossene Menge A die Gleichung 


A=hk(A= N M, 
vEek(4) 
gilt. Wegen (1) gilt sie genau dann, wenn mit M,&@A auch M,& N M, 
vEek(A) 

ist, d. h., wenn M, € M,, für wenigstens ein x, € k(A) gilt. Dies bedeutet nun 
aber, daß x,(M,) +0 und x,(M) = 0 auf A ist,d.h., R ist regulär. 

Diese Überlegungen sind auch auf eine beliebige Algebra R. von stetigen 
Funktionen über einem topologischen Raum 7’ anwendbar (R braucht nicht 
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alle stetigen Funktionen über 7 zu enthalten). In diesem Fall ist 7’ im all- 
gemeinen ein Teil der Menge M aller maximalen Ideale von R. Wird die als 
topologischer Teilraum von M, betrachtete Menge T mit T', bezeichnet, so 
gelangt man durch Wiederholung der beim Beweis von Satz I geführten Über- 
legungen zu folgendem Ergebnis: 


II. Ist R eine Algebra von stetigen Funktionen über einem topologischen 
Raum T und hat R ein Einselement, so ist die T’opologie von T', nicht stärker 
als die von T', und die beiden Topologien stimmen genau dann miteinander 
überein, wenn R eine reguläre Funktionenfamilie ist. 


' 4. Eigenschaften regulärer Algebren. 


I. Der ScutLowsche Rand einer regulären Algebra R stimmt mit dem Raum 
der maximalen Ideale von R überein. 


Beweis. Es sei M,EM und U(M,) eine Umgebung des Ideals M,. Nach 
der Definition der regulären Algebra gibt es in R eine Funktion z(M), die 
außerhalb von U(M,) gleich Null und im Punkt M, gleich Eins ist. Der 
absolute Betrag von x(M) kann dann nur in U(M,) sein Maximum annehmen. 
Auf Grund von Theorem 2 aus $ 13, Nr. 1, folgt hieraus, daß M, zum ScuıLow- 
schen Rand gehört. Folglich stimmt der ScurLowsche Rand mit Mt überein. 


II. Es sei R eine reguläre Algebra und F eine abgeschlossene Teilmenge des 
‚Raumes M ihrer maximalen Ideale. Dann ist F der Raum der maximalen Ideale 
der Quotientenalgebra Rr = R/k(F). 


Beweis. Es sei x* € R, und x ein Repräsentant der Klassex*. Für MEF 


setzen wir 
«’(M)=x(M). 


Diese Definition hängt nicht von der Wahl des Repräsentanten ab; aus x’ € x” 
folgt nämlich © — x E k(F), so daß =’ (M) — x(M) = 0 ist für alle MEF. 
Für M € F definiert die Zuordnung x” — x” (M) also einen Homomorphismus 
der Algebra R, auf den Körper der komplexen Zahlen, wodurch ein bestimmtes 
maximales Ideal M* der Algebra R, festgelegt ist. Dieses maximale Ideal M* 
ordnen wir dem Ideal M zu. Offenbar ist dann 


x” (M*)=x’(M)=x(M). 


Die auf diese Weise festgelegte Zuordnung M > M* ist eineindeutig. Um dies 
einzusehen, betrachten wir zwei verschiedene Ideale M,, M;E F, M\ + M,. 
In R gibt es dann ein Element z(M), für das z(M,) + x(M,) gilt..Ist x* die x 
enthaltende Restklasse nach k (F), so gilt x” (M})=z(M,) und x” (M})=x(M,), 
also auch x“ (M}) + x” (M3); folglich ist M} = M3. 

Wir werden jetzt zeigen, daß F’ bei der Abbildung M— M* auf den Raum M” 
aller maximalen Ideale der Algebra R/k(F) abgebildet wird. Jedes Ideal 
M, EM“ definiert einen Homomorphismus der Algebra R/k(F) und damit 
auch der Algebra R auf den Körper der komplexen Zahlen. Demnach definiert 
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M; ein Ideal M,EM derart, daß 
_ z(Mö)=x(M,) für  zex“ 


ist. Hierbei ist M,EF. Anderenfalls würde es nämlich in der regulären 
Algebra R ein Element z(M) geben, das den Bedingungen 


xz(M)=1l, z(M)=0 auf F 


genügt, so daß x € k(F) und x” = 0 wäre, was jedoch der Gleichung 
x" (M,)=x(M)=1 


widerspricht. Somit wird F durch M— M” umkehrbar eindeutig auf M* 

abgebildet. Bei dieser Abbildung gehen die stetigen Funktionen z(M), ME F, 
in stetige Funktionen x" (M*), x" € Rjk(F), über. Da F bikompakt ist, muß 
M- M* auf Grund von Theorem 3 aus $ 11, Nr. 3, eine Homöomorphie 
sein, so daß M* mit F identifiziert werden kann. 


Theorem 2. Ist I ein Ideal einer regulären Algebra R, so gibt es zu jeder 
abgeschlossenen Teilmenge F' von M, die zu h(I) disjunkt ist, in I eine Funktion. 
x(M), die auf F gleich Eins ist. 


Beweis. Wir betrachten die Quotientenalgebra R/k(F). Auf Grund von 
Satz Il ist F der Raum der maximalen Ideale von R/k(F). Es sei I’ das Bild 
des Ideals / bei dem natürlichen Homomorphismus R— R/k{F). Wir behaup- 
ten, daß I’ = R/k(F) ist. Anderenfalls wäre I’ ein Idealin R/k(F\). Dann müßte 
I’ in einem maximalen Ideal M* von R/k(F) und damit auch / in einem 
Ideal M € F enthalten sein. Dies ist jedoch unmöglich, weil h(I) und F nach 
Voraussetzung zueinander disjunkt sind. Es ist also tatsächlich I’— R/k(F). 
Insbesondere enthält 7’ dann das Element e* von R/k(F). Dies bedeutet, daß 
das Ideal I ein Element x, enthält, das bei dem Homomorphismus R> R/k(F) 
in e* übergeht. Nun wird aber e bei diesem Homomorphismus ebenfalls in e* 
abgebildet. Daher ist .—eEk(F), d.h, auf F gilt ,(M)—1=0 oder 
%(M)= 1, was zu zeigen war. 


Folgerung. Jede reguläre Algebra ist normal. 


Beweis. Es seien F, und F, abgeschlossene disjunkte Teilmengen von M. 
Wenden wir Theorem 2 auf das Ideal /= k(F,) und die Menge F= F, an, 
so erhalten wir eine Funktion x,(M), die auf F', gleich Null und auf F, gleich 
Eins ist. 

Durch Kombination dieser Folgerung mit Theorem 1 aus Nr. 2 ergibt sich 

Theorem 3. Es sei R eine reguläre Algebra und y(M) eine auf dem Raum W 
der maximalen Ideale von R definierte Funktion. Gehört y(M) lokal zur Algebra 
aller Funktionen z(M), ER, so gibi es ein Element xE R derart, daß 
x(M)=y(M) für alle MEM ist. Hierbei gehört y(M) zu dem Ideal, das von 
den mit y(M) lokal übereinstimmenden Funktionen z,(M), TEM, erzeugt wird. 


Man weiß bis jetzt noch nicht, ob dieser Satz auch dann eilt, wenn Rnicht 
regulär ist. 
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Offenbar bleibt die Behauptung von Theorem 3 richtig, wenn die betrachtete 
reguläre Algebra durch eines ihrer Ideale ersetzt wird, d. h., es gilt 


Theorem 3. Es sei .R eine reguläre Algebra, I ein Ideal in R und schließlich 
y(M) eine Funktion, die auf dem Raum WM der maximalen Ideale von RB definiert 
ist. Wenn y(M)) lokal zum Ideal I gehört, so gibt es ein Element x EI BEE 
daß z(M)= y(M) für alle MEM ist. 


Die Voraussetzung, daß y(M) lokal zu I gehört, 1äßt sich abschwächen, 
indem man den folgenden Satz heranzieht. 


IH. Ist I ein Ideal der regulären Algebra R und y ein Element dieser Algebra, 
so gehört die Funktion y(M) in jedem Punkt von M — h(I) und in jedem inneren 
Punkt der Menge h(y) lokal zu I. 


Beweis. Ist M,& h(I), so gibt es eine Umgebung U (M,), deren abgeschlossene 
Hülle zu A(J) disjunkt ist. Auf Grund von Theorem 2 gibt es daher im Ideal I 
eine Funktion z,(M), die auf der Umgebung U(M,) gleich Eins ist. Dann ist 
y(M)z,(M)=y(M) in U(M, und y(M)a,(M)E€I. Setzen wir nun 
zy,(M)= y(M)x,(M), so sehen wir, daß y(M) im Punkt M,, lokal zu I gehört. 

Ist U(M,) C k(y), so gilt y(M)=0 in U(M,). Wird hier einfach x, (M) = 0 
gesetzt, so folgt wiederum, daß y(M) im Punkt M, lokal zu I gehört. 


Es gilt demnach: Die Behauptung von T’heorem 3’ bleibt richtig, wenn y(M) 
ein Element der Algebra R: ist, das in jedem Punkt der Menge h(I), der kein 
innerer Punkt der Menge h(y) ist, lokal zum Ideal I gehört. 


Nun sei A irgendeine Menge von Idealen der Algebra R und I ein zu A 
gehörendes Ideal. Wir nennen I minimal in A, wenn es in A kein anderes 
Ideal gibt, das in / enthalten ist. 


Theorem 4. Es sei F eine abgeschlossene Menge im Raum M der maximalen 
Ideale einer halbeinfachen regulären Algebra R und I,(F) die Gesamtheit aller 
Elemente x € R mit der Eigenschaft, daß die Funktion z(M) auf einer (von x 
abhängenden) offenen, F enthaltenden Menge gleich Null ist. 

Dann ist I,(F) das kleinste unter allen Idealen I von R, die der Bedingung 
kN)= F genügen. 


Beweis. Offenbar gilt AI, (F) D F. Andererseits gibt es, wenn M,& F ist, 
eine offene Menge UDF, die M, ebenfalls nicht enthält, und eine Funktion 
2 (M), x, € R, die in M, gleich Eins und auf DU gleich Null ist. Folglich gilt 
auch M,&hlI,(F). Daher ist 

RI(P)=F. u; 


Nun sei I irgendein Ideal, das der Bedingung h(I) = F genügt. Wir wollen 
zeigen, daß ID I,(F) gilt. Es sei yE I,(F) und y(M)= 0 auf der offenen 
Menge U IF. Die abgeschlossenen Mengen F und I — U sind gewiß disjunkt, 
so.daß es in J eine Funktion z(M), 2€ R, gibt, die auf MW — U gleich Eins ist. 
Dann ist aber y(M) — y(M)2(M)=0 und folglich y= yz EI, weil R eine 
halbeinfache Algebra ist.. Es gilt also I D I,(F), und unser Satz ist bewiesen. 
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IV. Das Ideal I,(F) ist das kleinste aller abgeschlossenen Ideale I der halb- 
einfachen regulären Algebra R, die der Bedingung h(I) = F genügen. Es besteht 
aus den und nur den Elementen zER, für die es eine Folge x,€ R gibt mit 
folgenden Eigenschaften: 

a) im |x,|= 0; 

Nn—XO 

b) z,(M) = xz(M) auf einer offenen Menge U,DF. 

Beweis. Auf Grund der Beziehung (1) gilt AI,{F) = F. Andererseits sei 
nun / ein abgeschlossenes Ideal mit der Eigenschaft k(I)= F. Dann gilt 
I,(F)cC I und damit I,(F)c I. Folglich ist /,(F) das kleinste aller abgeschlos- 
senen Ideale I, für die A(I) = F ist. 

Jetzt seix € I,(F), d. h., es sei = Im a Yn; %, € IP). Dann gilt y,(M) = 0 


auf einer offenen Menge U,„DF (n= I 2,. .): Folglich stimmt die Funktion 
%(M)=x{M) — y,„(M) mit x(M) auf U, überein, und es gilt „Kun jo, |=0, 


so daß die Bedingungen a) und b) erfüllt sind. Umgekehrt, ist ER eine 
Folge, die diesen Bedingungen genügt, so gilt 4,(M)= x(M) — x,(M) = 0 
auf U,„, und daher ist y, € I,(F). Dann gilt aber x — lim y, € I,(F), womit 
Satz IV bewiesen ist. no 

. Wir erinnern jetzt an die Definition eines primären Ideals I einer Algebra. R: 
Ein Ideal I heißt primär, wenn es abgeschlossen und in nur einem maximalen 
Ideal dieser Algebra enthalten ist. Wird in Satz IV nun F= {M,} gesetzt, 


so folgt, daß I,(M,) das kleinste Ideal ist, für das AI, (M,) = M, ist. Mit anderen 


Worten, es gilt der Satz 


V. Zu jedem maximalen Ideal einer halbeinfachen len Algebra gibt 
es unter allen in ihm enthaltenen primären Idealen ein kleinstes. 

Wir wollen sagen, eine BanacHsche kommutative Algebra R mit Eins- 
element genüge der Bedingung (D), wenn es zu jedem M, EM und jedemx EM, 
eine Folge x, € R gibt, für die folgendes gilt: 

a) 2©,(M) = 0 in einer gewissen Umgebung Un (Mo); 

b) 22,> x für n> om. 


Theorem 5 .(G. E. ScHiLow [5]}}). Es sei R eine halbeinfache reguläre 
Algebra, die der Bedingung (D) genügt, und I ein abgeschlossenes Ideal von R. 
Dann enthält.] jedes Element x aus kh(I), für das der Durchschnitt des Randes 
von h(x) mit h(I) keine nichtleere perfekte Menge enthält. 

Beweis. Es sei A die Gesamtheit aller maximalen Ideale M, für die <(M) 
nicht lokal zu I gehört. Es soll gezeigt werden, daß 4 eine perfekte Menge ist. 
Offenbar ist 4 abgeschlossen, und nach Satz III gilt Ach(T). Wir nehmen an, 
A enthalte einen isolierten Punkt M,. Es sei U eine solche Umgebung von M,; 
daß in jedem Punkt M + M, ihrer abgeschlossenen Hülle T die Funktion 
x(M) lokal zu I gehört. Da M,EACh(I) und zE kh(l) ist, folgt x € M,- 


1) Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von W. A. Divzıs [1]. 
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Dann gibt es aber auf Grund von (D) eine Folge y, € R derart, daß y„2— x 
für Rn —- oo und in einer gewissen Umgebung U,„(M,) stets y„(M) = O ist. Nun 
sei z ein Element von R, für das z(M)=0 m M — U und z(M) = 1 in einer 
‘gewissen Umgebung V(M,)C U gilt. Dann gehört y,r2 in jedem Punkt 
M EM lokal zum Ideal I, und daher güt y„xz € I (vgl. Theorem 3). Da I 
abgeschlossen ist, gilt wegen y„e—> x auch xz € I, und folglich gehört z(M) 
im Punkt M, lokal zu I. Dieser Widerspruch zeigt, daß A perfekt ist. Nach 
Satz III ist A im Durchschnitt von h(I) mit dem Rand der Menge h(x) ent- 
halten. Dann kann A nach Voraussetzung nur die leere Menge sein, d.h., 
x gehört lokal zum Ideal I, und daher ist z € I. 


5. Algebren ohne Einselement. Unsere oben gewonnenen Ergebnisse lassen 
sich leicht auf den Fall emer Algebra R ohne Einselement übertragen. Die 
Rolle des oben betrachteten Raumes Mt übernimmt hierbei der lokal bi- 
kompakte Raum der maximalen regulären Ideale von R unter Einbeziehung 
des unendlich fernen Punktes M. und aller Funktionen z(M) von ER, die im 
Punkt M& gleich Null sind. Daher ist in den oben formulierten Definitionen 
und Sätzen überall dort, wo von Werten x(M) == 0, insbesondere von Werten 
xz(M)— 1, gesprochen wird, der Punkt M„ auszuschließen. Die genaueren 
Formulierungen und. Begründungen seien dem Leser überlassen (vgl. Loo- 
“is [1]). Wir beschränken uns hier auf den Beweis nachstehender Folgerung 
aus Nr. 4, Theorem 4. 

Folgerung. Es sei R eine halbeinfache reguläre Algebra mit der Eigenschaft, 
daß die Menge R’ aller Elemente x, für die «(M) außerhalb einer bikompakten 
Menge in M — Ma (die von x abhängen darf) gleich Null ist, in R dicht ist. 
Dann ist jedes abgeschlossene Ideal I von R in einem maximalen regulären Ideal 
enthalten. 

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an: Es sei I ein abgeschlossenes Ideal, 
das in keinem maximalen regulären Ideal enthalten ist. Dann wäre h(T) die 
leere Menge. Außerdem ist aber auch h(R’) leer, weil R’ in R dicht ist. Auf 
Grund von Theorem 4 aus Nr. 4 ist R’ das kleinste unter allen Idealen 7’, 
für die h (I’) leer ist. Folglich wäre I DR’. Da R’ in R.dicht und I abgeschlossen 
ist, folgt hieraus, daß 7 = R sein müßte. Dies widerspricht aber der Voraus- 
setzung, daß I ein Ideal ist. 


6. Eine hinreichende Bedingung für die Regularität einer Algebra. Erwähnt 
sei an dieser Stelle die folgende Regularitätsbedingung (ihren Beweis findet man bei 
ScmıLow [5]): /st.R eine Banactsche Algebra mit Einselement und reellen) Erzeugenden und 
gilt für jede dieser Erzeugenden z die Bedingung 


fi In | eitz | 
so ist R regulär. 
Wir bringen in diesem Paragraphen noch keine Anwendungen der Theorie der regulären 
Algebren. Es erschien zweckmäßig, diese erst in $31, Nr. 8, zu behandeln. 


37 <o, 


1) Ein Element x einer Algebra R heiße reell, wenn die ihm entsprechende Funktion 
x(M) für alle MEM reell ist. 
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$ 16. Vollreguläre kommutative Algebren 


1. Definition und Eigenschaften der vollregulären Algebren. Es sei R eine 
symmetrische (nicht notwendig kommutative) Algebra. Eine auf R definierte 
Norm |z| werde vollregulär genannt, wenn 


a*2|=|r? füralle zER- ist. a) 
Ist |z| eine vollreguläre Norm, so folgt aus 
«?=|.*z|=|e||«*); 
daß |x!<|x*] ist. Aus Symmetriegründen gilt dann aber auch |x*| < |x|. 
Daher ist |x*] = |x|, d. h., jede Algebra mit vollregulärer Norm ist eine normierte 
symmetrische Algebra (vgl. $10, Nr. 3). Eine normierte symmetrische Algebra 


heiße vollregulär, wenn ihre Norm vollregulär ist. Offenbar ist jede symmetrische 
Teilalgebra einer vollregulären Algebra ebenfalls. vollregulär. 


I. Die vollständige Hülle einer vollregulären Algebra ist vollregulär. 
Beweis. Es sei R die vollständige Hülle der vollregulären Algebra R. 
Ist x€ R, so gibt es eine Folge x, € R derart, daß [2 — x,|> 0 fürn oo. 
Dann gilt aber auch |x*— x#|>0 für n— oo. Daher folgt |x*x|= |x]?, 
indem man in der Gleichung |x%x,| = |x„|? zur Grenze übergeht. 
II. In einer vollregulären Algebra R gili 
»|=sup ey, 
. ver 8 
Aus der Ungleichung |xy| < |x||y| folgt nämlich, daß 
|®3| 
sl 
ist, wobei wegen (1) für y= x* das Gleichheitszeichen steht. 


<a] 


III, Es sei R eine vollreguläre (nicht notwendig kommutative) Algebra. ohne 
Einselement und R, die aus R durch Adjunktion eines Einselemenis entstehende 
Algebra. Dann kann die vollreguläre Norm von R zu einer vollregulären Norm 
von R, [ortgeseizt werden, und zwar so, daß mit R auch R, eine vollständige 
‚Algebra ist. 

Beweis. Wir definieren in R, eine Norm durch 


Be+zj=up ir. (2) 
ver sl 

Offenbar ist |Ae-+ x| die Norm eines Operators, nämlich des Operators der 
Linksmultiplikation mit Ae-+ x. Daher genügt |Ae+ x| allen Axiomen der 
Norm einer Algebra und setzt die in R definierte Norm fort. 

Um zu zeigen, daß die so definierte Norm vollregulär ist, betrachten wir eine 
beliebige positive Zahl c, die kleiner als Eins ist. Wegen (2) gibt es ein Element 
yER, für das ve 
y|=1 und c|lAe+z|<|Ay-+ xy] 
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ist. Hieraus folgt 
@ldle+a<|Aytay?=|Aytay*Ay+ey) 
= |y*(Ae+2*(de+m)yl<|y*||Re+m*de+a)y| 
= |((le+2)*(le+z))y|s|(Ae+x)*(de+2)|. 
@lle+al<|(ie-+z)*(de+m)]. 
Da c, 0<e<]l, beliebig ist, muß demzufolge 
|Ae+a<|(Ae+a)*(ke-+2)| (3) 
sein. Andererseits gilt in einer normierten Algebra stets 
|de+m)*(le+z)|<(Ae+z*||ke-+z]. 


Folglich ist |Ae+ x] < |(Ae+ x)*|. Aus Symmetriegründen ist dann aber 
auch |(Ae-+ z)*| < lAe+ x|, und folglich gilt 


(Ae+2)*(Ae+z)|<|(le+x)* *|Ac+z]=|Ae+af. 
Durch Vergleich mit (3) folgt hieraus schließlich 
Ke+x®=|(dle+a)*(ke+)|. 


Wir setzen nun R als vollständig voraus. Zu zeigen ist, daß R, mit der oben 
definierten Norm ebenfalls vollständig ist. Hierzu betrachten wir irgendeine 
Fundamentalfolge {A,e-+x,} von R,. Die Folge {},} ist gewiß beschränkt. 
Anderenfalls gäbe es nämlich eine Teilfolge 4, > ao mit 

13 1 


e+4 = 
A, 


Es gilt also 


(Ar,e | x) >0 


u “ z 1 
für n—-oo. Dann wäre e Limes der aus den Elementen — — ®, des voll- 


ständigen Raumes R gebildeten Folge, so daß e entgegen der Annahme zu R 
gehören würde. Demzufolge ist die Folge A, beschränkt, und es gibt eine Teil- 
folge. A,,, die einen endlichen Grenzwert = hat. Dann ist aber A,,e eine 
Fundamentakfolge und mit ihr auch 


= = (Ar, + nr) — Are: 
Wegen der ae von R hat die Folge x;, in R einen Limes x. Es gilt 
daher A;,e-+ 2,—> Ae+ xE R,. Da {A,e-+ x,} eine Fundamentalfolge ist, gilt 
auch A,e+ 2,—>Ae-+ x, womit. die Vollständigkeit von R, bewiesen ist. 
Beispiele. 1. Die Algebra C(T') aller beschränkten stetigen Funktionen über dem 
topologischen Raum 7’ (vgl. $10, Nr. 1, Beispiel 1) ist vollvegulär; es gilt nämlich 


et | = © :0|- ll (aple@ly=lal. 


2. Die Algebra 9($) aller beschränkten Operatoren im Hitserrschen Raum $ ist 
vollregulär. Dies folgt aus der im Hınsa&rschen Raum geltenden Beziehung (vgl. $5, 
Nr. 10. (2)) 

|4*4]=j4}. 


16 Neumark, Algebren 
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2, Realisierungen vollregulärer kommutativer Algebren. 


Theorem 1 (I.M. Gezranp wnd M. A. Nuumark [1]. Ks se R eine 
BanacHsche kommutative Algebra mit Einselement. In R möge eine Involution 
definiert sein, welche außer den üblichen algebraischen Bedingungen 


(Aatuyt=Aattmy®, 
aeg, 
@y=y*rt 
noch der Bedingung!) 
Ie*2]=12*]l2| @) 


genügt. Dann ist die Algebra RB der Algebra C(M) aller sieiigen Funktionen 
x(M)?) über dem Raum DM der maximalen Ideale von R vollisomorph. 


Beweis. Wir zeigen zunächst, daß in R die Gleichung 


ja? = el? 
gilt. Aus (1) folgt 
2*2| 2] = |a**22| = |(@*2)* (a*2)| = (at 2)*||a* 2] ; 
= |#*2||e*2] = |ata=|ar2 ler. (2) 


Andererseits ist 
ar <jar®, |a<lef. 
Folglich güt (2) nur dann, wenn 
ja] =|a*, je? 
Hieraus folgt 


ea Jr ur, Ver = im Ver =|e| 


(vgl. $ 11, Nr. 2, SatzIV), so daß R einer Teilalgebra der Algebra O(M) _ 

isometrisch isomorph ist, 
Wir zeigen nun, daß - 

=*(M)=x(M) 

ist. Hierzu bezeichnen wir mit M* die Gesamtheit aller Elemente «*, x € M. 

Nach $ 14, Nr. 1, ist M* ebenfalls ein maximales Ideal, und es gilt 


«*(M*) = x(M) (8) 
für alle x € R. Offenbar ist die Zuordnung M — M* eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung von M auf M. Diese Zuordnung ist sogar eine Homöomorphie. 


!). Das Erfülltsein der Bedingung |«*| = |x| ist nicht vorausgesetzt. Sie ergibt sich als 
Folgerung aus den übrigen Voraussetzungen des Satzes. 

2) In der Algebra C (Pt), wie überhaupt in jeder Algebra C (7), sind Norm und Involution 
durch die Formeln 


|e2|= sup /e(M)|, =*(M)==(M) 
MEN 
definiert. 
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Zum Beweis betrachten wir eine Umgebung U{M,), die durch Ungleichungen 
(AM) — x, (M,)|<e (k=1,2,..., r) 


festgelegt ist; &,, #9; . - -, %, bezeichnen feste Elemente der Algebra R, und e 
ist eine feste positive Zahl. Wegen (3) können diese Ungleichungen auch in der 
Gestalt 

EM) — a (Mi) <e (k=1,2,...,n) 


geschrieben werden. Folglich bildet die Zuordnung M — M* jede Umgebung 
U(M 5; %s-- 25€) in eine Umgebung U(Mf; x#,..., z#;e) ab. Da der 
entsprechende Sachverhalt auch für die inverse Abbildung M*>M gilt, 
ist M—- M* tatsächlich eine Homöomorphie. 

Nun sei /' der ScrmLowsche Rand von R (vgl. $ 18, Nr. 1). Es soll gezeigt 
werden, daß M* = M für alle M ET ist. Wir nehmen das Gegenteil an, für 
ein gewisses M,E!' sei also M#-= M,. Dann existieren disjunkte Um- 
gebungen U{M%) und U(M,). Wegen der Stetigkeit der Abbildung M — M* 
gibt es eine Umgebung V(M,)< U(M,) derart, daß (9 (M,))* c U(M$) ist. 
Daher sind V (M,) und (9 (M,))* disjunkt. Auf Grund von Theorem 2 aus $ 13, 
Nr.i, gibt es ein Element 2,(M) mit der Eigenschaft, daß |x,(M)| sein 
Maximum |x,| in V(M,) annimmt und außerhalb von Y(M, d kleiner als |x,| 
re Dann nimmt die Funktion |x$ (M)| = |x,(M*)| (vgl. (3)) ihr Maximum 
in (V (M,))* an, während sie außerhalb von (7 (M,))* kleiner als |x#| 
bleibt, Auf Grund von Theorem 2 aus $ 13, Nr. 1, schließen wir hieraus, daß 
auch M$ € Iist. Folglich ist M — M* eine Abbildung von [auf !'. Außerdem 
gilt nach Konstruktion der Funktion x,(M) 


Id 20] = maz |) m (M)| = maz (ei MI |mC)]) 


< max |z5(M)|max|a,(M)|= af] |®|- 
MEN MEN a 


Damit haben wir einen Widerspruch zur Bedingung (1) erhalten. 
Es gilt also M* = M für alle M € I. Hieraus und aus (3) schließen wir auf 


x<"(M)=x(M) für alle MET. (4) 


Die Funktionen x(M) sollen jetzt nur auf I’ betrachtet werden. Hierbei gilt 
auf Grund der Definition von F' die Beziehung 


|2|= me al). 


und daher ist die Zuordnung <> x(M), MET, ein Isomorphismus. Die 
Beziehung (4) zeigt, daß die Algebra der Funktionen x(M) über I’ voll- 
symmetrisch ist. Daraus ziehen wir unter Berücksichtigung der Beziehung 
[#2] = |#]? und unter Anwendung der Folgerung 2 aus $ 14, Nr. 3, den Schluß, 
daß die Zuordnung &— x(M) ein voller Isomorphismus der Algebra R auf die 
gesamte Algebra C(") ist. Nach $ 14, Theorem 3, ist dann aber / der Raum 


16* 
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der maximalen Ideale von R, d. h., es git "= M. Damit ist der Satz be- 
wiesen.!) 


Theorem 2.2) Jede vollständige vollreguläre kommutative Algebra mit Eins- 


element ist der Algebra C(M) aller sietigen Funktionen über dem Raum M ihrer | 


maximalen. Ideale. vollisomorph. 


Eine vollreguläre Algebra genügt nämlich stetsder Bedingung |a*x|=|x=*||x|, 
so daß nur.noch Theorem 1 anzuwenden bleibt. 


Folgerungl. Es sei R eine BanacHsche kommutative Algebra ohne Eins- 
element, und es sei in R. eine Involulion definiert, die außer den üblichen 
algebraischen . Bedingungen noch der Bedingung 


ja*2|=[a*|le| 08) 


genägt. Damm ist R vollisomorph der Algebra C,(T) aller über einem lokal 
bikompakten. Raum T. definierten steigen Funktionen x{f), die der Bedingung 
lim) =0 
0 


genügen: 


Beweis. Es sei R, die aus R durch Adjunktion des Einselements En 
stehende symmetrische Algebra. Wir definieren in R, durch die Formel (2) 
aus Nr.1 eine Norm. Aus der beim Beweis von Satz II aus Nr. 1, geführten 
Überlegung geht hervor, daß die so definierte Norm ebenfalls der Bedingung (5) 
genügt und daß R, in bezug auf diese Norm vollständig ist. Daher ist R, der 
Algebra. C(M) vollisomorph; M bezeichnet hierbei den Raum der maximalen 
' Ideale von R,. Eines der maximalen Ideale ist die Algebra k. Wir setzen nun 
M,= R und bezeichnen mit T den Raum, der aus M durch Fortnahme des 
Punktes M, entsteht. Dann ist T' lokal bikompakt. Eine Funktion «(M) 
a dann und nur dann zu R=M,, wean x(M,)= 0 ist, d.h, wenn 

lım (M)= 0. Da M, aber der unendlich ferne Punkt von T' ist, ist unsere 
M-M, 
Folgerung bewiesen. 

Folgerung 2. Jede vollständige vollreguläre kommutative Algebra ohne Eins- 
element ist der Algebra O,(T) aller über einem lokal bikompakten Raum T 
definierten steiigen Funktionen x{t), die der a 

Iimz«{f) = 
i>o0 


genügen, vollisomorph. 


Dies folgt unmittelbar aus der Folgerung 1, weil eine RR Algebra 
der Bedingung |x*x| = |«*| le genügt. 


1) Ein anderer Beweis von Theorem 1, der ohne Benutzung des SchıLowschen Randes 
auskommt, wurde später von Ares [1] gegeben. 

2) Der Unterschied dieses Satzes zu Theorem 1 besteht darin, daß dort anstelle der 
Bedingung |x*z| = |x]? die schwächere Bedingung |x*x| = |«*| |e| gestellt wird. 
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Folgerung 3. Jede vollreguläre kommulative Algebra R ist einer sym- 
metrischen Teilalgebra einer zu einem lokal bikompakten Raum T gehörenden 
Algebra C(T) vollisomorph. 


‘ Beweis. Wir adjungieren zunächst, falls dies notwendig ist, zu R das 
Einselement und vervollständigen die so erhaltene Algebra. So gelangen wir 
zu einer Algebra R,, die ebenfalis vollregulär ist. In R, ist R als symmetrische 
Teilalgebra enthalten. Es bezeichne T den Raum der maximalen Ideale von ,. 
Dann ist R, der Algebra C(T) vollisomorph, so daß R einer symmetrischen 
Teilalgebra von C(T) vollisomorph: ist. 


- Folgerung 4. Jede Algebra R, die den Vorausseizungen von Theorem 1 
genügt (also auch jede vollständige vollreguläre kommutative Algebra mit Eins-. 
element), ist vollsymmeltrisch. 


Eine solche Algebra R ist nämlich stets der vollsymmetrischen Algehra 
CM) isomorph. Da CM) regulär ist, gilt die 

Folgerung 5. Jede vollständige vollreguläre kommutative Algebra mit Eins- 
element ist regulär. 

Die Umkehrung hiervon gilt nicht; die Algebra D,(a, 5) ($11, Nr. 2, Bei- 
spiel 3) ist wohl regulär, aber nicht vollregulär. 

In den weiteren Folgerungen soll R überall eine vollständige volireguläre 
kommutative Algebra sein. 


Folgerung 6. Ist x, ein Element einer Algebra R mit Einselement und A) 
eine auf dem Spektrum von x, stetige Funktion, so gibt es in R ein und nur ein 
Element y, mit der Eigenschaft, daß Y,(M) = Hx,(M)) für alle maximalen 
Ideale M von R gilt. Das Spektrum von 4, besicht aus allen Zahlen f(}), die sich 
ergeben, wenn A das Spektrum S,, von x, durchläuft. Es ist || = ‚sup al. 


Beweis. Die Funktion f{x,(M)) ist stetig und gehört demzufolge zur 
Algebra C(M), die der Algebra R vollisomorph ist. Folglich gibt es in R genau 
ein Element %,, für das „,(M) = f(x,(M)), MEM, ist. Das Spektrum des 
Elements y, ist die Gesamtheit aller Werte „,(M) = f(A) mit )= (MM). 
Daher gilt 


|%| = sup |y(4)| = sup |) |= sup IA): (6) 
MEeM MEM Ach, 


Das Element y, werde mit /(x,) bezeichnet; die Funktion y= f(x) heißt 
stetige Funktion | des Elements x. Wegen (6) gt 


I/@)l= sup |fA)|. 
1ES, 


Die Folgerung 6 läßt sich leicht auf stetige. Funktionen mehrerer Ver- 
änderlicher ausdehnen. Hierzu vereinbaren wir, die Gesamtheit aller Systeme 
Ds Aa =) € S,,, Spektrum des Systems der Elemente x,,:. ., &n 
Zu nennen. Durch Wiederholen der obigen Überlegungen gelangt man dann 
zu folgendem Ergebnis, das als Verallgemeinerung der Folgerung 6 anzusehen 
ist. 
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Folgerung 7. Sind z,,...,2, Elemente einer Algebra R mit Einselement, 
so gibt es zu jeder Funktion [(Ay,.. -, An), die auf dem Sipekirum der Elemente 
23.2... stelig ist, ein und nur ein Element y= f{a,,...,%,) der Algebra R 
derart, daß y(M)= f{m,(M),...,x,(M)) für alle maximalen Ideale M von R 
gilt. Das Spektrum des Elements fix,,..., %,) besiehi aus allen Zahlen 
Ir», An), die sich ergeben, wenn (Ay, ...,A,; das Spekirum des Sysiems 
%>...,%, durchläuft. Außerdem gilt 


Fan...) süplf(@Ar, .- Anl; I) 


wobei die obere Grenze in bezug auf das Spektrum des Systems z,,...,%, 2% 
nehmen ist. 


Die Behauptungen der Folgerungen 6 und 7 lassen sich auf vollständige 
vollreguläre Algebren ohne Einselement übertragen. In diesem Fall existiert 
y=fl&,.--;2,) für jede Funktion f{A,,...,A,), die auf dem Spektrum des 
Systems x,,..., 2, stetig und für ,=0,...,A,= 0 gleich Null ist. Um dies 
einzusehen, genügt es, zu R ein Einselement zu adjungieren. Dann existiert 
das Blement y= fix,,- . ., 2,) in der durch Adjunktion erhaltenen Algebra R’. 
Da für das maximale Ideal R von R’ die Beziehungen x, (R)=0,...,2,(R)=0 
bestehen und folglich y{R)= f{z,(R), ...,,(R)) =f{ß, ..., 0)= 0 ist gehört 
yzu R. ; 


Folgerung 8. Jedes hermütesche Elemeni zER läßt sich in der Gestalt 


== u— v darstellen, wobei u und v hermitesche Elemenie von B sind, die nicht- 
negative Spektren haben und der Beziehung wo — 0 genügen. 


Beweis. Es genügt, w=f,(e) und v= f(x) zu setzen, wobei 
AA)=max{},0} und }(A)= maxi-4,0} 


ist, Da A= (A) — (A) und A A)f(A)= 0 ist, folgt = u —v und wv=0. 

Folgerung 9. Das Elemeni y— f(x) gehört zu jeder x enthaltenden. ab- 
geschlossenen symmetrischen Teilaigebra R,C R mit Einselement. Ist f(0)= 0, 
so gehört y = f(x) auch zu jeder x enthaltenden abgeschlossenen symmetrischen 
Teilalgebra ohne Einselement. Insbesondere gehört f{x) für f(0) = 0 zu jedem x 
enthaltenden abgeschlossenen symmetrischen Ideal der Algebra BR. 


Beweis. Wir setzen <=, +12, = A, + iA, und 


iQ) = h (A; As) = Yfeldı, Ag), 


wobei. &,, 2, hermitesche Elemente und A,,A,,fı, /, sämtlich reell sind. 
Wie man leicht sieht, gilt dann f(x) = fı (@,, 23) + ifa(&,, 2). Es bezeichne $ 
das Spektrum des Systems x,, x. Nach dem Satz von WnIEBSTRAss-Stonz 
(vgl. $2, Nr. 10, Theorem 2) gibt es’ eine Folge von Polynomen 9, (A, , As}, die 
auf 8 gleichmäßig gegen f} (A, , As) konvergiert. Wegen (7) gilt 


hier; U) — Punk; 2.) | u, IA, A) — Pad; Ag)| >D 
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für na co. Ist nun R,C Reine abgeschlossene symmetrische Teilaigebra mit 

Einselement, die x enthält, so gilt 2,(2,, %) € Rı und damit f(x, 2) € Br: 

Entsprechend gilt f, (x, , 2) € Rı, so daß auch f(x) = fi (81, ©) + ifa (8 , %) ERx- 

Ist nun R, eine Algebra ohne Einselement und (0) = 0, so gilt 9, (0, 0) > 0. 

Wird jetzt 2,(A, A) = Pn(Ar Ag) — Pn(0, 0) gesetzt, so gilt demzufolge 

sup |fi (Ay, Ag) — Pn(A1; Ag)| > 0, wobei 9,(2, 2%) € R, ist. Hieraus schließen 
z 


wir wieder, daß f(x) zu R, gehört. 

Die hinsichtlich der Ideale ausgesprochene Behauptung ist ein Spezialfall 
des bereits Bewiesenen, weil ein Ideal als Algebra ohne Einselement angesehen 
werden kann. 

Die Forderung nach Symmetrie des Ideals I CR ist auf Grund des folgenden 
Satzes überflüssig.') 


Theorem 3. Jedes abgeschlossene Ideal I der Algebra CM) stimmt mü 
der Gesamtheit derjenigen Funktionen x(M) der Algebra C(M) überein, die auf 
der abgeschlossenen Menge F = h(I) gleich Null sind, d. h., es ist 


I=kh(l. 


Beweis. Wir setzen W, = M—F und ?’=k(f)= kıh(l). Dann ist WM, 


lokal bikompakt, und es gilt I’ 2 I. Hierbei ist I’ per definitionem die Gesamt- 

heit aller Funktionen x(M), die auf F gleich Null sind. Die nur über I, be- 

trachteten Funktionen von I’ bilden folglich die Algebra aller stetigen Funk- 

tionen über t,, die im Unendlichen gleich Null sind. Die nur über WM, be- 

trachteten Funktionen von / bilden dann eine Teilalgebra von I’, die im Sinne 

der Norm |x|= sup |x(M)| vollständig ist. Sind nun M, und M, zwei. ver- 
MEM 


schiedene Punkte von M,, so gibt es auf Grund des ÜrYsonnschen Lemmas 
($ 2, Nr. 8, Satz II) in der Algebra C(W) eine Funktion x(M), die auf F und 
in M, gleich Null und in M, gleich Eins ist. Da M, & h(I) ist, gibt es im Ideal.T 
- eine Funktion y(M), die im Punkt M, von Null verschieden ist. Dann ist aber 
x(M) y(M) eine Funktion von I, die in M, gleich Null und in M, ungleich Null 
ist. Auf Grund des Satzes von Stox& ($2, Nr. 10) folgt hieraus aber, daß 
T’=J ist. 
Theorem 3 läßt sich auch noch wie folgt formulieren: 


Jedes abgeschlossene Ideal I einer vollständigen vollregulären kommuiativen 
Algebra mit Einselement isi der Durchschnitt aller I umfassenden maximalen 
Ideale und daher symmetrisch. 


Eine der wichtigsten und bis jetzt noch ungelösten Aufgaben der Theorie der normierten 
Algebren besteht in der Angabe von Bedingungen, unter denen jedes abgeschlossene zwei- 
seitige Ideal einer Algebra der Durchschnitt der umfassenden maximalen Ideale iss 
(vgl. hierzu Scumow [5]). 


1) Für Algebren, die aus reellen Funktionen bestehen, wurde dieser Satz zuerst von 
Stox& [3] bewiesen; der Beweis für den allgemeinen Fall stammt von I. M. GELFAND 
und G.E. SorıLow [1] (vgl. auch ScmuLow [5]). 
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Folgerung 10. Ist I ein abgeschlossenes Ideal einer vollständigen vollregulären 
kommutativen Algebra R mit Einselement, so ist die Quotientenalgebra R/I eine 
vollständige vollreguläre Algebra mit Einselement, die der Algebra C(F), F=h(I), 
vollisomorph ist. 


Beweis. Wir ordnen jeder Funktion x= z(M) der Algebra BR = C(M) die 
nur über F= h(I) betrachtete Funktion 2” (M)=x(M) zu. Die so erhaltene 
Zuordnung z(M)—x”(M) ist ein symmetrischer Homomorphismus der 
Algebra C(M) auf die Algebra C(F). Sein Kern ist kh(I) = I. Daher ist C{F) 
der Algebra R/I symmetrisch isomorph. Wir wollen zeigen, daß diese Zuordnung 
sogar isometrisch ist. 

Es sei £E R/I. Dann besteht £ aus Funktionen z(M)=x”(M) auf F. 
Hierbei gilt 

|«|= sup |z(#9)|> sup |x(M)| = |e*|. 
MEN MER 


Daher gilt auch 
&l=infle]>|r"|. 
zeE 


Um die entgegengesetzte Ungleichung zu beweisen, nehmen wir eine Funktion 
x(M) = x“ (M) auf F und eine Zahl > 0. Mit U bezeichnen wir die Gesamtheit 
aller Punkte MEM mit der Eigenschaft, daß |x(M) — z(M’)| <e für ein 
M’ € F ist. Dann ist U eine offene Menge, in der F enthalten ist. Auf U gilt 
|«(M)| < |x*|-+ e. Nun gibt es auf Grund des Urysomwschen Lemmas eine 
stetige Funktion y(M) mit Werten zwischen Null und Eins, die auf F gleich 
Eins und außerhalb von U gleich Null ist. Da z(M) y(M)= x(M)= x” (M) 
auf F ist, ist auch xy € &, und es gilt 


jfl<|eyl= sup |«(M) ya) sup |«(M|<|a’|+e. 
MEM MEU 


Da &>0 willkürlich gewählt werden kann, folgt hieraus |&| < |x“|, womit 
der. Beweis abgeschlossen ist. 

Bemerkung. Die Folgerung 10 läßt sich auf Algebren ohne Einselement 
ausdehnen; es gilt nämlich: 

Ist I ein abgeschlossenes Ideal einer vollständigen vollregulären kommutativen 
Algebra R, so ist die Quotientenalgebra R/I ebenfalls eine vollständige vollreguläre 
Algebra und damit einer Algebra!) C,(T') vollisomorph. 

Beweis. Die aus der Algebra R ohne Einselement durch Adjunktion eines 
Einselements entstehende Algebra R’ ist vollregulär. Daher ist R’/I einer 
Algebra O(T) vollisomorph. Folglich ist auch R/I einer Algebra C,(T) voll- 
isomorph. 

3. Verallgemeinerung auf pseudonormierte Algebren. Ein über einer Algebra R 
definiertes konvexes Funktional p(x) werde Pseudonorm genannt, wenn folgendes gilt: 


play)spla)p(y) füralle z,yeR und p(a)=0 mE. 


3) 0,(T) bezeichnet die Gesamtheit aller stetigen Funktionen über dem lokal bikompak- 
ten Raum T, die im Unendlichen verschwinden (vgl. S. 244). 
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Eine topologische Algebra R heiße pseudonormiert, wenn es eine ausreichende Menge 
P von konvexen Funktionalen gibt, die über R Pseudonormer sind und die Topologie 
von BR definieren. 
‘ Als Beispiel für eine solche Algebra kann die Algebra O*(T) aller stetigen komplexen 
Funktionen über einem lokal bikompakten topologischen Raum 7 mit den in üblicher 
Weise definierten Operationen dienen. 

Setzt man für jede bikompakte Menge XKCT 


Pz(&) = max|z(t)|, 
tEeR 


so erhält man in der Gesamtheit der so definierten 9, (x) eine ausreichende Menge konvexer 
Funktionale. Die p9,(x) sind Pseudonormen von C* (T). Wird 


* ==) 


gesetzt, so kann C’*(T’) als symmetrische Algebra aufgefaßt werden. 

Es entsteht die Frage, ob es möglich ist, alle kommutativen pseudonormierten Algebren 
zu charakterisieren, die einer solchen Algebra C* (7) topologisch und symmetrisch isomorph 
sind. Eine Antwort auf diese Frage wurde von R. Ares [5] bei folgenden zusätzlichen 
Einschränkungen gegeben. 

Unter einer lokal endlichen Zerlegung des Einselements versteht man eine Funktion 
%,, p € P, mit Werten in R, die folgenden Bedingungen genügt: 

a) Für jedes pe P ist die Funktion p’(z,) nur für eine endliche Menge 8, von Funk- 

tionalen p’e P von Null verschieden; j 

b) 2(,)=1 für alle p/eS,; 

c) für jedes pe P kann die Funktion p(x,) nur für p’ € 8, von Null verschieden sein; 

d) für beliebige pe P und yeR gilt 


vP(y— % y2,)=0. 
DES, 


Beispielsweise gibt es in der oben betrachteten Algebra C”(T) eine lokal endliche Zerlegung 
des Einselements, wenn der Raum T so beschaffen ist, daß in jeder seiner offenen Über- 
deckungen {G} eine lokal endliche Überdeckung {’} enthalten ist. Hierbei heißt {G0”} 
lokal endlich, wenn. jeder Punkt te 7 eine Umgebung hat, die nur endlich viele Mengen 
dieser Überdeckung schneidet. Ein Raum 7 mit der Eigenschaft, daß jede seiner offenen 
Überdeckungen eine lokal endliche Überdeckung umfaßt, wird parakompakt genannt 
(DIEUDONK& [1)). 


Das von R. ArEns erzielte Hauptresultat besteht in folgendem Satz: Jede kommutative 
vollständige pseudonormierte symmetrische Algebra R, die eine lokal endliche Zerlegung des 
Einselements besitzt und in der 


plzar)>C,pte)p(@*) 


für jede Pseudonorm p von R gilt, ist einer Algebra C”(T) topologisch und symmetrisch 
isomorph; dabei ist T ein lokal bikompakter parakompakter topologischer Raum. 


Die Resultate der Paragraphen 11 bis 15 dieses Kapitels stammen von folgenden 
Autoren: $11 von GeLFranD [1,41]; $12 und $ 15 von GELFAND und ScHiLow [1] und von 
Schizow [5]; $13 und $14,Nr.4, von SchıLow [3] (vgl.auch GuLranv, Rarkow und 
Sc#iLow [1]); $14 von Rarkow[6] (vgl. auch Geuranv, Rarkow und Scarmow [1]). 
Von ScHkILow stammt eine große Anzahl von Arbeiten, in denen reguläre Algebren und 
eine Reihe anderer spezieller Fragen der Theorie der normierten Algebren behandelt werden 
(vgl. ScaıLow [1—18]). 
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Der Begriff des ScaıLowschen Randes (vgl. $ 13) wurde in Arbeiten von Mırmanf4]sowie 
ARENS und Sıscer [1] weiter entwickelt. 

Theorem 1 aus $ 15 wurde in einer etwas anderen Formulierung zuerst von M.G. Krrın 
[4,5] bewiesen. Der Begriff des Strukturraumes wurde von JacoBson [2] eingeführt ; dieser 
Begriff führt zur Verallgemeinerung von Resultaten, die von GELFAnD und Sconstow [1] 
erzielt wurden. 

Die Resultate von $ 16 stammen im wesentlichen von GELFAnD und NEUMARk [1]. Der 
Satz III aus $ 16, Nr. 1, für den Fall einer kommutativen Algebra und die Ergebnisse von 
$ 16, Nr. 3, wurden von Arens [2,5] erhalten. Theorem 3 aus $ 16, Nr. 2, wurde von 
GELFAND und Scomwow [1] bewiesen. 


KAPITEL IV 


DARSTELLUNGEN SYMMETRISCHER ALGEBREN 
$17. Grundlegende Begriffe und Sätze der Darstellungstheorie 


1. Definition der Darstellung. Einfache Eigenschaften. Unter einer Dar- 
stellung einer Algebra R versteht man einen Homomorphismus dieser Algebra 
in eine Algebra von linearen Operatoren in einem Vektorraum. Dieser Raum 
heißt der Darstellungsraum. 

Wir werden uns im folgenden auf die Untersuchung von symmetrischen 
Darstellungen symmetrischer Algebren beschränken. Ein Beispiel für eine 
symmetrische Algebra ist die Gesamtheit B(H) aller beschränkten linearen 
Operatoren im Hrrsertschen Raum 9 (vgl. 810, Nr.1, Beispiel 2). Die 
Algebra B(H) wird von nun an eine wichtige Rolle spielen. Unter einer 
symmetrischen Darstellung einer symmetrischen Algebra R verstehen wir 
einen symmetrischen Homomorphismus x— A, dieser Algebra in eine 
Algebra B(H). Wenn im folgenden von einer „Darstellung‘‘ gesprochen wird, 
so soll damit stets eine symmetrische Darstellung gemeint sein. Eine Dar- 
stellung heiße sieiig, wenn der entsprechende Homomorphismus stetig ist. 
Wir nennen eine Darstellung zyklisch, wenn es im Raum 9 einen Vektor &, 
gibt derart, daß die Menge aller Vektoren A,£, in 9 dicht ist. Wir sagen dann, 
der Vektor &, und der Raum 9 seien für die Darstellung x—> 4A, zyklisch. 

Zwei Darstellungen &—> A, bzw. x— B, in den Räumen 5 bzw. $ sollen 
äguivalent genannt werden, wenn es eine isometrische Abbildung von 9 auf 9’ 
gibt, bei der für jedes x € R der Operator A, in den Operator B, übergeht. 
Mit, anderen Worten, ist U diese isometrische Abbildung und & = UE, so gilt 
B,E = UA,E. Dann ist B,UE= TA,E für alle £ aus 9, also BB U=UA,. 

Somit bedeutet die Äquivalenz von Darstellungen x—> A, bzw. x—> B, 
in den Räumen $ bzw. $, daß es einen Operator U gibt, der eine isometrische 
Abbildung von 9 auf $ vermittelt und dabei der Bedingung BB U= UA, 
genügt. 

Ein Teilraum 9,c9H heißt invariant, wenn jeder Vektor aus $, bei An- 
wendung sämtlicher Operatoren A, wieder in $, abgebildet wird. 

Ist 9, ein abgeschlossener invarianter Teilraum, so können alle Operatoren A, 
als Operatoren in $, angesehen werden. Wir erhalten dann eine Darstellung 
im Raum 9,. Diese Darstellung heiße Komponente der ursprünglichen Dar- 
stellung. 

1. Ist 9,C 9 imvariant, so ist das RI? Komplement zu 9 ebenfalls 
invarianl. 
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Beweis. Es sei & ein zu 9, orthogonaler Vektor, d.h., es sei (&,n> = 0 
für allen € 9,. Dann gilt <A,&; = <&, Al) = (&, A,n? = 0, weil A.n CH 
ist. Folglich ist der Vektor A,E zu 9, orthogonal. 

Nun sei P, eine in $ definierte Projektion auf einen abgeschlossenen Teil- 
raum 9- 


II. 9, ist genau dann ein abgeschlossener invarianter Teilraum, wenn alle 
Operatoren der Darstellung mil der Projektion P, auf 9, vertauschbar sind. 


Beweis. Ist 9, ein abgeschlossener invarianter Teilraum und £€ $,, so 
ist auch A,E € 9. Daher gilt für jeden Vektor 2€E9 


A,Pı8 € 9: 
PA,PıE=4A,Pı&, 


folglich ist 


also 
P,AsPı = A,Pı- 


Wendet man nun die Involutionsoperation auf beide Seiten dieser Gleiehung 
an und ersetzt danach x durch x*, so ergibt sich auch 


P,A,Pı = Pı4,. 


Folglich ist P,A,= 4,Pı: d. h., die Operatoren P, und A, sind miteinander 
vertauschbar. 
Umgekehrt, sind diese Operatoren miteinander vertauschbar, so gilt 
P.A,E=4A,P,E=A,E für CH. 


Mit EEE 9, gilt also auch A,ÄE EC 9,, d.h., 9, ist ein invarianter Teilraum. 
II. Die abgeschlossene lineare Hülle M von invarianten Teilräumen ist 
ebenfalls ein invarianier Teilraum. 


Beweis. Jedes Blemen# £ von M ist Limes endlicher Summen der Gestalt 
e=&+.-.-+£,, wobei &,...,&, Vektoren der entsprechenden Teilräume 
sind. Andererseits ist 4, = A,& + A,E„ eine Summe derselben Gestalt 
mit dem Limes A,E£. i 


2. Direkte Summe von Darstellungen. Es sei W eine beliebige Menge. 
Gegeben sei eine Gesamtheit von Darstellungen 2—> AP, zEX, einer 
symmetrischen Algebra R in den Räumen 5. Hierbei gelte 


ee 03) 


wobei C', nicht von « abhängt. Mit 9 bezeichnen wir die direkte Summe der 
Räume $®, d.h. die Gesamtheit aller Elemente & = {£&,} mit 


Z|&P<+& 


(vgl. $5, Nr. 6). Wir setzen 
A,E=[APEN- 
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Wegen (1) ist dann A, ein beschränkter Operator in 9, und die. Abbildung 
x-> A, ist eine Darstellung im Raum 9. Wir nennen sie direkte Summe der 
Darstellungen &— A. Ist &= {£,} ein Element mit der. Eigenschaft, daß 
&,=0 für «+, ist, so soll es mit £,, identifiziert werden. Dadurch wird 
jeder Raum 5% zu einem abgeschlossenen invarianten Teilraum des Raumes 9. 
Alsdann stimmt die Komponente der Darstellung »— A, im Raum 9“ mit 


der Darstellung 2—> A® im Raum 9%» überein. Der Raum 9 erscheint so 


als direkte Summe der invarianten Teilräume 9®. 
Jede Darstellung ist die direkte Summe von zyklischen Darstellungen. 


Beweis. Es sei &, = 0 irgendein Vektor aus $. Wir betrachten die Gesamt- 
heit aller Vektoren A,£,, wenn x die ganze Algebra R durchläuft. Die ab- 
geschlossene Hülle dieser Gesamtheit werde mit 9, bezeichnet. Offenbar ist 9, 
ein abgeschlossener invarianter Teilraum, in dem £&, ein zyklischer Vektor ist. 
Mit anderen Worten, 9, ist ein zyklischer Teilraum der Darstellung &> A, 

Ist 9,= $, so ist unsere Behauptung bereits bewiesen. Anderenfalls ist 
9— 9, ein von (0) verschiedener invarianter Teilraum. Geht man anstelle 
von 9 jetzt von 9 — 9, aus, so ergibt sich genauso wie im Vorhergehenden 
ein zyklischer Teilraum $ 1 9ı- 

Wir bezeichnen nun mit M die Gesamtheit aller Systeme {$,}, die aus 
zueinander orthogonalen zyklischen Teilräumen der Darstellung 2— A, 
bestehen. Eines dieser Systeme ist das soeben konstruierte System (9, 9s}- 
Ordnen wir M mit Hilfe der Inklusionsbeziehung „C“, so wird M zu einer 
halbgeordneten Menge, die der Voraussetzung des Zoßsschen Lemmas genügt; 
die obere Grenze einer linear geordneten Menge von Systemen {9,} € M ist 
die Vereinigung dieser Systeme. Daher gibt es in M ein maximales System 
{9.). Dann ist aber $—= 3 ®$,; anderenfalls gäbe es nämlich in dem in- 


varianten Teilraum 9 — 5® 9. einen von (0) verschiedenen zyklischen Teil- 
raum 9,. Dann wäre (84 UY, ein zu M gehörendes System, welches das 
System {H,} als echten Teil enthielte. Dies ist aber unmöglich. 


3. Beschreibung einer Darstellung mit Hilfe positiver Funktionale. Es sei 
x— 4, eine Darstellung einer symmetrischen Algebra R in einem Raum 9. 
Wir nehmen irgendeinen Vektor &, +0 von 9 und setzen 


f®) — (Ay60; E02: 
Dann ist f(x) ein positives Funktional; es gilt nämlich 
Marz) —<Anunbo, EI = (AP Ab Ed = (Auko, At) 20. 


Theorem 1. Jede symmetrische Darstellung einer BanacHschen symmetrischen 
Algebra R ist stetig; es gilt 


4|=|x|. 


Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, 
daß R ein Einselement hat. Anderenfalls setzt man einfach A,,,„ = A1-+ 4, 
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und hat damit eine Fortsetzung der Darstellung #— A, von RB zu einer Dar- 
stellung der Banacaschen symmetrischen Algebra, die aus R durch Adjunktion 
eines Einselements entstebt. Wenn nun R ein Einselement hat, so ergibt sich 
durch Anwendung der Ungleichung (1) aus $ 10, Nr. 4, auf das positive Funk- 
tional f(x) = <A,&,: & 

KAzE; &>] <|x|<&,, Er. 


Wird hier «*x anstelle von x gesetzt, so folgt 


KAsrako; Er| = |a*x|<E, En S | a? <Eo, Eon: 
d.h., es ist = 
4,80 = x? EoR. 


Da nun aber £, ein beliebiger Vektor von 9 ist, schließen wir aus dieser Un- 
gleichung auf 
4|=|el- 


Unser Ziel ist die Beschreibung einer Darstellung mit Hilfe positiver Funk- 
tionale. Es erweist sich als zweckmäßig, dieses Problem zunächst für den Fall 
zyklischer Darstellungen zu betrachten. 

Es seien 2—> A, bzw. ©—> B, zyklische Darstellungen in den Räumen 9 
bzw. $ und £&, bzw. &, zyklische Vektoren dieser Darstellungen. Wir setzen 


Fa)=<A,, Ed PR) <B, 


2 Gil Ha)= f(x) für alle x von R, so sind die Darstellungen <— 4, und 
x— B, einander äquivalent. 


Beweis. Jedem Vektor &= A,&, des Raumes $ ordnen wir den Vektor 
& = B,&, des Raumes $’ zu. Um einzusehen, daß diese Abbildung isometrisch 
ist, nehmen wir irgendwelche Vektoren & = 4A,&: &= A,„&. Dann ist 
&=B,&: &=B,&, und es gilt 


(&, 9 = An &0 Az = Aası, 60 = Maizı); 
ED Bar 6; Br = Bad = lan). 


Nach Voraussetzung gilt nun fafx,)=f(afx,), also <&,&8>=<H,&> 
womit die Isometrie der Abbildung bewiesen ist. Da die beiden Elemente 
£&, und &, zyklisch sind, bilden die Elemente der Gestalt A,&, bzw. B,& 
Mengen, die in 9 bzw. $’ dicht sind. Demnach wird bei unserer isometrischen 
Abbildung &-> &' eine m $ dichte Menge in eine in 9 dichte Menge über- 
geführt. Dann läßt sich die Abbildung aber auf genau eine Weise zu einer iso- 
metrischen Abbildung des Raumes 9 auf den Raum 9’ fortsetzen (vgl. $ 5, 
Nt. 10, Satz II). 

Sind = A,&, und — B,£, einander entsprechende Vektoren aus 9 bzw. 9, 
so sind auch A, = A,.% und BE = B,.& einander entsprechende Vek- 
toren. Dies bedeutet aber, daß bei dieser Abbildung der Operator A,, in den 
Operator B,, übergeht. Folglich sind unserere Darstellungen miteinander 
äquivalent. 
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Aus SatzI folgt: Eine zyklische Darstellung x-> A, mit dem zyklischen 
Vektor £, ist durch das positive Funktional f{®) = “Ay£,: &> bis auf Äquivalenz 
eindeutig bestimmt. 

Es entsteht natürlich die Frage, ob es zu jedem positiven Funktional f(x) 
eine zyklische Darstellung «— A, mit f(x) = (A,£&,, &) gibt. Diese Frage kann 
im Fall einer Banacuschen symmetrischen Algebra R mit Einselement bejaht 
werden. 

Es sei f(x) ein positives Funktional über R. Wir definieren in R die hermi- 
tesche bilineare Form <x, y> = f(y*x) (vgl. $5, Nr. 1). Hierbei kann der Eh 
eintreten, daß für gewisse Elemente x die Beziehung «x, x) = f(x*x) = 
gilt. Jedes solche Element x soll äquivalent Null genannt werden, in den 
zu0. 

Es bezeichne J, die Gesamtheit aller Elemente x, die äquivalent Null sind. 

I, ist ein Linksideal der Algebra R. 

Beweis. Ist 2-0 und y ein beliebiges Element der Algebra R, so ist 
yx) = 0; auf Grund der Schwarzschen Ungleichung gilt nämlich 


"Iwan tayr) fat) = 
Nun sei @,€ I, und 2, € I,. Dann ist 
Hat) +2)) = Mefa) + far) + Mh) + Ma) = 0, 


d.h. u + € I,; denn der erste und letzte Summand sind wegen 2, — 0 
und 2, 0 gleich Null, während der zweite und dritte Summand auf Grund 
der ScHwaArzschen Ungleichung verschwinden. Nun sei 2-0 und y ein 
beliebiges Element von R. Wir setzen z— x*y*y. Dann gilt 


Hiyo)*yx) = Kary*ya)=fFer)=0, 
d.h. yx € I). Somit ist Z, ein Linksideal. 
Wir bezeichnen nun mit $ den Quotientenraum R/I, und mit &,n,... 


Elemente dieses Raumes, d. h. Restklassen nach ],. Es seien x bzw. y Repräsen- 
tanten von & bzw. n. Wir setzen 


Der so definierte Ausdruck <&, > hängt nicht von der Wahl der Repräsen- 
tanten x und y ab; denn sind etwa x’ und x” zwei Repräsentanten von &, 
so gilt 2 — x’ m 0 und folglich 


WDR, paar”, y=tHy*@—r))=0. 


Wie man leicht sieht, hat <&,»> sämtliche Eigenschaften eines skalaren 
Produktes: 

a), WEM HD 

b) Adtun, DE, Drum, DD; 

eo)E,H>O für EH0. 

Das Erfülltsein von b) ist trivial. Da f(x) ein reelles Funktional ist, gilt 
offenbar auch a). Lediglich ce) bedarf einer näheren Begründung. 
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Es sei x ein Element von &. Da f(x) ein positives Funktional ist, gilt 


Ist hierbei nun (8, HD = f(a«*x) = 0, so muß x 0 sein, d. h., es ist &=0. 

Damit ist in 9’ ein skalares Produkt definiert. Die vollständige Hülle von. 9’ 
in bezug auf dieses skalare Produkt werde mit 9 bezeichnet. Dann ist $ ein 
Hıusertscher Raum. 

Wir Konstruieren jetzt eine Darstellung im Raum 9. Es sei &= {x} die 
Klasse mit dem Repräsentanten x. Mit „= {x,x} bezeichnen wir die Klasse 
mit dem Repräsentanten x,x. Da I, ein Linksideal ist, hängt 7) nicht von der 
Wahl des Repräsentanten x» der Klasse & ab. Wir setzen 


An&= {ne}. 


Offenbar ist A,, ein linearer Operator in 9. Wir wollen zeigen, daß er be- 
schränkt ist. Nach Definition des skalaren Produktes in 9 gilt 


AnsP= «And, An = (XoR, 20) = Harz xt). (2) 
Wir setzen 
h)=fa*ya). 


Offenbar ist /,(y) ein positives Funktional; es ist nämlich 
hy) fa*y*ya)=illyn)*yr) 20. 
Wird auf f,(y) die Ungleichung (1) aus $ 10, Nr. 4, angewandt, so folgt 
IROJETAOFZE | 
Insbesondere gilt für y= ax also 
I) | Shell hle)|m) 
Merziaoa)|< Herr) <E, Hz. 


Wegen (2) ist daher 


d.h. 


du 8? = PER, 


d. h., A,, ist ein beschränkter Operator in $, und seine Norm ist nicht größer 
als |x,|: 
(4a |=|®|- 8) 


Demzufolge kann A,, auf genau eine Weise zu einem beschränkten Operator 
in $ fortgesetzt werden. Hierbei bleibt die Norm | A,,| ungeändert, so daß (3) 
auch noch für die Norm des Operators A,, im Raum $ gilt. Wir behaupten, 
die Abbildung % > A,, ist eine Darstellung der Algebra R. In der Tat, es ist 
Ay Hm == Um, + Ay%) «} = A, {212} + Ay {xx} == ), Az & + Agfa, er 


Anm: = {tı08} = Az [tr = Ay, An E: 
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Zu zeigen bleibt, daß (4, = 4 5, also <A, P—=( An? ist. Es sei 
xz€E£ und yEn. Dann gilt : 
\ An, M- (RR, p= fu* LT 32 
6 Am nad), = My mr), 
und folglich ist <A, & 1? = &, Ayn?- 

Um jetzt zu zeigen, daß die erhaltene Darstellung zyklisch ist, betrachten 
wir diejenige Klasse &,, welche das Einselement e der Algebra R enthält. Ist 
dann x, ein beliebiges Element von R, so ist A, £, die Klasse, die x, enthält. 
Folglich stimmt die Gesamtheit aller Vektoren der Gestalt A,&,,2€ R, mit 
der Gesamtheit 9 aller Klassen überein. Da nun $’ in 9 dicht ist, weight: 


daß £, ein zyklischer Vektor ist. 
Die Klasse &, enthält e. Daher ist 


Az&0, 8) = (we, = fle*ze) = (a). 
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen. 
Theorem 2. Jeder zyklischen Darstellung x— A, einer symmetrischen 
Algebra R mit dem zyklischen Vektor &, entspricht das positive Funktional 
f®) = <Asdos 2. 


Durch das Funktional f(x) ist die Darstellung x A, bis auf Äquivalenz ein- 
deutig bestimmt. Umgekehrt entspricht jedem positiven F'unktional f(x) in einer 
Banacuschen Algebra R mit Einselement eine zyklische Darstellung x— A, 


derart, daß 
ur Ka) = <AzEo, E0) 

4. Darstellung vollregulärer kommutativer Algebren. Spektralsatz. 

I. Jede zyklische Darstellung einer vollständigen vollregulären kommutativen 
Algebra R mit Einselement ist der durch die Formel 

A,E(M)=x(M)&(M) 
definierten Darstellung im Raum [2 (f) äquivalent;‘) dabei ist f ein Integral auf 
der Algebra C(WM) aller stetigen Funktionen über dem Raum M der maximalen 
Ideale von R. 

Beweis. Die Algebra R ist der Algebra O(M) vollisomorph (vgl. Theorem 2 
aus $16, Nr. 2). Daher kann das positive Funktional f(x), das die gegebene 
zyklische Darstellung bestimmt, als positives Funktional über O (Mt) betrachtet 
werden. Ist jetzt z{M)E C(M) = x<{M)>0, so gilt „(ME CM) 
für y(M)= Yx(M) und ferner f@ = (y2) = f(y*y) = 0. Belelenn ist f(x) 
ein Integral auf C(M), so daß eine Be 


ft) = [etna 


1) Diese Darstellung im L?(f) heißt Spektraldarstellung. 


17 Neumark, Algebren 
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gilt (vgl. $ 6, Nr. 10, Satz X), wobei u das auf ft durch f(x) definierte Maß ist. 
Wir ordnen nun jeder Klasse & € $ (vgl. Nr. 3) eine Funktion = xz{M) € E 
zu, betrachtet als Element des Raumes L2(f). Diese Zuordnung ist isometrisch; 
für &,nEe$ undzE&,y€En gilt nämlich 


Em =My*2)=[z(M)yMduM). 
M 


Da 9 in H und O(M) in L2(f) dicht ist, 1äßt sich diese Zuordnung auf eindeutige 
Weise zu einer isometrischen Abbildung &> x von 9 auf L2(f) fortsetzen. 
Für &= {x}, EE9, gilt 
AuE= {ur} > (M)x(M). 


Folglich geht der Operator A, bei der Abbildung &— x in den Operator der 
Multiplikation mit x(M) über. 

Unter einem Spektralmaß auf einem lokal bikompakten Raum T verstehen 
wir eine Operatorfunktion P(A), die auf allen Borztschen!) Mengen ACT 
definiert ist und folgende Eigenschaften hat: 


1. P(A) ist ein Projektionsoperator im Raum $; 


2. für jedes & € 9 ist die Funktion <P(A)E, &> die Einschränkung des durch. 
ein Integral auf L(T) bestimmten Maßes auf die BoRELschen Mengen. 


Aus der Eigenschaft 2 folgt P(A, UA,)= P(4,)+ P(4,) für A, Nn%= 9. 
Folglich gilt 
P(A,)P(A,)=0 für AıNd,=0. (ı) 


II. Jede Darsiellung einer vollständigen vollregulären kommutativen Algebra R 
mit Einselement wird durch die Formel 


A,=[z(M)dP(M) (2) 
M 


gegeben, in der M der Raum der maximalen Ideale von R und P(A) ein. 
Spektralmaß auf M ist, das vertauschbar ist mit allen Operatoren A, und mit 
allen beschränkten Operatoren, die mit allen Operatoren A, vertauschbar sind. 
Das Integral. konvergiert im Sinne der Operatornorm. 

Die Gleichung (2) bestimmt das Spektralmaß P(4) eindeutig. 


Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall einer zyklischen Darstellung 
x-> A,. Auf Grund von Satz I ist die Darstellung x — 4A, dann einer Spektral- 
darstellung in einem Raum ZL2(f) äquivalent. Offenbar darf angenommen 
werden, daß x— 4A, mit dieser Spektraldarstellung übereinstimmt. Wir 


1) Unter der BorzLschen Mengenfamilie & in.T' verstehen wir die kleinste Familie aus. 
Teilmengen von 7’ mit folgenden Eigenschaften: a) & enthält alle offenen Mengen JE T};. 
b) aus JE folst T—AEL; c) die Vereinigung endlich oder abzählbar vieler Mengen 
aus & gehört ebenfalls zu &. Jede Menge A € & heißt Boreusche Menge. Auf Grund der: 
Sätze I bis III aus $ 6, Nr. 9, sind alle Borerschen Mengen bezüglich jedes Integrals über 
L(T) meßbar; nach Satz IX aus $6, Nr. 8, ist das Maß, das einem Integral über Z(T'). 
entspricht, bereits vollständig bestimmt, wenn es auf den Bor£Lschen Mengen gegeben ist. 
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definieren nun in $ = L2(f) einen Operator P(A) durch die Formel 
P(A)&(M)=P,(M)&(M), 


wobei P,(M) die charakteristische Funktion der Boretschen Menge 4 ist. 
Dann ist P(A) ein Projektionsoperator in L2(f) und 


PAEH-[PM|EMPAuM)=[|EM) au) 
M A 


ist ein dem Maß u untergeordnetes Maß. 
Wir beweisen nun die Formel (2). Hierzu zerlegen wir M in endlich 'viele 
Borzzsche Mengen A,,...,A, derart, daß auf jeder von ihnen 


«(M’)—a(M”))<e 
ist. Für M, € A, gilt dann 


4 Set) PiayE| = 
| k=1 


-J 


2 2 
-/ | Zee) — 2(M)]Pa,(M)E(M) | du(M) 


x{M)&(M) an) P.ansan du(M 


= [ Ze or mean aR 


e| Zraalsanpauıan=ejsn. 
Daher: gilt . 


(8) 


As— DotM)P(An <e 
1 


womit die Formel (2) bewiesen ist. 

Offenbar ist der Operator P(A) mit allen Operatoren, die in der Multiplikation 
mit Funktionen x(M) bestehen, vertauschbar, :d.h., P(A) ist mit allen 
Operatoren A, vertauschbar. 

Ist jetzt «> A, irgendeine Darstellung de Algebra R im Raum 9, so kann 
sie in die direkte Summe von zyklischen Darstellungen «> 4% in gewissen. 
Räumen 9% zerlegt werden. Es seien P®(A) die entsprechenden Spektral- 
maße. Setzen wir P(A)E= {P® ( (A)E} für = {&,} € 9, so erhalten wir ein 
Spektralmaß in 9, das mit allen Operatoren A, vertauschbar ist und (2) 
erfüllt. 

Wir wollen nun die Eindeutigkeit dieses Spektralmaßes zeigen. 

Sind P(A) und P’(A) Spektralmaße, die (2) erfüllen, so gilt für alle &,n€ 9 
und jede stetige Funktion z(M) 


on«rans, DUNKPMEn. 


17% 
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Dies ist aber nur dann möglich, wenn <P’(A)J&, n> = <P(A)E, n>, d. h., wenn 
P'(A4)=P(4) ist. 

Jetzt sei B ein beschränkter linearer Operator in 9, der mit allen Operatoren 
A, vertauschbar ist. Wir haben zu zeigen, daß B mit allen Operatoren P(A) 
vertauschbar ist. Für alle &,n€ 9 und alle x E R gilt 


A,BE,W=<BALE,m= (4,5, B*n). 
Wegen (2) ist also 
[zna<P (m BE, n>= [e(m)a<P(M)£, Brn) 
M M 


für jede stetige Funktion x(M). Dies ist aber nur dann möglich, wenn 
<P(AJBE, m =<P(A)E, By =<BP(A)E, n), 
d.h., wenn P(1)B= BP(4) ist. 
III. Zu jeder kommulativen. symmetrischen Algebra RC B(9) gibt es ein und 
nur ein Spektralmaß P(A), das mit allen Operatoren der Algebra R und mit allen 


Operatoren aus B(H), die mit allen Operatoren aus R vertauschbar sind, ver- 
tauscht werden kann, derart, daß 


Ar Acnaene | (4) 


für alle AER ist. 

Beweis. Offenbar darf angenommen rd daß R vollständig ist und ein 
Einselement hat; es genügt nämlich, die Gültigkeit der Formel (4) für die aus R 
durch Adjunktion des Einselements und durch Vervollständigung entstehende 
Algebra RE’ nachzuweisen. Nun ist aber eine symmetrische Teilalgebra der 
Algebra B (9) vollregulär (vgl. $16, Nr. 1), und daher genügt es, Satz II auf 
die Darstellung A—> A anzuwenden, bei der jeder Operator A € R sieh selbst 
zugeordnet ist. 


IV (Spektralsatz). Zu jedem hermiteschen Operator HE B(9) gibt es genau 
eine Operatorfunktion P(A), —coo <A<- oo, mit folgenden Eunehaleen: 


a) P(A) ist ein PropeRaon een 
bb PAPW)=PO0) fürisu 
e) P(A) ist mit jedem Operaler A aus B(H) vertauschbar, der, mit H ver- 
tauschbar ist; 

d) P(AJE ist für jedes E€ 9 eine von links stetige Funktion; 

e) ist [a,b] ein Intervall, weiches das ganze Spektrum des Oper ators H enthält, 
und f(A) eine beliebige in [a, 5b] stetige Funktion, so gt PA)=0 füri<a, 
PA)=1 für A>b und ; 

KE=[fAaP(); (8) 
a | 
insbesondere ist | 


5 | 
H=[idP(). (6) 
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Beweis. Es sei R die kleinste abgeschlossene symmetrische kommutative 
Teilalgebra mit Einselement aus B(H), die 7 enthält, und P(A) das 
der Algebra R nach Satz III entsprechende Spektralmaß. Wir setzen 
A,={M:H(M)<A}. Da 4, eine offene Menge darstellt, ist P(A,) sinnvoll. 
Wir schreiben P(A) = P(A,). Die Bedingungen a), b), d) sind dann offenbar 
erfüllt, wobei b) aus (1) folgt. Ist A ein Operator aus B(9), der mit H ver- 
tauschbar ist, so ist er auch mit allen Operatoren aus R vertauschbar, und 
daher auch mit P(4,)= P(A). Außerdem gilt 4,= 0 für A<aundd,=M 
für 1>b. Hieraus folgt aber PA)=0füri<aund PA)=1für} >b. 

Um nun die Formel (5) zu beweisen, zerlegen wir das Intervall [«, b] in 
endlich viele Teilintervalle I, und setzen 


Bezeichnet P, den Zuwachs der Funktion P(}) im Intervall I,, so gilt 
P,= P(4,). Wenn wir nun die Ungleichung (3) auf den Operator A, = f(H) 
anwenden, so ergibt sich für eine hinreichend feine Zerlegung in Teilinter- 
valle I, 


j(H) 3, f(A) Pı 


! Rn 
= | A) — Sta u] Pin) <®, 


und (5) ist bewiesen. Die Formel (6) ergibt sich aus (5) als Spezialfall für 
1-1. 

Angenommen, es gäbe zwei Funktionen P(A) und P’ (A), die den Bedingungen 
a) bis e) genügen. Dann gilt für jede in [a, b] stetige Funktion /(}) und beliebige 
Vektoren &,nE% 


b b 
SaaKP ED =[HAAKP@Em=<fME,n): 


dies ist aber auch mur dann möglich, wenn <P’(A)E,n> = <P(A)E,n> für alle 
&,n€$9, d.h., wenn P’(})= P(A) ist. Bemerkt sei, daß die Eindeutigkeit 
von P(A) auch leicht aus der Eindeutigkeit des Spektralmaßes für die Algebra R 
folgt. 

Die den Bedingungen des Satzes IV genügende Funktion P (A) heißt:Spekiral- 
schar des Operators H und die Formel (6) Spektralzerlegung dieses Operators. 


Bemerkung. Die Formel (5) folgt schon aus (6) und den übrigen Be- 
dingungen des Satzes IV. In der Tat, aus (6) folgt für jedes natürliche m 


b 
N mM N 
3” — lim Zur) — lim SPP, — ii map(h). 
K=1 E=1 
& 
Folglich gilt für jedes Polynom p(A) 
. x 


P=[püAdP(). 


7 
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Ist nun f(A) eine beliebige in [@, b] stetige Funktion und {p,(A)} eine Folge von 
Polynomen, die auf [a,b] gleichmäßig gegen f(A) konvergiert, so ergibt sich 
durch Grenzübergang in 


. b 
pH) D = [pu(MA<P(A)E, m) 
sofort £ 


b 
HE, D=[HAAKPME, m), 
woraus (5) folst. " 


V. Jeder beschränkte hermitiesche Operator H läßt sich in der Gestalt 
H=H,-—H_ darstellen, wobei H, und H_ beschränkte positiv definite Opera- 
toren sind. 


b 0 
Zum Beweis genügt es, H, = [1@P() und H_= —/[2dP (A) zu setzen; 


0 @ 
hierbei kann einer der beiden Operatoren gleich Null sein (wenn etwa 0 & [«, d] 
ist). 
VI. Ein beschränkter hermütescher Operator H ist genau dann vollstetig, wenn 
er die Gestalt 


k=1 


hat, wobei die P, zueinander orihogonale Projektionsoperatoren auf endlich- 
dimensionale Teeilräume sind und die A, eine Folge reeller Zahlen bilden, die für 
k->oo gegen Null strebt. 


Beweis. Es sei H ein vollstetiger Arie und P(}) seine Spektralschar. 
Ferner sei Mt, der bezüglich H invariante Teilraum, auf den der Operator 

=[P(b) — Pe)] + [P(—s) — P(a)] projiziert, und H, die Einschränkung 
von H aufM,. Dann ist H, vollstetig, und der zu H, inverse Operator existiert 
und hat die Gestalt 


-& b 
$ 1 1 
Hzı= arm + Zap. 


& 


Folglich ist der Einsoperator 1=H;'H, in WM, vollstetig. Dies ist aber 
nur dann möglich, wenn M, endlichdimensional ist. Demzufolge kann sich 
P(}) in den Intervallen ia, —e] und [8 b] nur en verändern, so daß 


eine Formel der Gestalt Jharı (M)-+ har 22 }, Pı gilt, in der die P; zu- 


einander orthogonale Projektionsoperatoren En endlichdimensionale Teil- 
räume sind und die }, (k=], ‚n) die Sprungstellen von P(}) in [a, —e] 
und [e, b] bezeichnen. Geht man für €— 0 zur Grenze über, so ergibt sich unter 
Berücksichtigung von (6) die gesuchte Formel (7). Da es außerhalb des Inter- 
valls (—e, e) nur endlich viele A, gibt, gilt A,— 0 für k>ow. 
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Umgekehrt seien jetzt die Bedingungen von Satz VI era. Dann gilt 
H— 2 Ay Pj=n : [A,! > 0 für n— oo. Da die Deren, 2 },P, vollstetig 


sind, Es daher such u vollstetig (vgl. Satz IV aus $4, Nr. ö) 

Wie aus (7) folgt, setzt sich das Spektrum des Operators H nur aus den 
Zahlen A, und eventuell noch der Zahl Null zusammen. Die Zahlen }, heißen 
Eigenwerte und die Teilräume M;, = P,H Eigenräume des Operators H. Aus (7) 
folgt ferner, daß M, aus den und nur den Vektoren € besteht, die der Be- 
dingung HE= },€ genügen. Vektoren = 0, die dieser Bedingung genügen, 
heißen Eigenvektoren zum Bigenwert },. 

Der Spektralsatz läßt sich folgendermaßen auf nichtbeschränkte selbst- 
adjungierte Operatoren ausdehnen. Ein Operator A € B(H) heiße vertauschbar 
mit dem Operator T, wenn AT TA gilt. Wie man leicht sieht, ist ein Operator 
AEB(H) mit einem selbstadjungierten Operator H genau dann vertauschbar, 
wenn er mit dem unitären Operator U= (H-- il) (H —i1)"! vertauschbar 
ist (vgl. Satz V aus $5, Nr. 9). 


VII (Spektralsatz für selbstadjungierte Operatoren). Für jeden selbstadjungver- 
ten Operator H in einem Hınserrschen Raum 9 gibt es eine und nur eine 
Operatorfunktion P(A), —coo <A<-+ 0, mit folgenden Eigenschaften: 

a) P(}) ist ein Projektionsoperalor; 

b) PAPwW)=PU) fürisu; 

e) P(A) ist mit jedem Operator A aus B(H) vertauschbar, der mit H ver- 


tauschbar ist; 
d) im P)E= 0, im P(A )E=E für alle EC 9; 


Am—009 
e) P(A)E ist eine De "mks stetige Funktion für alle & E89; 
f) EE Dy genau dann, wenn 


[IrPalPıme?<. (8) 


X 


In diesem Fall ist 
HE= [AdP(ME. (9) 


Beweis. Da U=(H+ :1)(7 — il)! unitär und daher normal ist, gibt 
es eine minimale symmetrische kommutative Algebra R, die U enthält. Es 
sei P(A) das dieser Algebra a. Spektraimaß, so daß 


— N U(M)dP(M) (10) 


ist. Hierbei gilt ot (M)|=1, weil U unitär ist. Daher ist 
< [U (M) + 11LUm) — 17% 
für U(M)=+1 eine reelle Zahl. Setzen wir 
A,= {Mi [Um) + NIT) —-177<2 
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und P(})= P(A,), so erhalten wir in P(A) eine Operatorfunktion, die den 
Bedingungen a), b), d) und e) genügt. Ist der Operator AEB(H) mit H 
vertauschbar, so ist er mit U und daher auch mit allen Operatoren der 
Algebra R vertauschbar. Folglich ist er auch mit P(A) vertauschbar, d. h., 
auch die Bedingung ce) ist erfüllt. 

Es bleibt das Erfülltsein der Bedingung f) nachzuweisen. 


Wird 7 = (H-i1)E gesetzt, so gilt Un= (H+ i1)E, und wir sehen, 
daß Dy aus allen Vektoren der Gestalt &= Un—n besteht, wobei 
HE=i(Un-+n) ist. Ist nun &= Un—n, so gilt wegen. (10) die Be- 
ziehung P(4)E=[[U(M) — 1]4P(M)n, und daher ist 

ä 


Even — 1a] Pin]. 

Hieraus folgt u 
Han @lranep=[Tanape vn —ıralPramn? 
„ ran-ıp y Tan-ır“) 


-/alPannP=InP 


also 
rm-1r „dlP(M)ER<«. (1) 


Ist dagegen (11) erfüllt, so a das Integral 


"= | Tan=r van IP (M)E, 


Un—n = (vom )—1)4P(Ay | Tan-reran: 


und es ist 


[eo uf ahreran: 


-(arans- E. 


Nün ist aber die ne des Integrals 1 1) gleichwertig mit der Konvergenz 
des Integrals fl vam)+ 
M 


U(M)— 
daher ist £ € Dz genau dann, wenn das Integral (12) konvergiert, und in diesem 
Fall gilt j e 
HE=i(Un-n) mul z 1]daP(M)n, 


2 


alP(ME?<o; (12) 


d.h. and 


He '"Tm- 


dP(M)E. (13) 
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Erinnert man sich nun an die Definition der Funktion P(A) und wiederholt die 
beim Beweis von Satz IV gemachte Überlegung, so erkennt man, daß die 
Integrale (12) und (13) mit den Integralen (8) bzw. (9) übereinstimmen. 
Damit ist dann der Beweis des Spektralsatzes abgeschlossen. 

Die den Bedingungen a) bis f) von Satz VII genügende Funktion P(i) 
heißt S’pektralschar des Operators H; die Formel (9) wird Spektralzerlegung des 
Operators genannt. 

Die Spektralzerlegung gestattet es, durch die Formel 


fa)= [HAdP() 


für jede stetige beschränkte Funktion f{A), —oo <A<oo, einen Operator f{7) 
zu definieren. Wie man leicht sieht, güt: 

a) Aus F=Afı+ Ayfı folgt (N) = Ay (A) + Are; 

b) aus f= als folst (= AMEN; 

) ra <|fo- 
Ferner gilt: Ist H ein beschränkter hermitescher Operator und /(A).eine auf 
dem Spektrum von H stetige Funktion, so stimmt diese Definition von /(#) 
mit der in $16, Nr. 2, gegebenen überein. 

Wir überlassen dem Leser die Beweise dieser einfachen Behauptungen!) 


5. Spektraloperatoren. Die oben angegebene Spektralzerlegung eines Operators 
läßt sich folgendermaßen auf gewisse Klassen linearer Operatoren in einem Banachschen 
Raum übertragen. Ein beschränkter linearer Operator Pim Bawachschen Raum X heiße 
Projektionsoperator, wenn P?=P ist. 

Es bezeichne I/ die komplexe Ebene und B die Gesamtheit aller Bor#Lschen Mengen 
Ac II. Eine Operatorfunktion P(4), de B, werde Spektralmaß genannt, wenn für alle 
A,, A, € Bfolgendes gilt: 

a) P(A,NA,) = P(A,) P(A); b) PlA,UA,) = P(A)UP(4A,), wobei per definitionem 
PUP,=P,+P,— PP; sein soll; ce) PT —-4A)=1-— P{4); d) |P(4)|= K mit einer 
Konstanten K. 

Aus der Bedingung a) folgt für 4, =4,, daß P(4) für jedes de B ein Projektions- 
operator ist. Aus a) folgt ferner, daß P(A,) und P(4A,) für alle A,,A,e B miteinander 
vertauschbar sind. Weiter schließen wir aus a) und c), daß P(@) = 0 ist. 

Ein beschränkter linearer Operator A in X heiße Spekiraloperator, wenn es ein Spektral- 
maß P{A) mit folgenden Eigenschaften gibt: 

a) A ist mit P(A) für alle Ace B vertauschbar; 

b) für jedes Ae B ist das Spektrum 8(4, P(4)X) des Operators 4 auf dem Teil- 
raum P(A)X in der abgeschlossenen Hülle A der Menge 4 enthalten: $(A, PINX)C4; 

c) im konjugierten Raum X’ gibt es eine dichte Menge I’ derart, daß 


HPA U AUV..J)=HPAM+HPA))+ 
für jedes fe T’ und jeweils abzählbar viele paarweise disjunkte Mengen 2, € B gilt. 


!) Eine ausführliche Darstellung der Spektraltheorie der Operatoren findet man 
beispielsweise bei AcHIESER und GLAsMmanN [1] oder bei Prusswer [1] und PiEsswer 
und Rocausıs [1] (vgl. auch W, I. Smirnow [1)). 
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Sind diese Bedingungen erfüllt, so heiße P(A) Spekiralmaß des Operators A. Man kann 
zeigen!), daß die Bedingungen a), b) und c) das Spektralmaß eines Operators eindeutig 
festlegen. Darüber hinaus läßt sich zeigen, daß das Spektralmaß von A mit jedem be- 
schränkten linearen Operator in X vertauschbar ist, der mit A vertauschbar ist. 

Ein Spektraloperator A heiße Operator skalaren T’yps, wenn er in der Form 


A= f AdP(}) . (1) 
8. & 
darstellbar ist, wobei 8 das Spektrum von A und P(}) die Spektralschar von A ist. Einer 
der wichtigsten Sätze der Theorie der Spektraloperatoren besagt folgendes: 


Theorem 3. Ein Operator A ist genau dann ein Sipektraloperator, wenn er in der Form 
A=A+N (2) 


darstellbar ist; dabei bezeichnet A einen Operator skalaren T'yps und N ein verallgemeinertes 
nilpotenies Element?), das mit A vertauschbar ist. In diesem Fall ist die Darstellung eindeutig, 
wobei A und A ein und dasselbe Spektrum und ein und dasselbe Spektralmaß haben. 


Der Beweisgedanke ist folgender: Es sei A ein Spektraloperator, P(}) sein Spektralmaß 
und 8 sein Spektrum. Ferner bezeichne R die kleinste (bezüglich der Operatornorm) 
abgeschlossene Teilalgebra der Algebra der beschränkten linearen Operatoren in X, 
die A und alle P(A) enthält und darüber hinaus noch folgende Eigenschaft hat: 


Wenn B!, Be.R, existiert und beschränkt ist, so ist BIER. (3) 
Wir setzen A = = AdP(}) und N= A—A. Aus der Definition des Spektralmaßes folgt 


sofort A(AM) = An), also N(W)= A(M) — A(M) = 0 für alle maximalen Ideale M der 
Algebra R. Demzufolge ist N ein verallgemeinertes nilpotentes Element (vgl. $ 11, Nr. 2, 


Satz IV und VI). Aus der Formel A= f AdP(A) selbst ergibt sich, daß A ein Operator 


S 
skalaren Typs und P(}) sein Spektralmaß ist. Damit ist dann die Darstellung (2) bewiesen; 
ihre Eindeutigkeit folgt leicht aus der allgemein bewiesenen Eindeutigkeit des Spektral- 
maßes eines Spektraloperators. 

Die umgekehrte Behauptung erhält man durch Betrachtung der kleinsten (bezüglich 
der Operatornorm) abgeschlossenen kommutativen Teilalgebra R der Algebra der be- 
schränkten linearen Operatoren in X, die A, N und alle P(4A) enthält [P(4) bezeichnet das 
Spektralmaß des Operators A] und ebenfalls der Bedingung (3) genügt. Zum Beweis geht 
man von der Darstellung A=A+ N aus, in der A und N den Bedingungen des Satzes 


1) Ausführliche Beweise der hier formulierten Resultate findet man bei Face [1] und 
WAsELL [2]. 

2) Dies bedeutet 

lim | = 
N>X . 

(vgl.$ 11, Nr. 2). Die Zerlegung (2) kann als kontinuierliches Analogon der JoRDAnschen 
Normalform eines Operators in einem endlichdimensionalen Raum angesehen werden; 
A ist dann als Diagonalteil und N als Überdiagonalteil der Jorpanschen Normalform 
anzusehen. Im endlichdimensionalen Fall wird offenbar eine gewisse Potenz des Operators 
N gleich Null. Jeder lineare Operator in einem endlichdimensionalen Raum ist somit ein 
. Spektraloperator. Demgegenüber gibt es im unendlichdimensionalen Kalle auch Operatoren, 
die keine Spektraloperatoren sind. . 
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‚genügen. Es bezeichne M,ı den Raum der maximalen Ideale. M der neo FanE der 
Algebra X.aufden Teilraum P(A) X; dann gilt 


S(A, P(4)X)={A:A=A(M)-+N(M), Mel.) 
={1:4A= AM), MEMAY=S(A, PAX)CA. 


‚Hieraus schließt man, daß A ein Spektraloperator ist und dasselbe Spektrum und dasselbe 
Spektralmaß wie A hat. 

Erwähnt sei abschließend, daß man die Struktur solcher Algebren von Operatoren 
“untersucht hat, die von Spektraloperatoren und ihren Spektralmaßen erzeugt werden. 
Wir können jedoch nicht bei dieser Frage verweilen (vgl. hierzu Duxroro [2]). 


6. Irreduzible Darstellungen. Eine Darstellung werde irreduzibel genannt, 
wenn es im Raum 9 keinen abgeschlossenen invarianten Teilraum gibt, der 
von (0) und 9 verschieden ist. 

Nach Satz II aus Nr. 1 bedeutet dies, daß jeder Projektionsoperator, der 
mit allen Operatoren der Darstellung vertauschbar ist, gleich 0 oder 1 ist. 

Offenbar ist jede Darstellung in einem eindimensionalen Raum irreduzibel. 
Wir werden daher mehrdimensionale Räume betrachten. 


1. Eine Darstellung <— A, in einem mehrdimensionalen Baum >) ist genau 
damn irreduzibel, wenn jeder von Null verschiedene Vektor von 9 ein zyklischer 
Vektor dieser Darstellung ist. 


Beweis. Die Darstellung x— 4A, sei irreduzibel. Für 2£ 9, E=#0, ist der 
von den Vektoren A,&,x € R, aufgespannte abgeschlossene Teilraum invariant. 
Wegen derIrreduzibilität der Darstellung stimmt er also mit.(0) oder 9 überein. 
Der erste Fall ist nun aber unmöglich, weil sonst der eindimensionale Raum 
{x&} invariant wäre und daher mit 9 übereinstimmen würde, d.h. 4A,=0 
in 9. Im zweiten Fall ist & jedoch ein zyklischer Vektor. 

Zum Beweis der Umkehrung schließt man wie folgt: 

Ist die Darstellung x — A, reduzibel und I ein von (0) und $ verschiedener 
abgeschlossener invarianter Teilraum von 9, so ist kein Vektor & aus M für 
die Darstellung «— A, in 9 zyklisch. 


II. Eine Darstellung x— A, ist genau dann irreduzibel, wenn jeder beschränkte 
lineare Operator, der mit allen Operatoren A, der Darstellung vertauschbar ist, 
ein Vielfaches des Einsoperators ist. 


Beweis. Die betrachtete Darstellung sei irreduzibel. Weiter sei B ein 
beschränkter Operator, der mit allen Operatoren A, vertauschbar ist. Wir 
setzen zunächst einmal voraus, daß B hermitesch ist. Dann ist der Operator 
P(2) der Spektralschar von B für jedes A mit allen Operatoren A, vertauschbar. 
Wegen der Irreduzibilität der Darstellung ist also P(A)= 0 oder Pa=1. 
Da <P{A)E, E) für wachsendes A nicht fällt, folgt hieraus die Existenz eines A, 
derart, daß P(A)= 0 für} <A, und P(A)= 1fürA > 2, ist. Demzufolge gilt 


B=[1dPM=Al. 
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Nun sei B ein beliebiger beschränkter Operator, der mit allen Operatoren A, 
vertauschbar ist. Dann ist B* ebenfalls mit allen A, vertauschbar; es gilt 
nämlich 

B*A,=(4.B)"= (BA = 4,B*. 


FOBEL 

Daher sind dann auch die hermiteschen Operatoren B, = BrB und | 
—_ B* 

B= 2 ni mit allen A, vertauschbar. Wie bereits bewiesen wurde, sind B, 

und B, damit Vielfache des Einsoperators. Dasselbe gilt dann aber auch für 

den Operator B= B,-HiB,. 

Umgekehrt sei nun jeder beschränkte Operator, der mit allen A, vertauschbar 
ist, ein Vielfaches des Eirisoperators. Dann ist insbesondere jeder Projektions- 
operator, der mit allen A, vertauschbar ist, ein Vielfaches des Einsoperators. 
Nun kann aber ein Projektionsoperator nur dann ein Vielfaches des Eins- 
operators sein, wenn er gleich 0 oder 1 ist. Folglich ist die Darstellung irreduzibel. 


Bemerkung. Aus diesen Überlegungen geht auch noch hervor, daß jeder 
(a priori unbeschränkte) selbstadjungierte Operator H, der mit allen Operatoren A, 
einer irreduziblen Darstellung ©— A, veriauschbar ist, ein. Vielfaches des Eins- 
operators ist. 


7. Zusammenhang zwischen Vektoren und positiven Funktionalen. Wie 
wir oben sahen, erzeugt jeder Vektor £ aus 9 das positive Funktional 
f@)= 4,8, 9.It&,=A&, mit ||=1, so stimmen die entsprechenden 
Funktionale miteinander überein. Allgemein ist es möglich, daß auch nicht 
proportionale Vektoren ein und dasselbe positive Funktional erzeugen. Ist 
die Darstellung jedoch irreduzibel, so gilt der folgende Satz: 


Theorem 4. Es sei x— A, eine irreduzible Darstellung einer symmelrischen 
Algebra BR. Gilt <A,E,, &> = <Ay&, &) für allexE BR, sit =, A =1. 


Beweis. Offenbar genügt es, den Fall einer mehrdimensionalen Darstellung 
einer Algebra R mit Einselement zu betrachten. Es sei &, == 0. Auf Grund von 
Satz laus Nr. 6 ist die Gesamtheit aller Vektoren A,„E, in 9 dicht. Wir definieren 
nun in 9 einen Operator U, indem wir UE= A,£, setzen, wenn & = A,f, 
ist. Insbesondere ist ÜE&, = & für x= e. Der so deönierte Operator U ist 
isometrisch; es gilt nämlich 


<UE, US) = lA,63, A, = (Ayen bo; &2), 
8; 9-4, A,Em = Ayztı, ED; 


und nach Voraussetzung ist <(Ayr2&a, E> = (Agrzkı , &>-. Hieraus folgt auch 
noch, daß U eindeutig definiert ist; mit A, &, = 4,,& ist nämlich A, _.,& = 0; 
also auch A,-,&=0, d.h. A, = Au, &:- 

Offenbar ist U auf der Menge aller Elemente der Gestalt A,&, definiert. 
Diese Menge ist in 9 dicht. Folglich kann U auf eindeutige Weise zu einem 
beschränkten Operator in 9 fortgesetzt; werden. Dieser Operator ist mit allen 
Operatoren A, vertauschbar. In der Tat, für &= A,£, gilt 


A,UE = 4,4, = Ayadı > UA... UAzE: 
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Mit anderen Worten, es gilt A,UE= UA,£ für alle Vektoren der Gestalt 
£= A,£,. Da diese Vektoren eine in 9 dichte Menge bilden und die Operatoren 
A,, und U stetig sind, gilt 4, VE = UA,„£ für alle & aus 9. 

Somit ist der Operator U mit allen Operatoren A, der irreduziblen Dar- 
stellung vertauschbar. Folglich ist er ein Vielfaches des Einsoperators, V-4l 
vn: Nr. 6, Satz II). Da U isometrisch ist, muß |2|=1 sein. Es ist also 
= Uh=Ad. 

Jetzt sei & = 0. Dann ist auch &,—= 0. Wäre nämlich &, = 0, so würde die 


Gleichung 
: 0=£A,&: Er (Ast &9> 


bedeuten, daß der Vektor &,=.0 zu allen Vektoren A, £&, orthogonal wäre. Die 
aus diesen Vektoren bestehende Menge könnte also in Ö nicht dicht sein. 
Letzteres widerspricht jedoch der Irreduzibilität der Darstellung. Mit &, = 0 
ist also auch &, = 0, so daß die Aussage des Satzes in diesem Fall trivial ist. 


$18. Einbettung einer symmetrischen Algebra 
in eine Operatorenalgebra 


1. Reguläre Norm. Es sei R eine symmetrische Algebra. Wir bezeichnen mit 
Fr die Menge aller positiven Funktionale über R. Offenbar ändert sich Fr 
nicht, wenn in R auf irgendeine Weise eine Norm |x| eingeführt wird, mit 
der R zu einer normierten symmetrischen ‚Algebra wird; die Definition des 
positiven Funktionals hängt ja in keiner Weise von der Norm der Algebra R 
ab. Beim Übergang von R zur vollständigen Hülle R von R bezüglich dieser 
Norm wird sich Fr im allgemeinen jedoch ändern. Mit anderen Worten, nicht 
jedes positive Funktional über R kann zu einem positiven Funktional über R 
fortgesetzt werden. 

Es sei beispielsweise .R die Algebra aller Polynome p{f) mit komplexen Koeffizienten. 
In R sei durch (p(i))* = »(t) eine Involution definiert. Für jedes reelle i, ist /, = P(fo) 
‚ein positives Funktional über R. Wir definieren nun in R eine Norm durch 


Ip|= max |p(d|. 
0st<si 


Mit dieser Norm wird E zu einer (unvollständigen) normierten Algebra. Aus dem WSIER- 


strassschen Satz (vgl. $2, Nr. 10) folgt, daß die vollständige Hülle R von R die 
Algebra aller im Intervall O< = 1 stetigen Funktionen mit.der Norm |x| = max |.x(f) | ist. 
osistl 


Für |i,|)> 1 kann keines der Funktionale f;,(p) = p(t,) zu einem positiven Funktional 
über .R fortgesetzt werden. Wir nehmen an, dies wäre möglich. Dann müßte nach Satz I 


aus $10, Nr. 4, 
i.(p)|l= ft) | pl 
a Ipt)i= max |p@)| 
0<t<s1 


für alle Polynome. p(t) sein, was jedoch unmöglich ist. 
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Eine Norm |x| in einer symmetrischen Algebra R mit Einselement heiße 
regulär, wenn jedes positive Funktional f(x) über R zu einem positiven Funk- 


tional f(x) über der vollständigen Hülle R von R bezüglich |x| fortgesetzt 
werden kann. In diesem Fall ist fi«) ein positives Funktional über der voll- 


ständigen Algebra R mit Einselement. Hieraus folgt auf Grund der Un- 
gleichung (1) aus $10, Nr. 4, 


röl<rte ]2l= fe) |äl; 
insbesondere gilt für &=zER. 
 If@)|< fie) le]. a) 
Folglich ist f(x) über R stetig und die Fortsetzung zum Funktional /(x) über & 
eindeutig. Wir können daher folgenden Satz aussprechen: 
Die Bedingung (1) ist notwendig und hinreichend dafür, daß das positive 
Funktional f(x) über R zu einem positiven Funktional über der vollständigen 
Hülle R bezüglich der Norm |x]| forigesetzt werden kann. 


Ein Element & einer symmetrischen Algebra R mit Einselement werde 
beschränkt genannt, wenn für alle positiven Funktionale über R eine Un- 


a fa*2) <Of(e) 
gilt, in der C eine nur von x abhängende Konstante ist. 

I. In einer Bamachschen symmetrischen Algebra R mit Einselement sind alle 
Elemente beschränkt. 

Dies folgt aus der für alle positiven Funktionale über R gültigen Ungleiehung 
fla*x) < |a*x|f(e), die sich aus (1) ergibt, wenn x durch x*x ersetzt wird. 

II. Gibt es in einer symmetrischen Algebra R mit Benselemen!: eine reguläre 
Norm, so sind alle Elemente von R. beschränkt. 

Dieser Satz ist ebenfalls eine unmittelbare Folgerung aus der Ungleichung (1). 


In den folgenden Ausführungen dieses Paragraphen setzen wir voraus, daß 
in R ein nicht identisch verschwindendes positives Funktional existiert. 


2. Reduzierte Algebren. Es sei E eine symmetrische Algebra mit Eins- 
element. Ein Element x von R heiße verallgemeinertes Nullelement, in Zeichen 
x == 0, wenn f(x*x) = 0 für alle positiven Funktionale f über R ist. _ 

I. Ein Element x ist genau dann ein. verallgemeinertes Nullelement, wenn 
ya) = 0 für alle positiven Funktionale f und alle Elemente y der Algebra R ist. 

Die Bedingung ist offenbar hinreichend, denn für y= x* ergibt. sich 
a@*x) = 0. Ihre Notwendigkeit folgt aus der Sckwarzschen Ungleichung: 


MyoP=<ilyy*) fa*). 
Folgerung 1. Es ist e 220. 
Wäre nämlich e = 0, so würde aus Satz I für x = e folgen, daß f(y) = 0 für 
alle yE R und alle positiven Funktionale f über R ist, was der oben formu- 
lierten Voraussetzung über R widersprechen würde. 
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II. Ein Element x, ist genau dann verallgemeineries Nullelement, wenn 
()=0 für alle positiven Funktionale f ist. 

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus Satz I für y=e. Um zu zeigen, 
daß sie auch hinreichend ist, nehmen wir an, es sei. f(x,) = 0 für alle positiven 
Funktionale f. Für alle yER und A ist auch p(x) = f((Ae-+ y)x(Äe-+ y*)) 
ein positives Funktional. Daher gilt f(Ae+Yy)m,(le+ y*))=0, also 
Aftyz,) + Afla,y®) + Fyoy®) = 0 für alle Zahlen A und alle yER. Wir 
setzen nun nacheinander A = 1, —1, i, —i, multiplizieren die so entstehenden 
Gleichungen mit 1, —1, i bzw. —i und addieren die Ergebnisse. So ergibt sich 
die Gleichung 4/(yz,) = 0. Folglich ist f(yz,) = 0 für alle yER, so daß =, 
nach Satz I ein verallgemeinertes Nullelement ist. 

Aus x = 0 folgt z,x = 0 für jedes x, € R; denn mit f{yx) = 0 fürallye R 
gilt auch f(yx,x) = 0 für alle y € R. Ebenso leicht ergibt sich, daß aus x, = 0 
und = 0 stets + 2. = 0 folgt. 


II. Mü x 20 ist auch #0. 

Beweis. Es sei f{«*x) = 0 für alle positiven Funktionale /. Wir setzen 
hy) = faye*). Offenbar ist. auch f,(y) ein positives Funktional über R. 
Daher gilt f,(«*x)= 0, also f(x«*xx*)= 0. Auf Grund der Schwarzschen 
Ungleichung ist aber |f(xx*)|? < f(ex*xx*) f(e) = fi (x*x) fe) = 0, und daher 
gilt fra) = 0 für alle positiven Funktionale f 

Wir haben damit folgenden Satz: 


. IV. Die Gesamtheit I aller verallgemeinerten N ullelemente ist. ein symmetrisches 
zweiseiliges Ideal. 


Wir wollen dieses Ideal das reduzierende Ideal der Algebra R nennen. Die 
Quotientenalgebra R’ = .R/I heiße reduzierte Algebra. 
Ist insbesondere I = (0), so ist die Algebra R selbst reduziert. 


V..Die Algebren R’ und R haben dieselben positiven Funktionale, d.h., jedes 
positive Funktional über R kann als positives Funktional über R’ betrachtet 
werden und umgekehrt. 

Beweis. Wenn x, und x, ein und derselben Klasse x’ modulo I angehören, 
so gilt 2, — x,€ I und folglich f(x, — %) = 0, fix) = fx). Das Funktional 
f(x) hat also für alle Elemente der Klasse einen konstanten Wert und kann 
als Funktional über R’ angesehen werden. Offenbar ist es über R’ positiv. 
Umgekehrt sei nun f(x’) ein positives Funktional über R’. Wir setzen 
fix) = fa’) für x € x’. Dann ist f(x) ein positives Funktional über R. 

VI. In der reduzierten Algebra R’ gibt es zu jedem Element x’ 2. Ö ein positives 
Funktional f derart, daß f(x’* x’) #0 ist. 


Beweis. Es sei fx’*x’)=0 für alle positiven Funktionale über R’. Für 
x € x’ gilt dann f(x*x) = 0, wobei f ein beliebiges positives Funktional über E 
ist; also ist x:== 0. Dies bedeutet aber # —= 0. 


Folgerung 2. Eine Algebra R ist genau dann reduziert, wenn ihr reduzierendes 
Ideal das Nullideal ist: I = (0). 
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Wir betrachten jetzt eine Bawachsche symmetrische Algebra mit Eins- 
element. 

VII. Das reduzierende Ideal einer Banachschen symmetrischen Algebra mit 
Einselement enthält das Radikal dieser Algebra. 

Ist nämlich x ein Element des Radikals, so gilt auf Grund des Satzes IV 
aus $ 10, Nr. 4, für alle positiven Funktionale über R die Gleichung /(«*x) = 0 
die bedeutet, daß x zum reduzierenden Ideal gehört. 

VIII. Eine reduzierte BawacHsche Algebra ist halbeinfach. 


Dies folgt unmittelbar aus Satz VII. 


3. Minimale reguläre Norm. 

Theorem1. Wenn in einer reduzierten. Algebra R eine reguläre Norm existiert, 
so gibt es in R auch eine minimale reguläre Norm. Die vollständige Hülle von R 
bezüglich dieser minimalen Norm ist einer Algebra von Operatoren in einem 
HiLBErTschen Raum vollisomorph. 

Beweis. Es sei |x|, irgendeine reguläre Norm in der Algebra R und R, die 
vollständige Hülle von R bezüglich dieser Norm. Jedes positive Funktional f(x) 
über R ist auch ein positives Funktional über R,. Ihm entspricht eine zyklische 
Darstellung der Algebra R,. Wir bezeichnen diese Darstellung mit > A. 
Weiter bezeichne — A, die direkte Summe aller dieser Darstellungen. Nach 
Theorem 1 aus $ 17, Nr. 3, ist dann 

4, el, a) 
wobei |A,| die Norm des Operators A, ist. 

Die Abbildung x— A, ist ein Isomorphismus der Algebra R. In der Tat, 
es sei A,= 0. Dann gilt auch A., = A.»4A,= 0. Hieraus folgt AN, = 0, 
d.h. a0 1,6 > = 0 für alle Operatoren &,n aus dem entsprechenden Raum 
HN. Wir setzen insbesondere &E= n = £,, wobei £, die das Einselement von R 
enthaltende Klasse sei. Auf diese Weise folgt f{«*x)= 0 für alle positiven 
Funktionale über R. Da R eine reduzierte Algebra ist, muß demzufolge 
x=( sein. 

Die Abbildung <— A, ist also tatsächlich ein Isomorphismus der Algebra R. 
Durch die Formel |] = |A,| führen wir nun in R eine Norm ein. Offenbar ist R 
mit der Norm |x| = |A,| und damit dann auch die vollständige Hülle RvonR 
bezüglich dieser Norm einer Algebra von Operatoren in einem HinBerrschen 
Raum (nämlich der aus den Operatoren A, und ihren Limites bestehenden 
Algebra) vollisomorph. 

Wir zeigen nun, daß |x| eine reguläre Norm ist. Es sei f(x) ein positives 
Funktional über R. Dann gilt für jedes Element € R 


Yal= KAP nis 142] HS Ar |ztle)- 
Diese Ungleichung zeigt, daß das Funktional f(x) im Sinne der Norm |x| stetig 
ist.. Folglich läßt es sich auf eindeutige Weise zu einem positiven Funktional 


über der vollständigen Hülle R von R bezüglich |®| fortsetzen. Dies bedeutet 
nun aber gerade, daß |x| eine reguläre Norm ist. 
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Wir bemerken, daß |x| = |A,| durch die Menge der positiven Funktionale 
über der Algebra R, definiert werden kann, die mit der Menge der positiven 
Funktionale über der Algebra R übereinstimmt. Daher hängt |x| nicht von der 
Wahl der regulären Norm |x], ab. 

Wegen (1) ist |x| minimal. 

Folgerung. Die minimale reguläre Norm ist vollregulär. 


Mit dieser Norm ist nämlich die Algebra R einer gewissen Teilalgebra 
von B(9) vollisomorph, und für die Operatoren A € 8 (9) gilt |A*A| = | Ale 
(vgl. $5, Nr. 10 (2) und $ 16, Nr. 1). 


Theorem 2. Für die minimale reguläre Norm gilt 
«| = Ysupf(«*«), 


wobei die obere Grenze über alle positiven Funktionale f über R zu erstrecken ist, 
für die H{e)=1 ist. 


Beweis. Es sei x ein Element der Meine R und & das x entsprechende 
Element des Raumes SH. Dann ist 


|AD= sup | ADE?—= sup fla*afne); 
151-1 I@ra)=1 
dabei ist die obere Grenze über alle x € R zu nehmen, für die f(a*x) = 1 ist. 


Wir setzen f,(y) = f({x*yx). Offenbar ist /„(y) ein positives Funktional über R 
und f„(e) = f{@*x) = 1. Daher gilt . 


f («*25 %%) = fz(5 %o) zupf (25 %)- 
e)= 


Hieraus folgt jAne = zup aa &); 


a9 m = Aut platte N (af). 
Kudiresans gilt für fee)=1 

fla$ %) = - Ahr |AH?=<|A, ‚P=lar- 
Daher ist, wie behauptet wurde, u Fa %) = \eo]P. 


Theorem 3. In einer reduzierten Algebra gibt es genau dann eine reguläre 
Norm, wenn alle Elemente der Algebra R beschränkt sind. 


Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung wurde bereits in Nr. 1 be- 
wiesen; es ist also nur noch zu zeigen, daß sie auch hinreichend ist. 
Alle Elemente der Algebra R seien beschränkt, so daß 


fa*z)|< O2s2F(e) 


für alle. positiven Funktionale f über R gilt. Hieraus folgt, wenn wir wieder 
kW) = fa*yz) setzen, 
S I.) Cauf2(e); 


d.h. N 
Mar x08) < OH"). 


18 Neumark, Algebren 
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Hierfür können wir auch 
ARE S Orr, EP 


schreiben; A ist also ein beschränkter Operator und 
AP] z } Ozea- 

Für festes x, liegen also die Normen aller Operatoren A, unter ein und der- 
selben Zahl. Daher 1äßt sich die direkte Summe x— A, aller Darstellungen 
x > A® bilden. Wie beim Beweis von Theorem 1 gezeigt wurde, ist die Norm 
|e|= |4A,| regulär. 

Folgerung. In einer reduzierten symmetrischen Banachschen Algebra mit 
Einselement existiert eine reguläre (also auch eine minimale reguläre) Norm. 
Dies folgt unmittelbar aus den Theoremen 3 und 2 und aus Satz I, Nr. 1. 


819. Unzerlegbare Funktionale und irreduzible Darstellungen . 


i. Positive Funktionale, die einem gegebenen Funktional untergeordnet 
sind. Es sei R eine symmetrische Algebra. Weiter seien f und f, positive Funk- 
tionale über R. Wir sagen, f, sei f untergeordnet, in Zeichen f, < f, wenn es 
eine Zahl A gibt derart, daß Af — f, ein positives Funktional über R ist. Offenbar 
ist A in diesem. Fall reell und nicht kleiner als Null; für A < 0 und f(a«*z) >0 
wäre nämlich Af{a«*x) — f,(«*x) <0. 

Theorem 1. Es sei x—> A, die zyklische Darstellung einer symmetrischen 
Algebra R mit Einselement in dem Raum %, die durch ein gegebenes positives 
Funktional f(x) gegeben wird, und £&, ein zugehöriger zyklischer Vektor. Dann, 
hat jedes positive Funktional f(x), das f(x) untergeordnet ist, die Gestalt 


hie)=<A,Bio, E35 Ü) 


dabei ist B ein beschränkter positiv definiter Operator im Raum 9, der mit allen. 
Operatoren A,, x ER, vertauschbar ist. Umgekehrt bestimmt jeder derartige 
Operator B gemäß (1) ein positives Funktional f, (x), das f(x) untergeordnet ist. 
Die Zuordnung fi > B ist umkehrbar eindeutig. 
Beweis. Es sei B ein beschränkter positiv definiter Operator in 9, der mit 
allen Operatoren A, vertauschbar ist. Dann ist f} (©) = <A,B&,, &,> ein positives 
Funktional; es gilt nämlich 


fI(a* x) = AytzBEo En =<AzB So, Arzt = (BAzdo, Ar 20; 


weil B positiv definit ist. Das Funktional f, (x) ist dem Funktional f(x) unter- 
geordnet. Um dies einzusehen, gehen wir davon aus, daß B beschränkt ist. Es . 
gibt also eine Zahl A derart, daß 


BE,ÄHDSAGE, ©, also A, H—BE, 920 
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für alle Vektoren E aus 9 ist. Setzen wir in dieser Ungleichung £= A,8,, 
so erhalten .wir 


AKAz 26: En — (AgrzB&o: En >d, 


Mar — flat) 0. 
Dies bedeutet aber, daß Af—fı, ein positives Funktional ist, d.h., es gilt 
tatsächlich f, < f 


Umgekehrt sei nun fı ein Hosikiyas Funktional, das f untergeordnet ist; das 
Funktional Af— f, sei positiv, also Aflz* x) — fi (x&*2)>0,d.h. 


O< far) <Afl@re). @) 
= A, n=4,& 


GE, mehly®r). 


Dieser Ausdruck hängt nur von & und n ab. In der Tat, es sei etwa &= A,£, 
und &= Ay£,, also A,_„&,= 0. Dann gilt 


ae — ar)® (<—- 2’) = Ay. Ag-w En =0. 


Wegen der Ungleichung (2) folgt hieraus, daß auch f,((« — x’)* (e — x’)) = 0 
ist. Auf Grund der Schwarzschen Ungleichung gilt folglich 


hy @— 2) =0, h(y*x) =f(y*a’). 


Damit ist die Unabhängigkeit des Ausdrucks <&, >, von der Wahl des Elements 
€ in der Gestalt &= A,&, bewiesen. Dasselbe gilt: offenbar auch hinsicht- 
lich n. 

Wir bezeichnen nun die Menge aller Vektoren &, welche die Gestalt A,&, 
haben, mit 5’. Da £, ein zyklisches Element ist, ist $ in $ dicht. Wie soeben 
gezeigt wurde, ist der Ausdruck <£, n>, auf $ eindeutig definiert. Offenbar 
ist <&, 7, eine bilineare Form in £, 7. Die Ungleichung (2) läßt sich auch in der 
Gestalt 


also 


Für 


setzen wir 


OEM AE, 5 


schreiben. Demzufolge ist <&,n), eine beschränkte bilineare Form über $&.. 
Daher läßt sie sich auf eindeutige Weise zu einer beschränkten bilinearen Form 
über dem ganzen Raum 9 fortsetzen. Die Ungleichung (2) gilt dann auf 
ganz 9. Nun entspricht aber der beschränkten bilinearen Form <&, >, über & 
ein beschränkter Operator B derart, daß <&,n),= <BE,n> ist (vgl. 85, 
Nr. 3). DaB HD = <= fıla*r) 2 0 ist, ist B positiv definit. Um zu 
zeigen, daß .B mit allen Operatoren A, vertauschbar ist, schreiben wir für 
E= A,&, undn= 4,£, folgende Beziehungen auf: 


<BA,E, W= <BAya ER Aydor = (Auzdo: AySorı= h(y*%or); 
ABS, > = <BS, Az n? = BA,8o» Auty&or 


= Arc, Aryl hl y)* %) = (y*ryR). 
18* 


| 
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Hieraus folgt: 
An BE, m=<BA,8,n) (8) 


für alle & und 7 aus $. Da beide Seiten dieser Gleichung stetige Funktionen. 
von A und n bezüglich der Norm in 9 sind und 9 in 9 dicht ist, gilt diese 
Gleichung auch für alle Vektoren & und n aus 9. Dies bedeutet aber, daß 
Ay,B= BA, gilt, d.h, B ist mit A, vertauschbar. 

Schließlich gilt 


he) Ze fı(e* x) = 0: FRI 4, Sn = <BA, &: D% = <A,B&o, 89; 


E genügt also der Bedingung (1). 

Ist Bein gegebener Operator, der mit allen Operatoren A, vertauschbar 
ist, so wird durch die Gleichung (1) offenbar ein Funktional f, (x) festgelegt. 
Umgekehrt gilt: Ist f,(x) ein gegebenes positives Funktional, das dem Funk- 
tional f(x) untergeordnet ist, so entspricht f,(x) vermöge (1) ein eindeutig 
bestimmter beschränkter positiv definiter Operator B, der mit allen Operatoren 
A, vertauschbar ist. 

Ersetzt man nämlich in (1) x durch das Produkt y*x und schreibt die 


‚erhaltene Gleichung in der Gestalt 


hy" x) =(BA,8o, Ayco: 


so erkennt man, daß das skalare Produkt <BE, n> für alle Vektoren &E und 7 
aus 9’ eindeutig durch f, bestimmt ist. Da aber $’ in 9 dicht ist, ist damit auch 
der beschränkte Operator B eindeutig bestimmt. 


2. Die Algebra ©,. Es sei f, (x) ein beliebiges und f(x) ein positives Funktional 
über einer symmetrischen Algebra R mit Einselement. Wir wollen sagen, das 
Funktional f, (x) sei dem positiven Funktional f(x) untergeordnet, wenn f, (x) eine 
mit komplexen Koeffizienten gebildete Linearkombination positiver Funk- 
tionale ist, die f(x) untergeordnet sind. 

Aus Theorem 1 folgt leicht, daß jedes Funktional / (x), das dem Funktional 
fie) = <Az&, &> untergeordnet ist, die Gestalt 


Pia)=<BAz&o, 89 
hat, wobei B ein beschränkter 2. ist, der mit allen Operatoren A, 
vertauschbar ist. Es sei f(x - 3%, f»(®); die f,(x) seien positive Funk- 


tionale, die dem positiven lan 2 untergeordnet sind. Dann gilt 
fn{@)= Brake, &> mit positiv definiten Gpreten B,, die mit allen Opera- 


toren A, vertauschbar sind. Wir setzen B= 2 ‚Br: Offenbar ist B beschränkt. 
und mit allen A, vertauschbar. Darüber Bash gilt 


f(®) =3; Ay<ByA #50» 69 =<BAz80: 89: 
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Umgekehrt läßt sich jeder beschränkte Operator B, der mit allen A, ver- 
tauschbar ist, als Linearkombination positiv definiter Operatoren, die mit 
allen A, vertauschbar sind, darstellen (vgl. $17, Nr.4, Satz V). Daher ist 
das Eonkional P(@)= <BA,&; &> als Linearkombination positiver Funk- 
tionale, die dem Funktional f(x) untergeordnet sind, darstellbar. Wir fassen 
zusammen: Es gibt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Funk- 
tionalen f(x), die einem gegebenen positiven Funktional f(x) untergeordnet 
sind, und den Elementen der Algebra aller beschränkten Operatoren B, die mit 
allen Operatoren A, vertauschbar sind. Diese Zuordnung wird durch die Formel 


fi) => <BA, & 2 
hergestellt. 
Wir bezeichnen mit C; die Gesamtheit aller Funktionale, die dem positiven 
Funktional f(x) untergeordnet sind. Auf Grund des soeben ausgesprochenen 
Tatbestandes kann C, als symmetrische Algebra aufgefaßt werden: Ist 


fı(@) = «BA, E05 Fal®) = <BzA,&0, 80; 
so definieren wir das Produkt f} - f, der Funktionale f, und f, durch 
(hufe) (&) = Bi Ba A260; &0 


und die Involution durch 


f"(&) = <B#A,&,; I 


Feo)=f@®). 


Zusammen mit der gewöhnlichen Addition und Multiplikation mit einer Zahl 
wird C; mit diesen Operationen eine Algebra, die der Algebra R, aller be- 
schränkten Operatoren B, die mit allen A, vertauschbar sind, symmetrisch 
isomorph ist. Hierbei entspricht dem Einsoperator das Funktional f(x) 
selbst. 


oder 


3. Unzerlegbare positive Funktionale. Ein positives Funktional heiße 
unzerlegbar, wenn jedes Funktional /,, das dem Funktional f untergeordnet 
ist, ein Vielfaches von f(x) ist, also f,(x)=4 f(x) gilt. Mit anderen Worten, 
f heiße unzerlegbar, wenn die Algebra C/ nur aus Funktionalen der Gestalt A} 
besteht. 


Theorem 2. Eine zyklische Darstellung x-> A, ist genau dann irreduzibel, 
wenn das zugehörige positive Funktional f(x) = <A,&,, &> unzerlegbar ist. 


Beweis. Nach Satz II aus $17, Nr. 6, ist die Irreduzibilität der Dar- 
stellung x&— A, gleichbedeutend damit, daß die Algebra R, (vgl. Nr. 2) nur 
aus Operatoren besteht, die Vielfache des Einsoperators sind. Wegen der 
Isomorphie der Algebren R, und C‘, folgt hieraus, daß dann die Algebra CO, aus 
den Vielfachen Af besteht. Das bedeutet aber die Unzerlegbarkeit des Funk- 
tionals f. 


278 $19. Unzerlegbare Funktionale und irreduzible Darstellungen 


4. Vollständigkeits- und Approximationssätze. Wir kommen jetzt auf 
einige Anwendungen der in $ 3, Nr. 7 bis 9, erhaltenen Ergebnisse zu sprechen. 

Es sei R eine Banachsche symmetrische Algebra mit Einselement. Wir 
bezeichnen mit H die Menge aller hermiteschen Elemente von R. Offenbar 
ist H ein reeller BanAacHscher Raum. Nach Satz I aus $ 10, Nr. 4, kann jedes 
positive Funktional f(x) als beschränktes lineares Funktional über H mit 
|f| = ffe) betrachtet werden. Daher läßt sich f(x) als Element des zu H kon- 
jugierten Raumes H’ auffassen. Es sei nun K die Gesamtheit aller positiven 
Funktionale, die der Bedingung f(e) = 1!) genügen. Dann ist |f!=1, d.h., 
K ist eine Teilmenge der Einheitskugel Q in H’. Nach $3, Nr. 7, Satz IE, 
ist Qin der schwachen Topologie von 3’ bikompakt; Q ist nämlich die Gesamt- 
heit aller linearen Funktionale /€ H’, die der Ungleichung 


f@)|<p(e) mit pe) = |«| 


genügen. Da die Funktion F(f) = f(e) stetig und die Gesamtheit aller positiven 
Funktionale in H’ abgeschlossen ist, ist K eine abgeschlossene Teilmenge der 
bikompakten Menge Q. Folglich ist K selbst bikompakt.. 

Darüber hinaus ist K konvex; ist nämlich f,,%,€ K, also f, (e) = fa(e) = 


so ist ko) =tih@) +1) frle) sitzl) 


ein positives Funktional mit f(e)= 1, also FER. 
I. Ein positives Funktional f(x), das der Bedingung f(e)= 1 genügt, isi 
genau dann unzerlegbar, wenn es ein Extremalpunkt der Menge K ist. 


Beweis. Das unzerlegbare positive Wunktional f{x) möge der Strecke 
[fi, fa] in K angehören, d.h., es habe die Gestalt 


f=th+l—Hf (<i<h). 


Dann ist f— if, = (lL —t) f, ein positives Funktional, so daß das Funktional }} 
dem Funktional f untergeordnet ist. Da f unzerlegbar ist, muß /, — 4, f sein. 
Insbesondere ist dann f, (e) = i,f(e), also 4,=1 und fi = f. Daher ist f kein 
innerer Punkt der Strecke [f} , falC K. Dies gilt für jede Strecke in K. Folglich 
ist f ein Extremalpunkt. 

Angenommen, fsei Extremalpunkt von K. Wir betrachten ein Funktional }, 
aus K, das f untergeordnet ist. Dann gibt es eine Zahl} > 0, fürdie = f—Afı 


ein positives Funktional ist. Wir setzen f, = E „a= f(e). Dann gilt f,(e) = 
folglich ist fh €K und 


f=Ah+ ar 03) 


mt A=0, u=20,A+u=1 (letzteres folgt aus (1) für =e). Demnach 
gehört f zur Strecke [f,, fs] in K. Da f aber Extremalpunkt ist, muß es mit 
einem der Endpunkte f,, fs dieser Strecke zusammenfallen. Es muß also 
f= fı sein. Jedes normierte Funktional aus K, das dem Funktional } unter- 
geordnet ist, stimmt also mit diesem überein. Folglich ist funzerlegbar. Damit 
ist der Satz I vollständig bewiesen. 


!) Ein positives Funktional f(x), das der Bedingung f(e)=1 genügt, heiße normiert. 
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Wir betrachten nun die Gesamtheit aller irreduziblen Darstellungen einer 
symmetrischen Algebra R. Hierbei wollen wir zwei äquivalente irreduzible 
Darstellungen als nicht voneinander verschieden ansehen. Die Gesamtheit 
dieser Darstellungen heiße vollständig, wenn es zu jedem Element 1, +0 
der Algebra R eine irreduzible Darstellung x — A, gibt, derart, daß A,, + 0 ist. 

Theorem 3. Die Gesamtheit aller irreduziblen Darstellungen einer BANACH- 
schen reduzierten Algebra ist vollständig. 

Beweis. Es sei R eine Banachsche reduzierte Algebra (vgl. $18, Nr. 2) 
und &, = 0.ein Element dieser Algebra. Nach der Definition der reduzierten 
Algebra gibt es ein positives Funktional f, (x) mit 


hl)=1 und las) >0. 
Weiter sei BA die durch das Element x;'x, festgelegte Stützhyperebene 


an K (vgl. $3, Nr. 9). Auf Grund des Satzes VII aus $3, Nr. 9, enthält Pys., 
einen Extremalpunkt f,. Für diesen gilt 


Jo(&ö ©) = 2.18 2) Shlafr) >0. (2) 


Andererseits ist nach Satz I jeder Extremalpunkt /, der Menge K ein unzerleg- 
bares positives Funktional. Dieses Funktional bestimmt die irreduzible Dar- 
stellung <— 4A, der Algebra R (vgl. Theorem 2 aus Nr. 3), für die 


(Az &0: $r = ho(®) 
ist; hier ist &, ein Vektor des Darstellungsraumes. Insbesondere gilt wegen (2) 
|A,, &® = (Ast, &, hair) >0. 


Folglich ist A, + 0, was zu beweisen war. 

Wir wenden nun auf die Menge K den Satz von KrEIn-MiLmaAn an (vgl. 
83, Nr.9). Die Menge K enthält alle endlichen Linearkombinationen der 
Gestalt 


R 
2 Ak; 
5 i=1 
dabei sind die /, unzerlegbare positive Funktionale, die den Bedingungen 


fı(e)= 1 genügen, und die A, nichtnegative reelle Zahlen mit Zh= 1. Es 


bezeichne K, die Gesamtheit aller dieser Linearkombinationen. Zu K gehören 
auch alle schwachen Häufungspunkte der Menge K,; es sei K, die ab- 
geschlossene Hülle der Menge K, in der schwachen Topologie von H’. Da &, 
die kleinste bikompakte konvexe Menge ist, die alle Extremalpunkte von K 
enthält, muß K,=K sein. Es gilt also 


Theorem 4. Es sei f(x) ein positives Funktional über einer Banacuschen 
symmetrischen Algebra mit Einselement. Dann gibt es zu jedem € R und 


n 
jedem &>0 eine Linearkombination >; f; unzerlegbarer positiver Funktionale 
i=1 
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über R, die den Bedingungen!) 


2 h(e)=fte) 
und ni 
| ML ha) <e 
genügt. 


Dieser Satz läßt sich unter Zuhilfenahme der Darstellungen von R auch noch 
auf andere Weise formulieren. Hierfür braucht man nur Theorem 2 aus $ 17, 
Nr. 3, und Theorem 2 aus Nr. 3 heranzuziehen. So ergibt sich dann der folgende 
Satz. 


11. Es sei x-> A, eine Darsiellung der Banacouschen symmetrischen Algebra R 
mit Einselement in dem Raum 9. Zu jedem x, € R, Peg EEE H und Be e>0 
gibt es irreduzible Darstellungen &—> Ay... :, An,„ und Vektoren &,...,& 
des Darstellungsraumes derart, daß 


la +aP=1eP 
Ka. 8, 3A. | <e 


und 


gilt. 

Häufig erweist es sich als zweckmäßig, anstelle der schwachen Topologie 
von H’ eine andere Topologie, die sogenannte kompakt-gleichmäßige Topologie, 
zu benutzen, die durch die folgendermaßen konstruierte Umgebungsbasis 
festgelegt wird. 

Es sei Q eine beliebige Menge, die in der durch die Norm von H definierten 
Topologie kompakt ist, und e eine beliebige positive Zahl. Unter der Um- 
gebung U(f,; Q;e) des Funktionals f, soll dann die Gesamtheit aller Funk- 
tionale fE 9’ verstanden werden, die der Ungleichung 


fa)—hia)l<e füralle zEQ 


genügen. 


III. Ist © eine Teilmenge von H’, die bezüglich der Norm von H’ beschränkt 
ist, so ist jeder schwache Häufungspunkt dieser Menge auch ein Häufungspunkt 
im Sinne der kompakt-gleichmäßigen Topologie.2) 

Beweis. Es sei |/| < € für alle f€ & und f, ein schwacher Häufungspunkt 
der Menge ©. Zu zeigen ist, daß jede Umgebung U(f,;Q;e) Elemente FE © 

. enthält. 


. Wir setzen , = ——- 3 Er IT° Es gibt endlich. viele Elemente ©,,...,,€0Q 


derart, daß jedes andere Element x € Q von wenigstens einem 2,(p= 1,...,n) 


!) Hier sind die Funktionale f(«), f;(«) bereits nicht mehr gemäß f(e) =1 normiert; 
die Zahlen A, sind in den Funkticnalen f,(#) enthalten. 

2) Man kann sogar zeigen, daß auf diesen Mengen © die schwache Topologie und die 
kompakt-gleichmäßige Topologie miteinander übereinstimmen; wir werden hiervon jedoch 
keinen Gebrauch machen. 
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um weniger als e, entfernt ist (vgl. $2, Nr. 14, Satz, T). Die schwache Umgebung 
Ulf; ---> En &,) enthält gewiß ein Element f € ©. Dieses gehört dann auch 
zu U(f,; @; e); es ist nämlich einerseits 
fa) —hl&p)| < & p=]1, 0), 
und andererseits gibt es zu einem gegebenen x € Q stets ein x, mit 
|<; 
so daß zusammen folgendes gilt: 


Me) — hl) )|= |) —f&,)| + |) — Fo(zz)| + fol) — h®)| 
<ifla—a,lte-t Ih «—2,|<lata+la=e. 


Ist der Raum H separabel, so haben die schwachen Umgebungen auf & 
eine abzählbare Basis. Jeder schwache Häufungspunkt /, der Menge © ist 
dann schwacher Limes einer Folge von Funktionalen 9, € ©. Diese Folge 
ist bezüglich der Norm beschränkt, so daß sie nach Satz LEI auf jeder kompakten 
Menge gleichmäßig gegen [, strebt. Daher bedeutet Theorem 4 folgendes: Jedes 
positive Funktional f(x) über R ist im Sinne der kompakt-gleichmäßigen T’opo- 


logie Lames von Funktionalen 2 f(x), wobei die f;(x) unzerlegbare Funktionale 
-1 
mit B3 fi(e) = fle) sind. a En Algebra R separabel, so ist f{x) sogar Limes einer 


Folge von Funktionalen e /(x), die auf jeder kompakien Menge gleichmäßig 
konvergiert. 


$20. Anwendungen auf kommutative symmetrische Algebren 


1. Die minimale reguläre Norm in einer kommutativen symmetrischen Algebra. 


Theoreml. Es sei R eine BanaıcHsche kommutative symmetrische Algebra 
mit Einselement. Die in R definierte Norm stimmt genau dann mit der minimalen 
regulären Norm überein, wenn R vollregulär ist, d. h., wenn R einer Algebra 
CM) vollisomorph ist. 

Beweis. Die Norm von R stimme mit der minimalen Ba Norm überein. 
Auf Grund der in $ 18, Nr. 3, formulierten Folgerung ist diese Norm vollregulär, 
so daß R einer Algebra O(M) vollisomorph ist (vgl. $ 16, Nr. 2, Theorem 2). 

Angenommen, R sei einer Algebra O(Mt) vollisomorph. Jedes positive 
Funktional f(x) über O(M) ist auch ein beschränktes Funktional, also ein 
beschränktes an (vel. $6, Nr.15). In der Tat, aus z(M)=0 folst 
yM=YVxMECM, == y*y, und daher ist f(x) >0. Das Posay 
Funktional f(x) Sn C(M) hat also.die Gestalt 


)=[e(M) du) 
M 
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wobei u das diesem Integral entsprechende Maß ist. Hierbei gilt 
fte) =fdu(M) = um). 
M 


Nun bezeichne |x|, die minimale reguläre Norm von R. Dann ist 


x]? = sup f({x*2) = sup N |x(M)?du(M) = max|x (M)?= |xl?, 
fe)=1 „M)=1 N mM 


d.h., die in R definierte Norm stimmt mit der minimalen regulären Norm 
überein. 

Folgerung 1. Es seien M und WW bikompakte Räume. Dann bleibt bei jedem 
symmetrischen Isomorphismus der Algebra C(M) auf eine Teilalgebra R’ der 
Algebra O(M), die in CM’) dicht ist, die Norm invariant, so daß ein Isomorphis- 
mus auf die ganze Algebra C(M) vorliegt. 

Beweis. Nach Theorem 1 handelt es sich bei der in C(M) und COM) 
definierten Norm um die minimale reguläre Norm. Die Algebra C(M’) ist die 
abgeschlossene Hülle von ER’ bezüglich dieser Norm. Nach Definition der 
regulären Norm haben folglich die Algebren R’ und C{W’) ein und denselben 
Vorrat an positiven Funktionalen. Andererseits haben aber auch die Algebren 
CM) und R’ ein und denselben Vorrat an positiven Funktionalen, weil sie 
symmetrisch isomorph sind. Hierbei wird zwischen den positiven Funktionalen f 
über C( Mt) einerseits und den positiven Funktionalen über R’ andererseits 
durch die Gleichung f(x) = f(x’), in der ze C(M) und x’ E R’ bei dem Iso- 
morphismus einander zugeordnete Elemente bezeichnen, die Zuordnung her- 
gestellt. Hieraus folgt nun aber 

x] = Y sup f(a*x) = Y sup /(x*a’)=|a’|. 
Fte)=1 (e)=1 


fr 


Folgerung 2. Jeder symmetrische Isomorphismus einer vollständigen voll- 
regulären kommautativen Algebra R in eine vollständige vollreguläre kommutative 
Algebra R’ läßt die Norm invariant. 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, 
daß R und R’ ein Einselement haben. Trifft diese Annahme nicht zu, so erhält 
man durch Adjunktion des Einselements neue vollständige vollreguläre 
Algebren R, und R,, die ebenfalls symmetrisch isomorph sind; man braucht 
hierzu nur den Isomorphismus 
le+x—Aed-ı’ 
zu nehmen. 

Wir setzen also voraus, R habe ein Einselement und R% sei das Bild von R 
bei dem Isomorphismus £— x’. Hierbei darf angenommen werden, daß RL 
in R’ dicht ist, weil wir sonst .R’ durch die abgeschlossene Hülle X, von R, in R’ 
ersetzen könnten. Dann sind R bzw. R’ zu Algebren C(M) bzw. CM) voll- 
isomorph, so daß unser Isomorphismus ein symmetrischer Isomorphismus der 
Algebra C{M) in die dichte Teilalgebra R, der Algebra C(M’) ist. Daher ergibt 
sich die Folgerung 2 unmittelbar aus der Folgerung 1. 
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2. Positive Funktionale über einer kommutativen symmetrischen Algebra. 
Es sei R eine Banachsche kommutative symmetrische Algebra mit Eins- 
element. 

Wir bezeichnen mit M wieder den bikompakten Raum aller maximalen 
Ideale der Algebra R. Die Abbildung M— M* ist eine Homöomorphie des 
Raumes M auf sich (vgl. $ 16, Nr. 2). Daher ist die Menge M, aller maximalen 
Ideale M, für die M = M* ist, d. h. die Menge aller symmetrischen maximalen 
Ideale, eine abgeschlossene Teilmenge des Raumes M. 

Weiter sei nun ER, die aus R konstruierte reduzierte Algebra. In R, führen 
wir als Norm die minimale reguläre Norm ein. Die vollständige Hülle von R, 
bezüglich dieser Norm nennen wir vollreguläre vollständige Hülle der Algebra R 
und bezeichnen sie mit R“. 

Theorem 2. Es sei R eine Banacusche kommutative symmetrische Algebra 
mit Einselemeni. Dann ist R” der Algebra C(M,) vollisomorph, wobei Mt, der 
Raum aller symmetrischen maximalen Ideale der Algebra R ist. 


Beweis. Es sei M” die Menge aller maximalen Ideale der Algebra R*. Nach 
Theorem 1 genügt es, zu zeigen, daß M” und M, homöomorph sind. 

Es sei M” ein maximales Ideal der Algebra R“. Dieses definiert einen Homo- 
morphismus der Algebra R” und damit auch der Algebra R, in den Körper 
der komplexen Zahlen. Nun ist aber R, die Quotientenalgebra von R nach 
einem bestimmten zweiseitigen symmetrischen Ideal I. Daher ist der eben 
erwähnte Homomorphismus der Algebra R, gleichzeitig auch ein Homomorphis- 
mus der Algebra R in den Körper der komplexen Zahlen. Um diesen zu be- 
kommen, braucht man nur den sämtlichen Elementen x einer Klasse € R, 
ein und dieselbe Zahl, das Bild der Klasse & zuzuordnen. Dieser Homomorphis- 
mus legt ein bestimmtes maximales Ideal M, der Algebra R fest. Dieses Ideal M, 
ordnen wir dem Ideal M* zu. 

Das Ideal M, ist symmetrisch. Um dies zu zeigen, nehmen wir ein beliebiges 
Blement x € M,, d.h. ein Element, das bei dem betrachteten Homomorphis- 
mus der Algebra R in die Null übergeht. Dann geht aber das entsprechende 
Element & der Algebra R, C R* ebenfalls in die Null über. Mit anderen Worten, 


es gilt &MmN)=0. 


Auf Grund von Theorem 1 besteht die Involutionsoperation in R” darin, daß 


man von der Funktion x(M“) zur konjugiert komplexen Funktion Z(M*): 


übergeht, d.h., es ist «*(M*)= 2(M*). Demzufolge ist auch &*(M*) = 0, 
d.h., auch &* geht in. die Null über. Schließlich geht dann auch x* in die Null 
über, d.h., es ist x* € M,. Da x*E M, beliebig gewählt war, folgt M#= M,. 
Nun sei umgekehrt M, ein symmetrisches maximales Ideal der Algebra R. 
Wir betrachten das Funktional 
fa@)=x(M)). 

Offenbar ist /(x) ein positives Funktional, denn es gilt 
f(&* x) = x*(M,) x(M,) = |x(M,)? 20. 


Außerdem ist f)=e(M,)=1. 
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Dieses Funktional kann als ein über ganz R* definiertes positives Funktional 


betrachtet werden (vgl. $18, Nr. 1 und 2). Das Funktional f(x) definiert einen. 
Homomorphismus der Algebra R und damit auch der Algebra R, in den. 
Körper der komplexen Zahlen. Da f(x) in R, stetig ist und R, in R* dicht. 


liegt, definiert /(&) auch einen Homomorphismus von R* in den Körper der 
komplexen Zahlen. Dieser Homomorphismus legt ein maximales Ideal der 
Algebra R“ fest. 

Hieraus folgt, daß die oben konstruierte Abbildung M” — M, eine umkehr- 
bar eindeutige Abbildung des Raumes M” auf den Raum M, ist. Wie sich aus 
der Definition der Topologien in M* und M, ergibt, ist das Urbild einer jeden 
Umgebung in M, eine Umgebung in M*. Folglich ist die Abbildung stetig. 
Wegen der Bikompaktheit der beiden Räume ist sie eine Homöomorphie.. 
Damit ist Theorem 2 bewiesen. 


Theorem 3. Jedes positive Funktional über einer BanacHschen kommuta- 


tiven symmetrischen Algebra R mit Einselement läßt sich in eindeutiger Weise: 
in der Gestalt 


darstellen, wobei u ein bestimmtes Maß im Raum W, aller symmetrischen. 


maximalen Ideale der Algebra R ist. 


Beweis. Jedes positive Funktional über der Algebra R kann zu einem. 


positiven Funktional über der Algebra R”* fortgesetzt werden. Nun ist R* 
nach Theorem 2 einer Algebra C(M,) vollisomorph, und daher kann f(x) als 
positives Funktional, d.h. als Integral über C(M,) aufgefaßt werden (vgl. den 


Beweis von TheoremT). Hieraus folgen unmittelbar die Gültigkeit der Formel (1}; 


und die Eindeutigkeit des Maßes bei gegebenem f(x). 


Bemerkung. Aus Theorem 3 folgt, daß ein positives Funktional über der _ 
Algebra R genau dann unzerlegbar ist, wenn für ein gewisses M EM, die Be- 
ziehung f(x) —= xz(M) gilt. Folglich bedeutet dieser Satz, daß jedes positive 


Funktional über einer Banachschen kommutativen Algebra mit Einselement 


auf eindeutige Weise in unzerlegbare positive Funktionale zerlegt werden kann. 
Wie aus den folgenden Sätzen hervorgehen wird, ist die Voraussetzung der 


Kommutativität an dieser Stelle von grundsätzlicher Bedeutung. 


Theorem 4. Wenn sich jedes positive Funktional über einer BanacHschen 


"symmetrischen Algebra RB mit Einselement auf eindeutige Weise in unzerlegbare 


positive Funktionale zerlegen läßt, so ist die zugehörige reduzierte Algebra R, 
kommulaliv. 


Beweis. Wir wollen zeigen, daß jede irreduzible Darstellung der Algebra R' 


eindimensional ist, und nehmen hierzu das Gegenteil an: Es sei x— A, eine 
irreduzible Darstellung von R im Raum 9, und 9 sei nicht eindimensional. 
Dann gibt es in 9 wenigstens zwei linear unabhängige Vektoren &, und &,. 


Mir setzen U Ad, dl Ark ii 
Kalt), +) Bor Aa), A. 


— [x(M)du(M) (1) 
Mo 
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De hl) + hl) = Ho) + le) 
Offenbar ist das durch 


I)=ha+h@=h@) + he) 2) 


‚definierte Funktional f(x) positiv. Nach Theorem 2 aus $ 19, Nr. 3, sind die 
Funktionale f,(®), f(x), H(x), f(x) unzerlegbar. Da außerdem unter den 
Vektoren &, &9, & + &, &— &, Keine proportionalen vorkommen, sind diese 
vier Funktionale gewiß verschieden (vgl. $ 17, Nr. 7, Theorem 4). Daher stehen 
in (2) zwei verschiedene Zerlegungen des Funktionals f(x) in unzerlegbare 
Funktionale. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. 

Somit ist jede irreduzible Darstellung der Algebra R eindimensional und 
folglich kommutativ. Daher ist jedes unzerlegbare positive Funktional für alle ° 
Elemente der Gestalt xy — yx gleich Null. Nach Voraussetzung läßt sich nun 
‚aber jedes Funktional in unzerlegbare positive Funktionale zerlegen. Daher 
ist überhaupt jedes positive Funktional für alle Elemente xy — yx gleich Null. 
Dies bedeutet, daß jedes solche Element ein verallgemeinertes Nullelement 
ist (vgl. $18, Nr. 2, Satz II). Folglich gilt in der reduzierten Algebra R, stets 
29 — Y&= 0, d.h., die reduzierte Algebra R, ist kommutativ. 

Andere hinreichende Bedingungen für die Kommutativität einer Algebra 
findet man bei TuruMmarv [1] und Fukamıvya, Mısonou und TAkepA [1]. 


3. Beispiels 1. Es sei A die Algebra aller Funktionen 
2(@)= 2, 2°, 


die im Innern des Einheitskreises analytisch und auf dem abgeschlossenen Einheitskreis 
‚stetig sind (vgl. Beispiel 2 in $ 11, Nr. 3). Wir definieren in A durch die Formel 


2 (2) = 2 zu 


‚eine Involution. Gesucht sind die symmetrischen maximalen Ideale der Algebra 4. 
Jedes maximale Ideal M der Algebra A wird durch einen Punkt z, des Kreises j2]s1 
so gegeben, daß 
x Me) =2(%) 


ist. Diese Zuordnung M —z zwischen einerseits und den Punkten des Kreises |< 1 
‚andererseits ist umkehrbar eindeutig (vgl. $ 11, Nr. 3, Beispiel 2). 

' Nun sei M ein symmetrisches maximales Ideal. Da x, = z ein hermitesches Element ist, 
muß die Zahl z,= M(x,) reell sein. Auf diese Weise entspricht jedem symmetrischen 
maximalen Ideal der Algebra R eine reelle Zahl t aus dem Intervall [— 1, 1]. Umgekehrt 
‚entspricht jeder reellen Zahl ? aus [—1, 1] dasjenige symmetrische maximale Ideal, das aus 
‚allen Funktionen x(z) € A besteht, für die x{f) = 0 ist. 

Nach Theorem 2 stimmt die vollreguläre vollständige Hülle A* von A mit der Algebra 
‚aller im Intervall [—1, 1] stetigen Funktionen x(f) überein, deren Norm durch 


ja2|= max „en 
-1SiS 
erklärt ist. Ist x(z) ein Polynom und y(f) das entsprechende Element der Algebra 4”, 


so gilt x(t) = y{t) für alle te [—1,1]. Auf Grund des WEIERsSTRAssschen Approximations- 
‚satzes (vgl. $2, Nr. 10) folgt hieraus, daß z{f)=y(t) für jede Funktion x(2) € 4 ist. 
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Man erhält also die Algebra A” dadurch, daß man die Funktionen x(z) nur auf dem 
Intervall [—1,1] betrachtet und die so erhaltene Algebra bezüglich der Norm 
|x|= uez A) vervollständigt. 


Dorch- Errondang von Theorem 3 auf die Algebra A ergibt sich, daß jedes positive 
Funktional über A die Gestalt 


1 
Ka) =f#() do (2) 
—ı 


hat, wobei 0 (f) eine monotone nichtfallende Funktion in [—1, 1] ist. 

Es sei darauf hingewiesen, daß nicht jedes reelle lineare Funktional über A als Linear- 
kombination positiver Funktionale dargestellt werden kann. Um dies einzusehen, be- 
trachten wir etwa das Funktional 


hi) = Tee) + az); 


20 bezeichne irgendeine imaginäre Zahl aus dem Einheitskreis |2|= 1. Offenbar ist /,(x) 
ein reelles Funktional über der Algebra A. Behauptet wird, /,(x) läßt sich nicht als Linear- 
kombination positiver Funktionale darstellen. Wir nehmen das Gegenteil an. Durch 
Anwendung der allgemeinen Formel (1) auf /,(&) ergibt sich dann 


4 
fo@) =[«{l) do), 
—1 
wobei 0, (£) eine Funktion mit beschränkter Schwankung im Intervall [—1, 1] ist. Für jede 
Funktion x(2)e A wäre also 
u! 
a amd. 


-i 


in 


Wir schreiben diese Gleichung für «,(2) = auf: 


eu Se | ent do, (i. 


Für n — o strebt der absolute Betrag der linken Seite dieser Gleichung gegen &, während 
der absolute Betrag der rechten Seite gegen Null geht. Dieser Widerspruch zeigt, daß sich 
das Funktional /,(z) tatsächlich nicht als Linearkombination positiver Funktionale dar- 
stellen läßt. 

2. Wir bezeichnen mit R, die Gesamtheit aller über der Halbgeraden O£u<-+« 
meßbaren Funktionen x(w), für die 


|x!=f|e(w) |sinh 2u du < oo (2) 
0 


ist. In Ru definieren wir die Addition und die Multiplikation mit einer Zahl in der üblichen 
Weise. Außerdem definieren wir durch die Gleichung 


oo url 


sw=f f (9) a,(t) dsdi 


0 u-2] 
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eine Multiplikation x = x, -%,. Diese Definition ist sinnvoll, denn es gilt 


oo] oo url 


f[iewi|sinh2udusf | far f ae) a,(t)ds | sinh2udu 
1} 1) 


Li) ut 
oo | “ Urt 
s/sinh2udufat [ |||) |ds 
0 0 je-8 
© m i+8 
=[dtfle()||a,()|ds f sinh2udu 
0.0 lt-s| 


co 0 


=/ fin @1 2,01 einh2asinh2edadt=1s,1jal 


d.h, mit zEeR,x,EeR, ist auch 2= x,;:2,€ R,. Gleichzeitig sehen wir, daß die Be- 
dingung [2 *2,| = |x,| |x3} erfüllt ist. Wie man leicht sieht, sind auch alle anderen Axiome 
der Algebra erfüllt, außerdem gilt 2, 3= 2, © - Folglich ist R, eine kommutative nor- 
mierte Algebra, die offenbar vollständig ist. 

Wird zu R, das Einselement e adjungiert, so ergibt sich eine vollständige normierte 
Algebra mit der Norm 

Iz+el=]2| +11, 

wobei |x} durch (2) definiert ist. Wir bezeichnen sie mit R,. Wird noch z*(u) = x(w), 
(ke-+2)* = Ae-+2* gesetzt, so wird R, eine symmetrische Algebra. 

Wir suchen nun alle maximalen Ideale der Algebra .R,. Offenbar ist RE, ein maximales 
Ideal. Es sei M ein maximales Ideal in R,, das von R, verschieden ist. Dann ist 


f@)=s(M) 


ein lineares Funktional über R,, das als lineares Funktional über dem Raum aller summier- 
baren Funktionen x(v) sinh 2 betrachtet werden kann, Daher gilt ; 


=(M)=1()=[z(u) a) dn, 
[0] 


wobei on eine wesentlich beschränkte Funktion und #0 ist (vgl. $6, Nr. 13, 


Theorem 2). Da die Abbildung -+x(M) ein Homomorphismus ist, muß f(x, - x,) = f(x) f{z,) 
sein, d.h. 


© url 
[a )o(s) 12[2,0.00 dt -f fe f 126) | o(u) du 
0 (u-8#| 
E+8 
A fnlaariı dsdt [| o(u)du 
00 If-8] 
Hieraus schließen wir, daß die Funktion & (w) der Funktionalgleichung 
+8 
o()ol)= [ wtu)du (8) 
lt-3] 


für fast alle positiven s und # genügt. 


2si 
Die allgemeine Lösung dieser Gleichung hat die Form » (u) = rer 


‚ wobei o eine 


beliebige komplexe Zahl ist. Um dies einzusehen, beachten wir zunächst einmal, daß &(s) 
wegen (3) einer stetigen Funktion äquivalent ist. Daher darf w(s) selbst als stetig an- 
genommen werden. Für s=t=0 ergibt sich aus (3) sofort &(0) = 0. Differenzieren wir 


288 820. Anwendungen auf kommutative symmetrische Algebren 


beide Seiten von (3) nach s für ss, so erhalten wir 
o(s)ol)=wl+s) + wli—s). (4) 


Für s= 0 folgt hieraus & (0) @(t) = 2 (tl), (0) = 2. Wir differenzieren nun (4) zweimal 
nach s und zweimal nach ?, subtrahieren die entstandenen Gleichungen gliedweise von- 
einander und setzen danach s = 0. Dies führt zur Gleichung ©’ (£) — 0° (t) = 0, wobei 
ww (0) a: ar (0) i 
oT 
bei den Nebenbedingungen » (0) = 0, (0) = 2 ist aber w(f) = 
A . o(w) 2singu 
Dis. Fmiklion sinh2u gsinh2u 
schränkt, wenn |Im o| = 2 ist. Demzufolge werden die von R\, verschiedenen maximalen 
Ideale der Algebra R, durch die Zahlen g des Streifens |Im o| < 2 festgelegt, während die 
zugehörigen Homomorphismen durch 


8 . 
=> [2 enet zu 
Ö 


eine komplexe Zahl ist. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung 
2sinot 


ist offenbar genau damn für -o<u<o be- 


gegeben. werden. Offenbar bestimmen og, und 0, genau dann ein und dasselbe maximale 


Ideal, wenn entweder o, = 0, oder 0, = — 0, ist. 
Um die symmetrischen maximalen Ideale von R, herauszufinden, berücksichtigen wir, 


daß stets z(M*) = x*(M) ist. Aus der Gleichung 
x he u 
x«(M) = [au RER au 
r @ 


folgt daher 


oo co 
»(M*) = SM) - [2% LEE - [sw N 
0 . 1) 2 
Wird also das Ideal M durch die Zahlg bestimmt, so wird das Ideal M* durch @ bestimmt. 
Daher gilt M = M* genau dann, wenn entweder g = 5 oderoe=—% ist,d. h., wenn go ent- 
weder eine reelle oder eine rein imaginäre Zahl ist. 

Folglich werden die symmetrischen maximalen Ideale der Algebra R, umkehrbar 
eindeutig durch die sämtlichen Zahlen der reellen Halbachse 0 = og < «© und der Strecke 
e=Qi,0<g,=2, auf der imaginären Halbachse bestimmt. Die entsprechenden 
Homomorphismen sind © 


2> [zw 


2eng® du Tür reelles 9, 


x 
» [wet au für o=gii- 
1 
ö 


Durch Anwendung von Theorem 3 auf die Algebra R, ergibt sich, daß jedes positive 
Funktional über Z, die Gestalt 


R © [e) 2 oo 
2si x 2sinh 
=] Jo du wor/|] au) du do, (e,) 


hat, wobei co (e) und o, (61) monotone nichtfallende Funktionen in Os og <» bzw. 0<g,= 2 
sind. 
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4. Vollsymmetrische Algebren. Ist R eine vollsymmetrische Algebra, so 
sind ihre sämtlichen maximalen Ideale symmetrisch, so daß MW, = M ist. 
Daher gilt die 

Folgerung 1. Jedes positive Funktional f(x) über einer kommutativen 
vollsymmetrischen Algebra R mit Einselement läßt sich auf eindeutige Weise in 


der Gestalt 
«)=[z(M)d 
M 


darstellen, wobei M der Raum der maximalen Ideale von R ist und u ein be- 
stimmtes Maß auf M bezeichnet. 

In den Anwendungen hat man häufig positive Funktionale über einer 
Algebra ohne Einselement zu betrachten. Wir erinnern daran, daß eine 
Algebra R ohne Einselement vollsymmetrisch genannt wird, wenn die aus R 
durch Adjunktion des Einselements entstehende Algebra R, vollsymmetrisch 
ist (vgl. $14, Nr. 3). 

Es sei M, der Raum der maximalen Ideale von R,. Ist über R durch die 
Formel 


we )du(M) fürall zER (1) 


ein positives Funktional f(x) gegeben, so braucht nur 


F(@a)=[x(M)du(M) für alle zER, (2) 
N 


gesetzt zu werden, um f(x) zu einem positiven Funktional F(x) über ganz R, 
fortzusetzen. Ist umgekehrt: eine solche Fortsetzung möglich, so gilt auf Grund 
der Folgerung 1 für das Funktional F(x) die Formel (2), so daß für f(x) die 
Formel (1) gilt. 

Hieraus und aus Satz IV von $10, Nr. 2, schließen wir auf die 


Folgerung 2. Ein reelles positives Funktional f(x) über einer kommutativen 
vollsymmetrischen Algebra R ohne Einselement läßt sich genau dann mit Hilfe 
der Formel (1) darstellen, wenn es sich zu einem positiven Funktional über der 
Algebra R,, die aus R durch Adjunktion des Einselements enisteht, fortsetzen 
läßt, d. h., wenn f(x) der Bedingung 


@)<Ofa*x) für alle zER (3) 


genügt, wobei Ü eine Konstante ist. 

Wegen (1) kann ein derartiges Funktional f(x) auf eindeutige Weise zu 
einem positiven Funktional über der ganzen Algebra O(M,) fortgesetzt 
werden. 

Wir haben bis jetzt solche positiven Funktionale betrachtet, die über der 
ganzen Algebra R definiert sind. In gewissen Fällen liegt jedoch das Problem 
vor, für ein positives Funktional, das nicht auf der ganzen Algebra definiert 
ist und eventuell auch nicht zu einem über der ganzen Algebra definierten 
positiven Funktional fortgesetzt werden kann, eine Zerlegung anzugeben 
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(vgl. $31, Nr. 4). Bevor wir derartige Funktionale untersuchen, betrachten 
wir zweckmäßigerweise zunächst einige Eigenschaften der Integrale, die über 
einem lokal bikompakten Raum definiert sind. 

Es sei T ein lokal bikompakter Hausporrrscher Raum, /(x) ein Integral 
über L(T) (vgl. $6, Nr. 1) und TU eine beliebige offene Teilmenge von T. 
Dann ist U, betrachtet als Teilraum von 7, ebenfalls ein lokal bikompakter 
Raum, und jede Funktion z(t) € L(U) kann zu einer Funktion «(tf) € L(T) 
fortgesetzt werden, indem einfach z(f)= 0 außerhalb von U gesetzt wird. 
Folglich kann L(U) als Teilraum von L(T) aufgefaßt werden. Das über L(T) 
definierte Integral I (x) ist, wenn es nur über L(U) betrachtet wird, auch ein 
Integral über L(U). Wir nennen es die Binschränkung des Integrals / (x) auf 
die Menge U. 


I. Es sei {U,} eine aus offenen Mengen U, bestehende Überdeckung des 
Kaumes T. Auf jedem L(U,) sei ein Integral I,(x) gegeben derart, daß für beliebige 
&ı,@&g die Einschränkungen der Integrale I,,I., auf U,N U., miteinander 
übereinstimmen. Dann gibt es ein und nur ein Integral über L(T), dessen Ein- 
schränkung auf jedes U, mit I, übereinstimmt. 

Beweis. Es sei x(f) € L(T) und Q, der Träger!) von <(h). Q, ist bikompakt. 
Diejenigen Mengen U, welche Q, schneiden, bilden eine Überdeckung der 
bikompakten Menge Q,. Folglich gibt es endlich viele solcher Mengen, etwa 
Uns: U.,, die ebenfalls eine Überdeckung von Q, bilden. Die nur über Q, 
betrachteten. Funktionen aus L(T) bilden eine normale Algebra (auf Grund 
des Ürysonunschen Lemmas; vgl. $2, Nr. 8, Satz II, und $ 15, Nr. 1). Folglich 
gibt es Funktionen „EL(U,)(k=12,...,n) derart, daß 


Hd. + nl 


auf Q, ist (vgl. $15, Nr. 2). Hieraus folgt = ay,+----+ xy,, wobei 
xy, € L(U,,) ist. Daber muB 


I)=I,(@y) ++ 1,,(&yn) (4) 


sein, wenn es überhaupt ein Integral I (x) mit der oben erwähnten Eigenschaft 
gibt, 
Wir zeigen jetzt, daß durch (4) ein Integral über L(T') definiert wird. Hierzu 
genügt es zu zeigen: Sind 2,(f) E L(Ux%) (k=1,..., m) irgendwelche Funk- 
tionen, die der Bedingung 2,() + ---+2,()=1 auf Q, genügen, so gilt 


Ta, (zYı) Feet Tan (EYn) = 1,.(&2,) + + Lo, (&2m)- 


Da zyyzEU.,N Us ist, gilt nach Voraussetzung I, (#Y,2,) = Ia,(@yr2) , 8 
daß 


N Nr Mm m 
PIRPRCHN 2 Zlnlayım) = 2) rl Yr2ı) = 3 Io (82) 
k=1 ke1l-1 i=1 

ist, womit unser Satz bewiesen ist. 


*) Dies ist die kleinste abgeschlossene Menge mit der Eigenschaft, daß außerhalb von 
ihr &{f) = 0 ist (vgl. $6, Nr. 2). 
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II. Es mögen T und {U,} dieselbe Bedeutung haben wie in Satz I. Sind I und 
J zwei Integrale über L(T), deren Einschränkungen auf jedes U, miteinander 
übereinstimmen, so stimmen I und J auch auf ganz zn) miteinander überein. 

Dies folgt unmittelbar aus Satz I. 

Wir betrachten nun alle möglichen offenen Mengen U (wenn solche existieren), 
über denen die Einschränkung des gegebenen Integrals I(«) gleich Null ist. 
Es bezeichne V die Vereinigung aller dieser U. Da die U eine re 
| des Raumes 7 bilden, ist nach Satz II die Einschränkung von I(x) auf V 
| ebenfalls gleich Null. Offenbar ist 7 die größte offene Menge, auf der die Ein- 

schränkung von I(x) gleich Null ist. Dies bedeutet, daß V die größte offene 
- I-Nullmenge ist (vgl. $6, Nr.5 und 8). Das Komplement 7’ — V dieser Menge 
heißt Träger des Integrals I(x) bzw. des durch I(x) festgelegten Maßes u. 
Nun sei R eine vollsymmetrische kommutative Algebra ohne Einselement 
und f(x) ein positives Funktional, das über einem symmetrischen, in R dichten 
Ideal I definiert ist. Dann ist px € I für alle pEI,zER, und daher wird 
für jedes pE I durch die Gleichung 


9,(%) = (pe) 
ein lineares Funktional p,(x) über der ganzen Algebra R definiert. Ein 
Element p € I heiße positiv bezüglich des Funktionals f, wenn o, (x) ein positives 
Funktional über R ist, das der Bedingung (3) genügt. 

Es bezeichne P die Gesamtheit aller Elemente p € I, die bezüglich f positiv 
sind. Solche Elemente gibt es bestimmt, z.B. gehören alle Elemente der 
Gestalt 

Peyyıt lt ty (MEN (8) 
zu P; für ze R gilt nämlich 
Pr(&* 2) = Mpa*2) = Fllyiyı ++ yRyn)®*e) 
= My kyr)) ++ la) (un) 0; 


so daß p,(x) positiv über R ist; daß 9,(x) auch der Bedingung (3) genügt, 
folgt aus 


Itap=| Srttne) 


EB]: 


Sm SryEunt(e* ra) 
<n? max f(ykynfipete) 
isks 


Ze zer Ku yı) 9 (@* 2). 


Es bezeichne P’ die Gesamtheit aller Elemente p der Gestalt (5). Wie oben 
gezeigt wurde, gilt PC P. 

Auf Grund der Bemerkung, die nach der Folgerung 2 ausgesprochen wurde, 
kann das Funktional 9,(z), wenn p € P ist, auf eindeutige Weise zu einem 


19* 
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positiven Funktional @,(x) über der ganzen Algebra C(M,) fortgesetzt werden; 
dabei bezeichnet Mt, wie üblich den Raum der maximalen Ideale der Algebra. R,.. 

Nach der Definition des Integrals (vgl. $6, Nr. 1) ist 9,(x) ein Integral 
über O(M,). Daher kann die Definition von 9, (x) in eindeutiger Weise auf alle 
Funktionen z(M) € L!($,) ausgedehnt werden. Wir wollen das so entstehende 
Integral ebenfalls mit @,(x) bezeichnen. 

Wir setzen nun M,= R und W = M, — M,. Dann ist M’ ein lokal bi- 
kompakter Raum. Jedes Element x € R kann als stetige Funktion z(M) über 
M’ betrachtet werden, die im unendlich fernen Punkt M, verschwindet. 
Mit L(M) bezeichnen wir die so definierte Gesamtheit aller auf M’ definierten 
stetigen Funktionen x(M) mit bikompaktem Träger Q,. Offenbar ist $,(x) 
insbesondere für alle Funktionen z(M) € L(M%) definiert. Klar ist auch, daß 
$,(x) ein Integral über Z(M’) ist. 


III. Zu jeder Funktion z(M) € L(M’) gibt es Elemente p € P' müt der Eigen- 
schaft, daß p(M) >0 auf Q, ist. 


Beweis. Da das Ideal I nach Voraussetzung in R dicht ist, gibt es zu jedem 
ME, insbesondere zu jedem MEQ, ein Element yEI. derart, daß 
y(M) =+ 0 ist. Auf Grund der Stetigkeit ist diese Bedingung auch noch in einer 
Umgebung U{M) des Ideals M erfüllt. Wegen der Bikompaktheit von Q, 
kann man aus diesen Umgebungen endlich viele U(M,),..., U(M,) wählen, - 
die eine Überdeckung von Q, bilden. Sind nun yı, ...., %, die entsprechenden 
Elemente y € I, so hat das Element p= yfy + -- + yiy, die geforderten 
Eigenschaften. 

Wir bezeichnen jetzt mit P, die Gesamtheit aller Elemente p € P, für die 
2(M) =+ 0 auf Q, ist, und mit P} die Gesamtheit aller Elemente p € P, für die 
p(M)>0 auf Q, ist. Offenbar gilt P}C P,. Nach Satz III ist P} und damit 
erst recht P, nicht leer. 


Mit z€ L(M)undpeP, ist auch >, € L(W); dabei bezeichnet = diejenige 
Funktion, welche für MEQ, gleich a und für M €Q, gleich Null ist. 
Daher hat 9, (&) einen Sinn. 


Wir setzen 


Io=%(*) für ze L(W), per,. (6) 
Diese Definition hängt nicht von der Wahl des Elements p € P, ab. Sind p 
und q aus P,, so gilt für alle ze R 

9a (P2) = 9, (92) = Fipq2). 


Hieraus folgt aber 
9,(p2) = P,(g2) für alle ze CM). (7) 


In der Tat, 9, und %, sind Integrale über C(M,) und daher bezüglich der 
Norm von C(M,) stetig. Andererseits gilt (7) für alle Funktionen z(M) der 
Algebra R; diese bilden aber eine dichte Menge in der Algebra 0,(M,) aller 
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Funktionen aus C(M,), die im Punkt M, gleich Null sind (vgl. $14, Nr. 3, 

Folgerung 3). Folglich gilt (7) auch für alle z2(M) € C,(M,). Nun ist aber 

dulp) = PP) = Rd) = Pz(q) = 9,9) 
Palplke+2))=Pr(g(de+2)) 

für alle Zahlen A und alle zE€ C,(Wt,). Da die Funktionen Ae+ 2 die ganze 


Algebra CO (M,) durchlaufen, ist damit die Richtigkeit der Formel (7) für alle 
Funktionen aus C(M,) bewiesen. 


Wir setzen in (7) jetzt2 = ET (dies ist möglich, weil 7 ELM)CCM) ist) 


und erhalten 
Znlär 


IV. J(&) ist ein Integral über L(W). 
Beweis. Aus zE L(M’) und N >0 folgt 7 >0, wenn p aus P} 
genommen wird. Folglich ist J (x) = (2) >0. a bedeutet aber, daß J (x) 


ein Integral über L(M’) ist. 
Aus Satz IV ergibt sich die Existenz eines Maßes u auf WM’ mit der Eigen- 
schaft 


und daher 


N 


J(x) = 2 z(M)du für alle ze LM) (8) 


vgl. 86, Nr. 10, Satz X). 

Wir bezeichnen nun mit M, die Gesamtheit aller Punkte mM CM, für die 
folgendes gilt: In jeder Umgebung von M ist die Einschränkung wenigstens 
eines der Funktionale 9,(2), p€ P, nicht gleich Null. Offenbar ist M, eine 
abgeschlossene Teilmenge von M’. Klar ist auch, daß M’ — M, die größte 
offene Menge ist, auf der die Einschränkungen aller 9,, p€ P, gleich Null 
sind. Ferner gilt M, DM, wenn WM, der Träger des Integrals J ist. 

V. Für gEP gi p{M)=0 auf Dt,. 

Beweis. Angenommen, es sei p(M,) <0 im Punkt M,EM;,. In einer 
gewissen Umgebung U= U(M,) von M, gilt dann p(M) <Fp(M,) <0. 
Für x € L*(U) ist also 0 <J(a)=9, (2) <0,d.h. (x) = 0 auf L(U). Dem- 
zufolge muß 9,(8) = J(zp)=0 für ze L(U) sein. Dann gilt aber für alle 
pePundxeL*(Ü) 


=, = re St, 


also 9,(x) = 0. Dies widerspricht aber der Definition von M;,. 
Wir behaupten jetzt: Es gilt 


Joy)=!,(y) (9) 
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für jede Funktion y(M) € O(M,), d. h., für jede solche Funktion ist 
[pm yimdu=[y(M)du,, (10) 
m w 


wobei u, das dem Integral ®, entsprechende Maß ist. 
Zum Beweis genügt es, die Beziehung 


R P(M)y(M)du el y(M)du, a) 
T 7 


zu verifizieren, weil nach der Definition von M, die Einschränkungen der 
beiden Integrale auf M — M,;, gleich Null sind. 
Wir setzen 
N={M:MEM,p(M)=0), 
A=[u:vem,sam2;|, B=|u:MeM,pim<--}- 

Wegen p(M)— 0 für M> M, sind sämtliche A, bikompakt. Um zu zeigen, 
daß N eine $,-Nullmenge ist, gehen wir davon aus, daß es auf Grund des 
Urxysorsschen Lemmas eine Funktion 2,(M) € C(M,) mit folgenden Eigen- 
schaften gibt: z,(M) = 0 auf A,, ,(M)=1 auf B, und O<z2,(M) <1 auf 
ganz M,. Offenbar gilt!)z,\ Ey auf M,, sodaß p2,\ O0 und g2, N gEn auf, 
für jede Funktion q € P. Setzen wir in (7) nun 2= 2, und gehen für n— 
zur Grenze über, so erhalten wir die Beziehung 9,(g&y) = 0 für alle p£&P 
(vgl. $6, Nr.7, Satz VII). Insbesondere ist 9,(@*z&n)=0 für alle xE I. 
Setzen wir in diese Gleichung nun e + y und x +iy anstelle von x und bilden 
entsprechende Linearkombinationen, so folgt, daß 9,(y*xfn)—=0 ist für 
alle x, y € I; da Iin.R dicht ist, gilt dann 9, (y*x&) = 0 auch für alley, x € R. 
Nun liegt aber R seinerseits in C,(M,) dicht, während 9, bezüglich der Norm 
|«|= ap |x(M)| stetig ist. Daher gilt 9,(y*x&n)= 0 nunmehr für alle 


x,y€ 6 3). Da die Funktionen y*x eine in C,(M,) diehte Menge bilden, ist 
demnach & 9p(2En) = 0 für alle ze O0, Mi), d. h., N ist eine 5,-Nullmenge. 


Folglich ist "L z(M)du,=0. Außerdem ist offenbar I P(M)x(M)du=0. 
N N 

Daher ist die Beziehung (11) bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daß 

‚pm y(M)dy —/jyim )du, mit W=M—N ist, d.h. 
J(pyEm) = 9,(YyEm)- 

Offenbar dürfen wir uns auf den Fall einer Funktion y(M) > 0 beschränken. 
Wir setzen @,„= 1—z,. Dann ist pyu,„=0 auf B, und p{M) >> 0 
auf WM, — B,. Folglich ist die Formel (6) auf die Funktion x = pyw, anwendbar, 
und es gilt demnach 


1) Es sei daran erinnert, daß &4 die charakteristische Funktion der Menge A be- 
zeichnet (vgl. 86, Nr. 5). 
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Nun galt aber pyu, 7 PyEw und yu, 7 yEw auf M,. Daher folgt durch Grenz- 


übergang J(py&w) = 9,(yEw), womit die Formeln (9) und (10) bewiesen 
sind. 

Setzen wir in (10) nun y(M)=1 und berücksichtigen, daß »(M) = |p(M)| 
auf M, ist, so erhalten wir 


[Ip mlaun=[p(Maun=9,W)<®, 
mw Mm 


d.h., es ist p(M) EZ! (n). 

Es sei H, der Hıngerrsche Raum, der von den Elementen aus I mit dem 
skalaren Produkt x, y» = f(y*x) erzeugt wird. Ferner sei H; derjenige Teil- 
raum von H,, der von den Linearkombinationen der Elemente p € P erzeugt 
wird. Für y=g*EP ergibt sich aus (10) 


@, = fpg*) = 9,(g*) =[p(M)a Mau. 


Folglich ist die Zuordnung <— x(M) eine isometrische Abbildung des Raumes 
H+ in den Raum L2(n). 

Wir setzen jetzt voraus, daß I® im Sinne des in H, definierten skalaren 
Produktes in I dicht ist, d.h., die Elemente der Gestalt yFx mit „zw EI 
sollen eine in H, dicht liegende Menge bilden. Auf Grund der Identität 


Ya=tlat Wat) Na) 
Hat ig) @+iy)—i@—iy)*@—iy)] 


ist nun aber y*z € H,, so daß unsere Voraussetzung das Bestehen der Beziehung 
H; = H, nach sich zieht. 
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen. 


 Theorem 5. Es sei R eine vollsymmetrische kommutative Algebra ohne Eins- 
element. Dann gibt es zu jedem positiven Funktional f(x), das auf einem in R 
dicht liegenden Ideal gegeben ist, genau ein auf SM’ definiertes Maß u mit folgenden 
Eigenschaften: 


a) Für jedes pEP gilt 
p(M)EIXu) und fipx) =[x(W)p(Mdu; 


b) die Abbildung p> p(M) läßt sich zu einer isometrischen Abbildung des 
Hiırzerrschen Raumes H; in den Raum L2(u) fortsetzen. Liegt I? im Sinne des 
skalaren Produkts von H, in I dicht, so läßt sich p> p({M) sogar zu einer 
isometrischen Abbildung des ganzen Raumes H; in L?{u) fortseizen. Hierbei 
bezeichnet P die Gesamtheit aller bezüglich f positiven Elemente p& I; H, ist 
der von den Elementen x € I mit dem skalaren Produkt <x, y» = f{xy*) ae 
Hınzertsche Raum, während H; den von den Elementen x € P aufgespannten 
Teilraum von. H, bezeichnet. 


296 $21. Das verallgemeinerte Schursche Lemma 


$21. Das verallgemeinerte Schursche Lemma 


1. Kanonische Zerlegung eines Operators. 
I. Ist A ein positiv definiter selbsiadjungierter Operator, so gibt es genau einen 
positiv definiten selbstadjungierten Operator H, für den H?= 4 ist. 


Beweis. Es sei P(2) die Spektralschar des Operators A. Da A positiv 
definit ist, gilt P(A)= 0 für A <0. Wir bezeichnen mit Dy die Gesamtheit 


aller Vektoren £, für die. Fi Ad|P (A) E|? < oo ist, und setzen für solche & 
ö 


HE=[YAaP (ayE 
0 


Wie man unmittelbar nachprüft, ist der so definierte Operator H positiv 
definit und selbstadjungiert. Auch ist H2= A. Die Eindeutigkeit von H folgt 
aus der Eindeutigkeit der Spektralschar P (A). 


Für H ist die Bezeichnung H = YA üblich. Aus der Konstruktion ı von H 
ergibt sich, daß er mit jedem Operator aus B(9) vertauschbar ist, der mit A 
vertauschbar ist. 


II (J. von Neumann [2]). Jeder abgeschlossene lineare Operator A von 9, 

in 9, dessen Definitionsbereich D, in 9, dicht ist, läßt sich in der Form 

A=UH (ı) 
darstellen; dabei ist H ein selbstadjungierter Operator in 9, mit dem Definitions- 
bereich Da = D, und U ein partiell isometrischer Operator mit dem Anfangs- 
bereich Rı» und dem Endbereich R,. Die Operatoren U und H sind durch 
diese Forderungen eindeutig bestimmt. 

Beweis. Nach Satz VI aus $5, Nr. 9, ist A*A ein positiv definiter selbst- 
adjungierter Operator. Auf Grund von SatzI existiert daher H= Y 4*A4. 
Wir bezeichnen mit H, bzw. A, die Einschränkung von H bzw. A auf 
Im Dura: Für & € Dia: gilt dann 

EP CHE, D-ERE, D=<HE, H=<ArAE, 8 
= (48, AH =|AP= [4,21% 
Es ist also 
|A,8] = [A,E] für alle EE Di Dda- 
Hieraus schließen wir, daß auch Da, = Da, und 
IHEl=|A,8| für alle EC Dda,— Da, ist. (2) 


Nun ist H, = H und A, = 4,d.h. 83, = ©, und DB, = Br, wobei Br der 
Graph des Öperators T ist (vgl. $ 5, Nr. 7). Offenbar gilt 83, C ®,.Ist 8 + B, 
so gibt es einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor {£, A&} € B,, der zu 
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4, orthogonal ist: 
<{E, AB, {n, An)—=0 für alle ne D,, 
Sn =, DH AD EM +AE An 
=(E,mM+(&, AAmy=E, (1+A*A)m). 
Da der Wertevorrat des Operators 1-- A*A mit ganz 9, übereinstimmt (vgl. 
$5, Nr. 9, Satz VI), ist & 1 9ı und daher £=0. Folglich gilt A, = 4. Ent- 
sprechend findet man H,= H. Daher können wir für (2) auch schreiben: 


j . |HEI=]4AE| für alle EEE Du = Du. (3) 
Wir setzen jetzt UHE=AE füralle EC Dy ii 
vad Un=0 für 71%. 


Wegen (3) ist U’ ein partiell isometrischer Operator mit dem Anfangs- 
bereich Ni und dem Endbereich R,. Wird U= U’ gesetzt, so ist U ein 
partiell isometrischer Operator mit dem Anfangsbereich Ar und dem End- 
bereich R,. Aus (4) folgt unmittelbar A= UH. 

Wir zeigen nun, daß Fa = R4+ oder, was dasselbe ist, 9, — Ra = Nu 
ist. Wie man leicht sieht, bestehen 9, — Rz bzw. 9, — Ra» aus den und nur 
den Vektoren € € 9, für die HE = 0 bzw. A& = ( ist. Wegen (3) stimmen diese 
Mengen aber miteinander überein. 

Es bleibt zu zeigen, daß U und H eindeutig bestimmt sind. Dies ergibt sich 
einfach so: Ist eine Zerlegung der Gestalt (1) gegeben, so gilt 

A*=HU* und 4A*A=HU*UH =HPy,H = B?, 
und daher ist Z und damit auch U eindeutig festgelegt. 

Die Zerlegung (1) ist die sogenannte kanonische Zerlegung des Operators A. 

Ein Operator A von 9, in 9, heiße regulär, wenn folgendes gilt: a) A ist ab- 
geschlossen; b) ®, und R4« sind dicht in 9,; e) Nu ist dicht in 9. 

Für einen regulären Operator A gilt demnach Si, = 9, Ra = 9, so daß 
der Operator U in (1) eine isometrische Abbildung von 9, auf 9, vermittelt. 
Es gilt also der Satz 

III. Jeder reguläre Operator A von 9, in 9, läßt sich auf eindeutige Weise 
in der Form A=UH 


darstellen, wobei H ein positiv definiter selbstadjungierter Operator in 9, ist, 
während U eine isometrische Abbildung von 9, auf 9, vermüttelt. 


2. Hauptsatz. Für die Theorie der Darstellungen von Algebren!) ist die 
anschließend formulierte Verallgemeinerung des bekannten ScHurschen 
Lemmas über endlichdimensionale Darstellungen (vgl. etwa PoNTRJAcın [4]) 
von Nutzen. 


!) Überall in diesem Paragraphen ist von den Darstellungen ein und derselben symme- 
trischen Algebra die Rede. 
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Theorem 1. Es seien x— A,,x> B, Darstellungen in den Räumen 
9 bzw. ©’. Gibt es einen regulären Operator T' von 9 in 9’ derart, daß 


B,TCTA, (1) 


für alle x aus R ist, so sind diese Darstellungen ägqwivalent. 
Beweis. Aus (1) folgt 
T* Ba» = (B,T)* (TA,* >4T*, 
d.h. 
T# BD 4A»T*. (@) 


Setzen wir hier x* anstelle von x, so ergibt sich 
T* B,D4,T*. (8) 


Multiplizieren wir beide Seiten der Beziehung (1) von links mit 7* und 
berücksichtigen (3), so erhalten wir 
T#+TA,IT*B,T I24,T*T, 
d.h. 
T*TA,D4A,T*T. 


Dies bedeutet aber, daß 7*7 mit A, vertauschbar ist. 

Andererseits gibt es auf Grund des Neumannschen Satzes (vgl. Nr. 1, 
Satz III) eine Zerlegung T= UH, in der H3= T7*T ist, während U den 
Raum 9 isometrisch auf 9’ abbildet. Wir setzen nun in (1) für 7 die Zer- 
legung UH und erhalten 

B,ÄUH=UHA,. 


Wenden wir diese Beziehung auf ein Element & des Definitionsbereichs des 
Operators H an, so ergibt sich 


B,UHE=UHA,LE. (4). 


“ Der Operator A, ist mit T*T und folglich auch mit H = / T*T vertauschbar. 


Daher ist HA,E= A,HE, und für (4) läßt sich 
BÄUBE=UA,HE 


schreiben. Somit gilt B,\U= UA, auf dem Definitionsbereich von H. Dieser 
liegt in 9 dicht, weil 7’ nach Voraussetzung ein regulärer Operator ist. Wegen 
der Stetigkeit der Operatoren A,, B, und U folgt hieraus, daß die Beziehung 
B,U= UA, auch auf dem ganzen Raum 9 gilt, d. h., die Darstellungen 
x—> A, und x— B, sind äquivalent. 


Folgerung 1. Es seien «> A,, ©— B, irreduzible Darstellungen in den 
Räumen 9 bzw. $’, und es sei T ein abgeschlossener linearer Operator von 9 
in &' mit 

B,TCTA,. (5) 
Dann gilt entweder T= 0, oder die Darstellungen sind äquivalent, und es ist 
T=eU, wobei g eine positive Zahl bedeuiet. 
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Beweis. Es sei T=+-0. Dann gibt es im Definitionsbereich von T einen 
Vektor &, = 0, für den T&,=+ 0 ist. Aus der Bedingung (5) folgt, daß jedes 
Element der Gestalt A,£&, ebenfalls zum Definitionsbereich von 7 gehört. Da 
‚die Darstellung x > 4, irreduzibel ist, liegt die Gesamtheit dieser Vektoren 
4 5, in 9 dicht. Folglich liegt der Definitionsbereich des Operators 7 dicht 


in 9. 

Ferner silt TA,&,= B,T&,, so daß der Werteberäich von T alle Vektoren 
B,T&, enthält. Da TE, = 0 und die Darstellung x — B, irreduzibel ist, bilden 
‚diese Vektoren eine Menge, die in 9’ dicht ist. Folglich. liegt der Wertebereich 
von T in 9 dicht. 

Wir wenden nun auf die beiden Seiten der Beziehung (5) die Involutions- 
Pan an und setzen z* statt x. Dies ergibt die zu (5) analoge Beziehung 


A,T*CT*B,, 


in der T* die Rolle von 7 spielt. Mit 7’ + 0 ist auch 7* +0. Daher sind die 
vorhergehenden Überlegungen auch auf 7* anwendbar. Somit liegen der 
Definitionsbereich und der Wertebereich von 7'* in 9 bzw. 9 dicht. Daherist 7 
ein regulärer Operator. 

Nach Theorem 1 folgt hieraus die Äquivalenz der Darstellungen x—.4, 
und x&—> B,. Dann ist H = YT*T mit allen Operatoren A, der irreduzibien 
Darstellung x— A, vertauschbar, also ein Vielfaches des insoperators. Es 
si H=ol. Dann st o>0 und T=UH=g-V. 


3. Anwendung auf die direkte Summe paarweise nieht äquivalenter Dar- 
stellungen. Wir werden die oben erhaltenen Sätze jetzt zur Untersuchung direkter 
Summen von Darstellungen benutzen. 


Theorem 2. Die Darstellung «—> A, im Raum 9 sei die direkte Summe 
irreduzibler und paarweise nicht ägwivalenter Darsiellungen > AP, «EN, 
in den Räumen 9”. Dann hat jeder beschränkte Operator B im Raum 9, der mit 
allen Operatoren A, vertauschbar ist, die Gestalt 

BiE) = IE} > ) 
wobei die A, Zahlen sind. 

Beweis. Nach $5, Nr. 15, wird jeder beschränkte Operator B in Ö durch 
eine Matrix || B,.,| gegeben, in der B,,, ein Operator von 9 in $ ist. Ins- 
besondere. entspricht dem Operator A, eine Diagonalmatrix A, = |d, dr” |; 
dabei bezeichnet Ö,,, das KRONECKER- Symbol 


5 l für =, 
= 10 für ao. 


Aus der Voraussetzung, daß B und A, miteinander vertauschbar sind, folgt 


also 
AR Bun = Ban A. (2) 


Nach Voraussetzung sind die Darstellungen «> A@ und > A für x + a, 
nicht einander äquivalent. Andererseits bedeutet (2), daß der Operator T= B,., 
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den Voraussetzungen der Folgerung 1 aus Nr. 2 genügt. Daher ist B,, = 0 
für = a,.Füra = «, folgt aus (2), daß der Operator B,. mit allen Operatoren 
A\®.der irreduziblen Darstellung 4 (® vertauschbar ist. Folglich ist B,, ein Viel- 
faches des Einsoperators, d. h., B,.=«,l,, wobei 1, der Einsoperator im. 
Raum 9 ist. Hieraus folgt 

B{E,)} = {A252} i 


In den anschließend formulierten Folgerungen bezeichnet die Darstellung 
x—> A, im Raum 9 die direkte Summe der Darstellungen «> A@, «EU, 
in den Räumen 9". 

Folgerung 2. Jeder abgeschlossene invariante Teilraum M von 9 ist die 
Gesamtheit aller Vektoren &E= {&,} aus 9, die der Bedingung 


&=0 für alle EA, 


genügen, wobei X, eine gewisse Teilmenge der Menge U ist. 

Beweis. Es sei P der Projektionsoperator auf M. Da M ein invarianter 
Teilraum ist, muß P mit allen Operatoren A, vertauschbar sein. Nach Theo- 
rem 2 ist Pf&}= {A,&,). Aus P2—= P folgt dann A2= A,, so daß entweder 
A, = 0 oder },= 1 ist. Es bezeichne W, die Gesamtheit derjenigen Indizes «, 
für die A, = 0 ist. Der Teilraum M besteht dann aus den und nur den Vektoren 
{£,} aus 9, für die P{£,} = {&,}, d.h. für die 


LE (3) 


ist. Ist nun « EU, so gilt A,—= 0. Aus (3) folgt demnach £, = 0. Ist jedoch 
«&%,, so gilt A,=1, und der entsprechenden Komponente Eu ist keine. 
Bedingung auferlegt. 


Folgerung 3. Ist Y abzählbar, so ist jeder Vektor & = {£,} aus 9 mit der 
Eigenschaft, daß &, = 0 für allex EU ist, ein zyklischer Vektor in 9. 

Bezeichnet nämlich M die abgeschlossene Hülle der Menge aller Vektoren 
A,E,cER, so ist M ein invarianter Teilraum von 9, der nach Folgerung 2 
mit 9 übereinstimmt, weil U, die leere Menge ist. 


4. Anwendung auf Darstellungen, die ein Vielfaches einer gegebenen irre- 
duziblen Darstellung sind. Wir haben bisher direkte Summen von paarweise 
nieht äquivalenten Darstellungen betrachtet. Es soll jetzt ein anderer Grenz- 
fall behandelt werden. 

Eine Darstellung x— 4, heiße Vielfaches einer gegebenen irreduziblen Dar- 
stellung »—> A®, wenn «— A, direkte Summe von Darstellungen ist, die sämt- 
lich der Darstellung »— 4A äquivalent sind. 


Theorem 3. Jede irreduzible Komponente einer Darstellung &— A,, die ein 
Vielfaches einer gegebenen irreduziblen Darstellung &—> A darstellt, ist dieser 
irreduziblen Darstellung ägquivalent. 

Beweis. Es sei x—> A, eine irreduzible Komponente der Darstellung ©— 4A,, 
und es bezeichne Mt denjenigen abgeschlossenen invarianten Teilraum des 
Raumes 9, in dem diese Komponente betrachtet wird. Ist Mt = (0), so gibt es 
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inM einen Vektor 8° — {£0} + 0. Dann ist wenigstens eine der Komponenten &0 
dieses Vektors von Null verschieden. Es sei &9, eine solche Komponente. Zur 
Abkürzung setzen wir 9,—= 9, und H= %®$.. Dann kann der Raum 


ao, 
= 399, als direkte Summe der Räume 9, und H angesehen werden, so 


daß jedes Element € 9 als Paar & = {n, &} mitn € 9,,& € H aufgefaßt werden 
kann. Wegen der Wahl des Index «, gibt es unter den Paaren &= {n, £}, 
die zu dem Teilraum Pt gehören, wenigstens eines, für das n + 0 ist. Wir 
setzen zur Abkürzung B,= A@) und bezeichnen mit x— (C, die direkte Summe 
aller Darstellungen z&— A®, a =+o,. Dann läßt sich die Darstellung — A, 
als direkte Summe der Darstellungen <— B, und x— (,, betrachten. Mit 


anderen Worten, es ist 
A,t!n: &} = {B,n; 0,8. 


Nun bezeichne H’ die Gesamtheit aller Elemente & mit der Eigenschaft, daß 
N. LEM für ein gewisses n ist. Es sei 7’ die abgeschlossene Hülle von HZ’. 
Diese ist bezüglich aller Operatoren (', invariant. Um dies einzusehen, gehen 
wir davon aus, daß ein invarianter Teilraum von 9 ist. Daher ist mit 
GEM auch {B,n, C,E} EM. Mit anderen Worten, aus GEH’ folgt 
C,LEH, so daß H’ ein invarianter Teilraum von H ist. 

Wir betrachten nun diejenigen Elemente des Teilraumes MM, welche die 
Form {n, 0} haben. Diese bilden in M einen invarianten Teilraum in bezug 
auf die Darstellung x— B,. Dax— B, irreduzibel ist, stimmt dieser invariante 
Teilraum entweder mit Mt oder mit (0) überein. Im ersten Fall besteht M aus 
den Elementen der Gestalt &= {n, 0} ={£, , 0}. Folglich ist dann WM = 9,,, 
so daß die Darstellung «— A; mit der Darstellung z— A!» übereinstimmt. 
Damit ist unser Satz für diesen Fall bereits bewiesen. 

Im zweiten Fall kann das Element {n, 0} nur dann zu dem Teilraum M 
gehören, wenn 7 = 0 ist, d.h, 

aus {7,JEM und C=0 folgt 7=0. (1) 


Analog ist die Gesamtheit derjenigen Elemente des Teilraumes W, die die 
Gestalt (0, £} haben, ein invarianter Teilraum in Mt. Dieser stimmt dann wieder 
entweder mit M oder mit (0) überein. Der erste Fall kann nun aber wegen der 
Wahl des Index «&, nicht eintreten. Daher bleibt der zweite Fall übrig, d. h., 


Offenbar bedeutet (2), daß der Teilraum M als Graph eines linearen Operators 7 
aus 9, in Z’ betrachtet werden kann (vgl.8 5, Nr. 7), indem einfach = [1Tn 
für (1, EM gesetzt wird. Da M abgeschlossen ist, ist der Operator 7 ab- 
geschlossen. 

Nun sei {n,, &,} ein Element aus Pt mitn, == 0. Dann liegt auch {B,n,; O2 &} 
in M. Folglich gehören alle Vektoren B,n, zum Definitionsbereich des Operators 
T. Da die Darstellung x— B, irreduzibel ist, liegt die Menge aller Vektoren 
B,n, in 9, dicht. Folglich liegt der Definitionsbereich des Operators T in $, 
dicht. Weiterhin stimmt der Wertebereich von 7 nach der Definition des 
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Raumes H’ mit H’ überein, so daß auch der Wertebereich von 7 in E' dicht 
liegt. : 

Schließlich bedeutet die Bedingung (1), daß 7Tn = 0 nur für 7 = 0 ist, so 
daß Ar = 9 gilt. 

Somit ist 7 ein regulärer Operator von $, in H’. 

Dieser Operator genügt der Bedingung C,TCTB,. Dies folgt so: Die 
Elemente des Teilraumes M haben die Gestalt {n, Tr}. Da M invariant ist, 
ist auch {B,n, 0,Tn} E M, und folglich gilt 7 B,n = O0,Tn für jedes Element 7 
aus dem Definitionsbereich des Operators 7. Dies bedeutet aber, daß tat- 


sächlich OTCTE, 
ist. 

Auf Grund von Theorem 1 folgt hieraus die Äquivalenz der Darstellungen 
x— B, in 9, und x O, in H’. Der Operator H = YT*T ist darüber hinaus 
mit allen Operatoren der irredüziblen Darstellung «— B, vertauschbar. 
Daher gilt H=o1,0>0. Hieraus folgt T= 0W, wobei W eine isometrische 
Abbildung von $, auf H’ ist „Somit hat jedes Element des Teilraumes M die 
Gestalt &= {n,oWn}, wobei n ganz $, durchläuft. Hierbei gilt 


A,E= Ayln eWn} = {Bın, eWBy,n}- 


Jedem Element E= {n,oWn} ordnen wir das Element = i-+en 
zu. Die so erhaltene Zuordnung En’ ist eine isometrische Abbildung des 
Teilraumes M auf = 9.. Bei dieser Abbildung geht das Element 
A)E= {B,n,0W B,n} in das Element Yl+ 0 B,n= B,r’ und folglich der 
Operator A, in den Operator B, über. Dies bedeutet aber, daß die Darstel- 
lungen <> 4, und x— B,= A äquivalent sind. Damit ist unser Satz 
vollständig bewiesen. 

Folgerung 4. Die Darstellungen &— A, bzw. x B, seien Vielfache der 
irreduziblen Darstellungen <> AP bzw. «— B. Sind die Vielfachen <> A, 
und &— B, einander Äquivalent, so sind auch die irreduziblen Darstellungen 
x > A® und x— BO einander äquwivalent. 

Beweis. Wir bezeichnen mit $, 9, H% und 9% die Räume der Dar- 
stellungen > A,, &—> B,, 2> A® bzw. x—> B®. Der Raum 9% kann als 
abgeschlossener invarianter Teilraum des Raumes $ und die Darstellung 
x A als Komponente der Darstellung x— A, in diesem Teilraum betrachtet 
werden. Nach Voraussetzung gibt es eine isometrische Abbildung des Raumes 9 
auf den Raum $,, bei welcher der Operator A, jeweils in den Operator B, 
übergeht. Diese Abbildung führt $® in einen gewissen invarianten Teil- 
raum N des Raumes 9 über. Es sei x— C,, die Komponente der Abbildung 
x— B, in diesem invarianten Teilraum. Die Darstellung 2 0, ist der 
irreduziblen Darstellung «— 4A" äquivalent und daher selbst irreduzibel. 

Somit ist > (', eine irreduzible Komponente der Darstellung®— B,, die ein 
Vielfaches der irreduziblen Darstellung x — BP ist. Auf Grund von Theorem 3 
sind die Darstellungen &— B und <— (', einander äquivalent. Folglich sind 
auch die Darstellungen z— BO und x— A einander äquivalent. 
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Eines der wichtigsten Probleme der Theorie der symmetrischen Algebren 
ist die Beschreibung aller verschiedenen Darstellungen einer gegebenen Algebra. 
Dabei wird man zwischen äquivalenten Darstellungen nicht unterscheiden. 
Dieses Problem ist bisher nur für einige Spezialfälle vollständig gelöst worden 
(vgl. GELFAND und NEUMARK [2—5, 7, 8]). Für die Algebra B(9) aller be- 
schränkten Operatoren im Hinsertschen Raum 9 ist keine Lösung dieses. 
Problems bekanüt. Es liegen lediglich spezielle Ergebnisse vor. Mit diesen 
wollen wir uns im folgenden beschäftigen. 


1. Die Ideale der Algebra B($). Jede Darstellung der Algebra B (9) ist ein 
symmetrischer Homomorphismus von B($) und damit ein symmetrischer 
Isomorphismus der Restklassenalgebra B(H)/I, wobei I der Kern dieses 
Homomorphismus ist (vgl. $ 10, Nr. 1). Da jede Darstellung von B(H) stetig 
ist (nach Theorem 1 aus $ 17, Nr. 3), ist I ein abgeschlossenes zweiseitiges 
symmetrisches Ideal von B(9). 

Eines dieser Ideale ist die Gesamtheit aller vollstetigen Operatoren in 9, 
denn es gilt: 1. Die Summe zweier vollstetiger Operatoren ist vollstetig; 
2. das Produkt eines vollstetigen Operators mit einem beschränkten Operator 
ist vollstetig; 3. der Limes einer im Sinne der Norm von B(H) konvergenten 
Folge vollstetiger Operatoren ist vollstetig. 

Wir bezeichnen dieses Ideal mit /,. Es ist symmetrisch, weil mit 4 auch 4* 
vollstetig ist. 


Theorem 1. Ist 9 separabel, so ist I, das einzige von (0) verschiedene ab- 
geschlossene zweiseitige Ideal in B(H). 

Der Beweis dieses Theorems beruht auf den folgenden Sätzen. Ist $ irgend- 
eine Teilmenge von B($H), so bezeichnen wir mit SP die Gesamtheit aller in $ 
enthaltenen Projektionsoperatoren. 


I. Ist I, ein Linksideal in B(9) und gilt IP = (0), so ist I,= (0). 


Beweis. Es sei A€ I, A -=+0. Wir setzen H = A*A. Dann ist auch HEI, 
und natürlich 7 =-0. Mit P(A) bezeichnen wir die Spektralschar von H. 
Da 4 definit ist, gibt es ein Intervall A= («,f), O<a<ß, derart, daß 
PA) = Oist. Es sei M,, der Teilraum, auf den P(A) projiziert. Es bezeichne HZ 
den als Operator im Raum Wi, betraehteten Operator H. Offenbar. ist der zu Z, 
inverse Operator in Mt, beschränkt. Wir setzen B—= Hz1P(A). Dann ist B ein 
beschränkter Operator, also BH € I,. Andererseits gilt BH = P(A), wie man 
leicht sieht. Folglich enthält das Ideal I, den Projektionsoperator P(A) +0. 
Aus IP = (0) folgt daher, daß es in I, keinen Operator A = 0 gibt. 

“ Unter der Dimension eines Projektionsoperators P wollen wir die Dimension 
des Teilraumes verstehen, auf den er projiziert. 


II. Ist I ein zweiseitiges Ideal von B(H) und P ein in I enthaltener Projektions- 
operator, so gehört jeder Projektionsoperator Q, der dieselbe Dimension wie P hat, 
ebenfalls zu I. 
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Beweis. Wenn die Räume PH und 99 dieselbe Dimension haben, so gibt 
es einen partiellisometrischen Operator U mit dem Anfangsbereich PS und 
dem Endbereich Q9. Dies bedeutet, daß U*U = P und UU* = Qist (vgl. $5, 
Nr. 14). Da I ein zweiseitiges Ideal ist, folgt 

Qa=9@=UU*UU*-UPUFEI 


III. Ist 9 separabel, so enthält keines der zweiseitigen Ideale von B(H) einen 
unendlichdimensionalen Projektionsoperator. 


Beweis. Ein unendlichdimensionaler Projektionsoperator P und der Eins- 


operatoer 1 haben in diesem Fall dieselbe Dimension. Da der Einsoperator 
nicht zu dem Ideal I gehört, kann nach Satz II auch P nicht zu I gehören. 

IV. Sind P und Q Projektionsoperatoren und. gilt PEI und Q<P, so ist 
auch QEI. 

Die Voraussetzung Q < P bedeutet nämlich Q=QP=PQ, so daB QEI 
sein muß, weil I ein Ideal ist. 

Aus den Sätzen I und IV folgt, daß jedes Ideal I -= 0 wenigstens einen ein- 
dimensionalen Projektionsoperator enthält. Auf Grund von Satz II enthält I 
dann auch alle eindimensionalen und folglich überhaupt alle endlichdimensio- 
nalen Projektionsoperatoren. 

Unter Berücksichtigung von Satz III erkennt man nun, daß IP genau aus 
allen endlichdimensionalen Projektionsoperatoren besteht, wenn ] + (0) und 
separabel ist. 

Wir können jetzt das Theorem 1 beweisen. Der Raum $ sei separabel. Ferner 
sei J ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in B (9), das nicht das Nullideal ist, 
und A ein vollstetiger Operator. Wir behaupten, daß A € I ist. Da sich A in 
der Form A = H, + .H, darstellen läßt, wobei HZ, und H, vollstetige hermitesche 
Operatoren sind, genügt es, die Behauptung für den Fall eines hermiteschen 
Operators A nachzuweisen. In diesem Fall hat die Spektralzerlegung von A 
die Gestalt 


A= YhyPi; 0) 
K=1 


dabei sind die P, endlichdimensionale Operatoren, und es gilt A,> 0 für 
k>coo (vgl. $17, Nr.4). Die Reibe konvergiert im Sinne der Norm des 


Raumes B(9). Da jede endliche Summe ZiPı zu I gehört, ist auch 4 € I. 
Daher gilt 
LICH. 
Um die entgegengesetzte Inklusion zu zeigen, nehmen wir einen Operator 
ACEI und zeigen, daß A € I, ist. Es sei A= UH die kanonische Zerlegung 
von A. Dann gilt AF—= HU*—= U*AU*, und folglich ist auch 4* € I. Dann 


% — 
Ze und H,= ae zu I. Wir dürfen also A 


gehören aber auch H, = 


als hermitesch annehmen. \ 
Mit P(A) bezeichnen wir die Spektralschar von A. Mit derselben Überlegung 
wie beim Beweis von Satz L erkennen wir, daß P(4) € I für jedes abgeschlossene 
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Intervali A ist, das nicht die Null enthält. Auf Grund von Satz IH ist P(A) 
endlichdimensional, also ist P(A) € I, und folglich auch A € I,, denn im Sinne 
der Norm des Raumes B(9H) gilt 


A=[AdP (im 7,P(A), 0&4, 
kel 


Somit ist I,—= I, was zu beweisen war. 


Mit denselben Überlegungen beweist man den Satz!) 

V. Die Algebra I, enthält keine abgeschlossenen, von Null verschiedenen, zwei- 
seitigen Ideale. 

Beweis. Es sei I ein solches Ideal. Der Satz I ist auf I anwendbar, weil 
BEI, für HE I, ist. Auch der Satz II ist anwendbar, well UEI, für PEI 
ist. Schließlich ist auch der Satz IV anwendbar, denn aus PEI,undQ@<P 
folgt QE I,. Demzufolge kann man wie oben schließen, daß das von (0) 
verschiedene Ideal J alle endlichdimensionalen Projektionsoperatoren enthält 
und daher mit I, übereinstimmt. 

Folgerung. Ist 9 separabel, so ist jede Darstellung der Algebra B(H) ein 
symmelrischer Isomorphismus der Algebra B($) selbst oder der Restklassen- 
algebra B(H)/Ir- 


2. Die Algebra I, und ihre Darstellungen. Die Gesamtheit 7, aller voll- 
stetigen Operatoren im Raum 9 ist offenbar eine Bawachsche symmetrische 
Teilalgebra (ohne Einselement) der Algebra B(H). Wir suchen sämtliche 
. Darstellungen der Algebra 7,. 

Es sei {p,} ein vollständiges Ortbonormalsystem von 9 und P, der Pro- 
jektionsoperator auf den eindimensionalen Teilraum M,, der von dem Vek- 
tor op, aufgespannt wird, d.h. 


P,E=6E, Pr Pa: () 
PaPa=0 für == %. (2) 


Offenbar gilt 


Es seien U, ; die durch die Gleichungen 
U,(Ay)=Ap,, UE—0 für E19 


definierten Operatoren. Offenbar ist U,, ein partiell isometrischer Operator 
mit dem Anfangsbereich St, und dem Eindbereich M,. Per definitionem gilt 


De= U Da-Pa UgUy=U,, U0,=0 für BY. (3) 
Außerdem gilt wegen (1) für jeden beschränkten Operator A 
PAPE= PAGE, 99299 =<E, Yar<AYps Pa) Pa; 


P,AP;(Aos) = AKAD Par Pas 
P,APzE=0 für E19. 


folglich ist 


1) Wir setzen hier nicht mehr voraus, daß 9 separabel ist. 


20 Neumark, Algebren 
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Durch Vergleich dieser Beziehungen mit der Definition von U, folgt 
P „AP 4, U,B: (4) 


a, = AG: Par 


ein Element der Matrix des Operators A in bezug auf das Orthonormalsystem 


{Pu} Ist. 
Nun sei A> A eine Darstellung der Algebra I, und $ der Raum dieser 


Darstellung. Da die Operatoren P,, U,, zu I, gehören, entsprechen ihnen 
gewisse Operatoren P,, U,, der Darstellung, die wegen (2) und (3) den Be- 


dingungen P,P.,=0 für +, (5) 

Va Up: U, «= Pe: U 0,=0: Ü, 0,0 für P=tY (6) 
genügen. Ist A € I, und A der entsprechende Operator der Darstellung, so 
folgt aus (4) BAR, FIR A m 


wobei 


Offenbar ist P, ein Projektionsoperator in 9. Es sei I, der Teilraum, auf den P, 
projiziert. Wegen (5) gilt 
MM, für ut. 


Außerdem folgt aus (6), daß U,, ein partiell isometrischer Operator mit dem 
Anfangsbereich m; und dem Endbereich M, ist. Daher haben alle TeilräumeM, 
dieselbe Dimension. Ist diese gleich Null, so sind alle Operatoren P, 


und damit auch alle P,A P gleich Null. Andererseits ist jeder vollstetige 
Operator A Limes der endlichen Summen 3«a,,U,; im Sinne der Norm 


des Raumes B($). Da jede Darstellung A—> A der Algebra I, stetig ist 
(vgl. $ 17, Nr. 3, Theorem 1), ist also das Bild A eines Operators A im Sinne der 
Norm von B($) Limes der endlichen Summen Sa,,U,,. Daher folgt aus 


unserer obigen Annahme, daß auch das Bild A jedes Operators A € I, gleich 
Null ist, d. h., bei dieser Darstellung geht jeder Operator A € I, in den Null- 
operator über. 

Lassen wir diesen uninteressanten Fail beiseite, so dürfen wir demnach 


annehmen, daß die Dimension der Räume M, von Null verschieden ist. 
Es sei Pen ein normiertes Element des Raumes W,,. Wir setzen 


9. = Dada 
Dann bilden die Elemente &, ein Orthonormalsystem des Raumes $. Mit % 
bezeichnen wir den. von den Elementen 9, aufgespannten abgeschlossenen 
Teilraum. Aus (3), (6) und (7) folgt, daß $ bezüglich aller Operatoren A 
invariant ist; denn es gilt 
U,D,= Tin ı0 für PEY, 


UA, = Ds UP PR) Pa, = [DPRR Gay = Pr, 
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und folglich 
P,AP,d,—0 für y#Bß, 


P APeDE = Up Pr: (8) 


Die Operatoren PA P, und damit auch ihre Limites A bilden also St in sich ab. 
In diesem Raum ist P, Projektionsoperator auf den von dem Element &, 
erzeugten eindimensionalen Teilraum. Daher bedeutet (8), daß |a,,|| die 
Matrix des Operators A im Raum N bezüglich des Orthonormalsystems 
{$,} ist. Die Zuordnung p, — 9, bildet $ isometrisch auf N ab und läßt hierbei 
den Operator A in den Operator A übergehen. Mit anderen Worten, die 
Komponente der Darstellung A— A in dem Teilraum N wird von einer iso- 
metrischen Abbildung von 9 auf N erzeugt, d. h., sie ist der identischen Dar- 
stelung A> A äquivalent. 

Wir betrachten jetzt die Darstellung in dem orthogonalen Komplement 
H— N. Ist sie in diesem Komplement nicht identisch gleich Null, so kann man 
wiederum einen invarianten Teilraum auszeichnen, in dem die Darstellung 
A Ä der identischen Darstellung A-> A äquivalent ist. Durch Wieder- 
holung dieser Überlegung gelangt man zu dem folgenden Satz. 


Theorem 2. Jede Darstellung A—> A der Algebra I, ist einer direkten Summe 
aus identischen Darstellungen A—> A und der Nulldarsiellung A — 0 äquivalent. 


Insbesondere folgt aus Theorem 2, daß jede irreduzible Darstellung A > A 
der Algebra I, entweder der identischen Darstellung oder der Nulldarstellung 
äquivalent ist, Mit anderen Worten, die Algebra I, besitzt (bis auf Äquivalenz) 
aur eine irreduzible Darstellung, die nicht die Nulldarstellung ist. 

Diese Eigenschaft ist für die Algebra I, charakteristisch. Man kann nämlich zeigen: Hat 
die Teilalgebra R der Algebra B($) (bis auf Äquivalenz) nur eine irreduzible, von der 


Nulldarstellung verschiedene Darstellung, so stimmt & mit I, überein (vgl. Nnumark [4] 
und RosENBERe [l]). 


3. Darstellungen der Algebra 8($). Wir betrachten jetzt eine beliebige 
Darstellung A— A der Algebra B($). Diese Darstellung ist gleichzeitig eine 
Darstellung der Algebra I,C B($). Auf Grund von Theorem 2 ist letztere 
der direkten Summe identischer Darstellungen A— A und der Nulldarstellung 
4A 0 der Algebra I, äquivalent. Dies bedeutet, daß der Raum $ der Dar- 
stellung A— A bis auf unitäre Äquivalenz als direkte Summe von Exemplaren 
9. des Raumes 9 und eines gewissen Raumes $, dargestellt werden kann, wobei 
sich unsere Darstellung A— A in jedem der Räume 9, — 9 auf die identische 
Darstellung A— A und in 9, auf die Nulldarstellung A — 0 reduziert. Hierbei 
ist es natürlich möglich, daß einer der Räume 9, oder der Raum $, fehlen. 

Wir beweisen nun: Jeder der Räume 9, = 9 und damit auch der Raum 9%, 
ist nicht nur bezüglich der Bilder A der Elemente A des Ideals I,, sondern auch 
bezüglich der Bilder der Elemente der ganzen Algebra B(H) invariant. 


20* 
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Es sei beispielsweise P’ ein Projektionsoperator von $ auf den Raum $,,- 
Für € 9, setzen wir 
ÄAE=P'AE. 
Dann ist 4’ ein beschränkter Operator im Raum $,. Von dem Raum $9,, 
darf angenommen werden, daß er mit dem Raum $ übereinstimmt, d.h., 
man darf annehmen, daß $ in $ eingebettet ist. Dann läßt sich A’ als Operator 


in & ansehen. Wir behaupten, daß A—= 4’ ist. Hierzu genügt es, zu zeigen, 
daß die Matrizen dieser Operatoren in bezug auf das Orthonormalsystem (p,} 
miteinander no.on Um dies zu erreichen, betrachten wir den 
Operator P, AP; = a,,U,,. Dann ist ||a, || die Matrix des Operators A in bezug 


auf das. System Pe}. Bei der Darstellung A— A in dem Raum 9, = 9 geht 
dieser Operator in sich über, weil er zu I, gehört. Dasselbe gilt auch für die 
Operatoren P,, U,s € I,. Andererseits geht der Operator P,AP, in den 


Operator P,A D; über. Daher gilt P, AP, = a,,U, sim Raum 9,,— 9. Hieraus 
folgt 
Fo, 92 = PAg, 92 = Ay, Pp2 = App; 9a? 
= AP 595; P,p2 = KAP,95» P,02 
= (B,AP,9, 92 = MU up Pr Par 
= u Pr: 20, = d,B 
Da aber <A’o,, 9,> das Element a,, der Matrix des Operators A’ in bezug 


auf das System {p,} ist, haben wir damit bewiesen, daß A—= 4’ ist. Hieraus 
ergibt sich 


P'(AB)E —=(AB)E, PAP'BE=A(BE), 
so daß P’A(B}) = PAP(BE) ist. 

Mit anderen Worten, es gilt PP An = P’AP'n für alle Elemente der Gestalt 
n= BE, wobei & den ganzen Raum 9,= 9 und der Operator B die ganze 
Algebra B($) durchläuft. Wir bezeinchen mit 9 die abgeschlossene lineare 
Hülle der Menge dieser Elemente BE. In 9 gilt die Gleichung 

P'Ä=P'AP'. (1) 
Wegen 9,,< 9 gilt in dem Komplement $ — $ die Beziehung P’ = 0. Daher 
gilt die Gleichung (1) auch in $—$, so daß sie im ganzen Raum $ gilt. 
Wenden wir nun auf beide Seiten der Gleichung (1) die Involutionsoperation 
an und. ersetzen danach A durch A*, so erhalten. wir 


AP—-PAP. 
Hieraus folgt PA—= AP’,d.h., der Raum 9, = $ reduziert alle Operatoren A. 
“ Die Gleichung A—= 4’ nimmt jetzt die Gestalt 
AE=P'AE=APE=AE für &cH 
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an, d.h, im Raum 9 = $,, reduziert sich die Darstellung A— A der ganzen 
Algebra B(H) ebenfalls auf die identische Darstellung A— A. 

Im Raum $, gehen alle Operatoren der Algebra I, in den Nulloperator 
über, Folglich ist die Darstellung in diesem Raum gleichzeitig eine Dar- 
stellung der Quotientenalgebra B(9)/I,. 

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 


Theorem 3. Jede Darstellung der Algebra B(H) ist die direkte Summe 

an Degen A> 4 und einer Darstellung der Quotientenalgebra 
SlT- 

je ö separabel, so ist I, ein maximales zweiseitiges Ideal in B(9) und 

H)/Z, eine einfache Algebra. Daher ist jede Darstellung der Algebra B(H)/I,; 
die von der Nulldarstellung verschieden ist, eine isomorphe Abbildung dieser 
Algebra in eine Algebra von Operatoren in einem Hınzerrschen Raum. 

Das Problem, alle Darstellungen der Algebra B($)/I, anzugeben, ist bis 
jetzt noch nicht gelöst worden. Bekannt ist lediglich eine konkrete Darstellung 
dieser Algebra. Sie wurde von I. W. CArkın [1] konstruiert. 


Die Ergebnisse aus $$ 17 bis 21 und $ 22, Nr. 2, stammen im wesentlichen von I. M. GsL- 
FAND und NE#umaArk [6] (vgl. auch NEUMARK [2]), die Ergebnisse aus $ 22, Nr. 3, von 
NEUMARK [2] und die Ergebnisse aus $ 17, Nr. 4, sowie der Spektralsatz von N. Duxrorp [1]. 

. Hinsichtlich der Ergebnisse aus $ 17, Nr. 5, sind M:K. Faoz [1] und N. Dunroro [2] zu 
nennen; einige dieser Ergebnisse erhielt unabhängig von diesen I. Szcau [1—E]. 

Das Theorem 5 aus $20, Nr. 4, haben für den Fali der Gruppenalgebra einer lokal 
bikompakten kommutativen Gruppe unabhängig voneinander zuerst A. Wsır [1] und 
M. G. Kram [7] (vgl. $ 31, Nr. 4) bewiesen. Für Algebren hat ihn zuerst BR. GoDEMENT [7] 
bewiesen; in einer reduzierten Formulierung steht dieser Satz in dem Buch von L.H. 
Loomis [1]. Zu bemerken ist in diesem Zusammenhang, daß in allen Beweisen dieses 
Satzes der Grundgedanke derselbe ist wie bei M, G. Kram [7]. Der von A. :Wzit [1] an- 
gegebene Beweis benutzt Struktureigenschaften einer lokal bikompakten kommutativen 
Gruppe. Das Theorem 1 aus $ 22, Nr. 1, stammt von I. W. Carkıs [1]. 


KAPITEL V 


SPEZIELLE ALGEBREN 
$23. Vollsymmetrische Algebren 


1. Definition. Beispiele für vollsymmetrische Algebren. In $14, Nr. 2, 
haben wir eine BawacHsche symmetrische Algebra R mit Einselement voll- 
symmetrisch genannt, wenn es zu jedem Element x € Rein Element (e + «*x)"? 
in R gibt. 

Als Beispiel für eine vollsymmetrische Algebra kann jede Algebra C(M) 
dienen, die zu einem bikompakten Raum M gehört; denn in diesem Fall ist 


_ 1 
Hr an 


ein Element von CM). 

Nach $ 16, Nr. 2, Tiheorem 2, ist jede vollständige vollreguläre kommutative 
Algebra R mit Einselement einer Algebra C(M) vollisomorph und folglich 
eine. vollsymmetrische Algebra. 

Ferner gilt: 


I. Jede abgeschlossene symmetrische Teilalgebra R der Algebra B(H) mit 
Einselement ist eine vollsymmetrische Algebra. 


Um dies zu beweisen, setzen wir |A|=c und 
1 
Bear el—4*4); 
wegen 0S ArAs, DZSArEE ist 0s «BE, EI < —— 
folgt |B| < 2 —i 
Dann folgt aber aus der Beziehung 


Fr <E,E&>. Daraus 
<.1, so daß also 1 — B ein inverses Element in R besitzt. 


4*A-1=(&-+1) ( en (21 44) (@+ D)A-—D), 
daß AFA--1 ebenfalls ein Inverses in R hat. 

Jede Banachsche reduzierte Algebra mit minimaler regulärer Norm ist 
einer abgeschlossenen Teilalgebra von B($) vollisomorph (vgl. $18, Nr. 3, 
Satz 1). Deshalb gilt: 


II. Jede Banachsche reduzierte Algebra mit minimaler regulärer Norm, ist 
eine vollsymmeirische Algebra. 
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Weiter gilt: 

III. Jede maximale symmetrische kommutative Teilalgebra einer vollsym- 
metrischen Algebra ist wieder eine vollsymmetrische Algebra. 

Beweis. Gegeben sei eine maximale symmetrische kommutative Teil- 
algebra K einer vollsymmetrischen Algebra R und ein Element x € K. Dann . 
existiert in R das Element y= (e+ x*x)-!. Da y mit allen Elementen aus K 
vertauschbar ist und K maximal sein sollte, ist y ein Element aus K. Das 

bedeutet aber, daß K vollsymmetrisch ist. 


2. Spektrum. In $8, Nr.4, nannten wir die Gesamtheit aller komplexen 
Zahlen A, für die (« —Ae)-* nicht in R enthalten ist, das Spektrum des Ele- 
ments x von R. 

Es sei R eine Bawacusche Algebra mit Einselement und x ein Element 
aus .R. 


I. Ist || > ||, so gehört A nicht zum Spektrum von x. 


In diesem Fall gilt nämlich »— je = — lee) mit 4 2 <1, so daß 
(e — ke) =—A” 1(e—2) in R liegt. 


IL. Liegt ="! in R und ist |A|"*> ler], so gehört A nicht zum Spektrum von x. 
Dieser Satz folgt aus dem ee denn es ist 


(.—RMe)t=—a (at Arteyiaı, 


III. Besieht das Spektrum eines hermiteschen Elements x einer BauacHschen 
symmetrischen Algebra R mit Einselement nur aus der Null, so gehört x zum 
reduzierenden Ideal dieser Algebra. 

Beweis. Es sei R, eine maximale kommutative symmetrische Teilalgebra 
von R, und es sei x € R,. Das Spektrum von x bezüglich R, stimmt mit dem 
Spektrum von x bezüglich .R überein (vgl. $10, Nr.1, Satz V) und besteht 
folglich nur aus der Null. Dann gehört x allen maximalen Idealen von R, und 
demnach auch dem Radikal von R, an. Es ist also 


lim Vz —=0 
R-—>00 


(vgl. $10, Nr. 3), und die Ungleichung (3) aus $10, Nr. 4, zeigt, daß x zum 
reduzierenden Ideal von R gehört. 

IV. Besteht das Spektrum eines hermiteschen Elements x der Banachschen 
reduzierten Algebra R nur aus der Null, so ist x = 0. 

In diesem Fall ist nämlich das reduzierende Ideal gleich (0) und folglich 
=. ER 

Wir setzen jetzt voraus, daß R eine vollsymmetrische Algebra ist. 

V. Jedes. hermitesche Element einer vollsymmeirischen Algebra hat ein reelles 
Spektrum. 
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Beweis. Es sei x ein hermitesches Element. Wir setzen y= In. Nach 
Definition existiert dann das Element 


ARE PN LEN PEBE BE SEHE TERN De 


‘und folglich auch das Element z= («2 -+ |r|2e)-1. Hieraus folgt 


e=2(® + |Te)=z(c+ijrle)@—ilrle), 
d. h., es existieren ebenfalls die Elemente 
(«+ilrjet und &—ilrje)! 
für jedes T=#0. 

Es sei jetzt A= co --ir eine beliebige komplexe Zahl (r=+0). Ist & ein 
hermitesches Element, so ist x — oe ebenfalls hermitesch. Also existiert das 
Element 

(©— ce —ire)'= (&—4e)!. 


Somit gibt es kein komplexes A, das zum Spektrum des hermiteschen Ele- 
ments x gehört, d.h., das Spektrum ist reell. 


VI. In einer vollsymmetrischen Algebra besitzi jedes Element der Form 
x*x ein reelles nichtnegatives Spektrum. 


Beweis. Da z*x ein alas Element ist, muß sein Spektrum reell 
m 

1 —i 
W*y+e'= (z.*= + e) = A(x"z-+ de), 


sein. Es sei A > 0. Wir setzen y= 


so daß also die negative Zahl —A nicht dem Spektrum des Elements x*x 
angehört. 

Es sei jetzt RE eine reduzierte vollsymmetrische Algebra. Mit P und P* 
bezeichnen wir die Gesamtheit aller hermiteschen Elemente der Algebra R 
mit nichtnegativem bzw. positivem Spektrum. 


VII. Jedes Element x € P* läßt sich in der Form x = y?% mit yE P* dar- 
stellen. 

Beweis. Wir bezeichnen mit K eine maximale kommutative Teil- 
algebra der Algebra R, die x enthält. Das Spektrum von x bezüglich K ist 
positiv, so daß es genügt, Theorem 7 aus $11, Nr. 6, und seine Folgerung 
auf das Element x € K und den auf der positiven Halbachse positiven Zweig 
der analytischen Funktion f(£)= VE anzuwenden. 


vII. Für z&EPundAZ0istizEP. Ist jedoch zeEP, x=+0 an 
so ist An P. 

Bei Multiplikation des Elements x mit der Zahl A werden alle Zahlen des 
Spektrums mit A multipliziert. Ist aber zE Pund AxE P für ein gewisses 
A <.0, so besteht das Spektrum von x nur aus der Null, und folglich ist x — 0 
wegen Satz IV. 
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IX. Au 2, EP fl , + EP. 

Man braucht hier nur zu zeigen, daß (24 -H & + Ae)-! für A > 0 existiert. 

Es sei 0 <A, <A. Wir setzen ,—=2—A,; dann ist auch 0 <A,<A. Da 
x + Ayeund 2, + Age zu P* gehören, lassen sich die Elemente x; + A, x + Age 
wegen Satz VII in der Form 


+ he=y%, yıcP*, ythe=y, WEP*, 


darstellen. Es existiert 
2= (2,4 Ae)"! 


wegen &, € P, und wir erhalten 
Yylyı2) = (+ hd)? = 


infolgedessen existiert y!. 
Wir schreiben &,+ x,+ Ae in der Form 


nn t+%t+ile=n+ Aye+®g+ ke=ytypmdiletym’p- 


Da y7° existiert, genügt es zu zeigen, daß (e+ Y Kon 1 existiert. Dazu braucht 
man nur zu beweisen, daß das Spektrum von y7?y2 nichtnegativ ist. Dies folgt 
aber aus der Beziehung 


een ai ad) yı; 


denn infolge Satz VI ist das Spektrum von (y,y7*)* (yayr*) nichtnegativ, 
und die Abbildung x yy'xy, ändert das Spektrum von x nicht. Damit ist 
Satz IX bewiesen. 


3. Fortsetzungssätze. Wir bezeichnen mit HZ die Gesamtheit aller her- 
miteschen Elemente der vollsymmetrischen reduzierten Algebra R. Dann 
ist H ein reeller Bawachscher Raum. 

Die Sätze VIII und IX aus Nr. 2 sagen aus, daß P ein Kegel im Raum H 
ist (vgl. $3, Nr. 10). 

Offenbar enthält P das Einselement e der Algebra R. Wir en daß e ein 
inneres Element des Kegels P ist. 

Es si z=e-+y mit yceH und |y] <1. Aus dem Beweis von Satz I 
in $ 10, Nr. 4, folgt, daß sich x in der Form x = x? mit x, € H darstellen läßt. 
Deshalb ist x € p. Somit gehören alle Elemente x aus H, die der Bedingung 
le—x| < 1 genügen, zum Kegel P. Folglich ist e ein inneres Element von P. 


I. Für jedes abgeschlossene Linksideal I, einer vollsymmetrischen Algebra R 
existiert ein positives Funktional f(x) mit der Eigenschaft 


fe)=]1, Ha*rx)=0 für alle sch. 


Beweis. Wir setzen zuerst voraus, daß R auch reduziert ist. Es sei I? 
die Gesamtheit aller hermiteschen Elemente von -I,. Offenbar ist If® ein 
abgeschlossener Teilraum des Raumes H. Da R eine reduzierte Algebra ist, 
muß P ein Kegel in H mit dem inneren Punkt e sein. Wir bezeichnen mit H’ 
die Gesamtheit aller Elemente der Form Ae-+y, wobei yE If® und A eine 
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reelle Zahl ist. H’ ist Teilraum von H. Wir setzen auf H’ 
i (ke + Yy ) = A, 


insbesondere f{e)= 1 und f(y)=0 für ye I}®. Das so erhaltene Funktional 
ist für € H’N P nichtnegativ; denn fürze H’NP ist 


x—Ae=yEel®c1, 


und folglich existiert (« — Ae)-! nicht. Dies kann aber nicht eintreten für 
A<0, denn esistxE P. Alsomuß} >O sein,d.h.fe)=/y+A)=-A2>0. 
Nach einem Satz von Kram (vgl. $3, Nr. 10, Theorem 2) läßt sich das 
Funktional f(x) zu einem reellen Funktional im ganzen Raum 4 derart 
fortsetzen, daß es auf dem Kegel P nichtnegative Werte annimmt. 
Jedes Element x aus R können wir in der Form 


s=2 + im, %2,mCH, 
darstellen. Wir setzen 
fx) = Ha) + ifo). 


Dabei ist f(x) ein positives Funktional; denn da x*x € P ist, folgt f(x"x) > 0; 
weiter ist «"x € IP für € I, und folglich f(x*x) = 0. Aus der Schwarzschen 
Ungleichung |f(x)|? < f(e)f(x*x) folgt dann, daß auch (x) = 0 ist. 

Es sei jetzt R eine beliebige vollsymmetrische Algebra, I ihr reduzierendes 
Ideal, 2’= R/I die entsprechende reduzierte Algebra und I; das Bild des 
Ideals I, bei dem natürlichen Homomorphismus von R auf R’. Offenbar ist 
auch RE’ vollsymmetrisch. Wie schon bewiesen wurde, existiert ein positives 
Funktional / (x) in R’, das auf I; gleich Null und für e’ gleich Eins ist. Dann 
genügt das Funktional f(x) = f(x’) für x € x’ allen gestellten Forderungen. 


II. Das Radikal einer vollsymmetrischen Algebra stimmt mit dem reduzierenden 
Ideal überein. 

Beweis. Auf Grund von $ 18, Nr. 2, Satz VII, ist das Radikal stets in dem 
reduzierenden Ideal enthalten. Deshalb brauchen wir nur zu zeigen, daß 
jedes Element des reduzierenden Ideals dem Radikal angehört. Es sei x, ein 
Element derart, daß 

fa 20) = 0 


für alle positiven Funktionale f gilt. Wir beweisen, daß x, dem Radikal an- 
gehört. Da das Radikal gleich dem Durchschnitt aller maximalen Links- 
ideale ist (vgl. $7, Nr. 5, Satz I), genügt es nachzuweisen, daß x, allen maxi- 
malen Linksidealen angehört. 

Es sei M, ein maximales Linksideal. Nach Satz I gibt es dann ein positives 
Funktional /,(x) mit 


"hke)=1 und Alarr)=0 fürall zEM). 


Andererseits bildet die Gesamtheit aller Elemente x, die der Bedingung 
Fo(&*x) = 0 genügen, ein Linksideal (vgl. $ 17, Nr. 3), das M, enthält. Da dieses 
Linksideal maximal ist, stimmt es mit M, überein. Mit anderen Worten, die 
Gleichung f,(z*x) = 0 gilt nur für Elemente x € M,. Insbesondere folgt aus 
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‚der Gleichung },(zi x,) = 0, daß x, zu M, gehört. Die Behauptung ist damit 
bewiesen. 

. Aus Satz II folgt, daß die vollsymmetrischen halbeinfachen Algebren mit den 
vollsymmetrischen reduzierien Algebren übereinstimmen. 


II. Es sei R, eine abgeschlossene symmetrische Teilaigebra einer vollsym- 
‚meirischen Algebra R. Ferner enthalte R, das Einselement. Dann läßt sich jedes 
‚positive Frunktional },(x) über R, zu einem positiven Funktional über R fort- 
‚setzen. Ist außerdem das Funktional f,(x) über R, unzerlegbar, so kann es zu 
einem unzerlegbaren Funktional über R fortgesetzt werden. 

Beweis. Wir bezeichnen mit H, und Z die Gesamtheit aller hermiteschen 
Elemente der Algebren R, bzw. R. Dann ist H, ein abgeschlossener Teilraum 
in H. Das positive Funktional f(x) über R, läßt sich als lineares Funktional 
über H, auffassen, das für alle Elemente aus PNH, nichtnegative Werte 
annimmt. Auf Grund des erwähnten Satzes von KrEın kann man dann f(x) 
zu einem linearen Funktional über H fortsetzen, das auf allen Elementen von P 
nichtnegative Werte annimmt. Jetzt braucht man nur die gleichen Über- 
legungen wie am Ende des Beweises von Satz I anzustellen. 

Nun sei das Funktional /,(=) über R, irreduzibel. Ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit kann man f, (e) = 1 annehmen. Mit K bezeichnen wir die Gesamt- 
heit aller positiven Funktionale f(x) über R, die über R, mit ,(x) überein- 
stimmen. Offenbar ist K eine schwach abgeschlossene konvexe Menge in dem 
zu H konjugierten Raum H’. Nach dem Satz von KrEın und Mirman ($3, 
Nr. 9) enthält K mindestens einen extremalen Punkt, den wir mit F,(x) 
bezeichnen wollen. 

Wir werden zeigen, daß F,(x) ein unzerlegbares Funktional über R ist. Das 
Funktional F,(x) lasse sich in der Form 


Poa)=AF,(&) + (L—MFy;(e) 108) 


darstellen, wobei 0<A<1 sei und F, (x), F,(x) normierte!) positive Funk- 
tionale über R sein mögen. Betrachtet man (1) nur für Elemente zE R,, 
so erhält man insbesondere 


Sr) HANhe); 


dabei sind /, (x) und fs(&) die Einschränkungen der Funktionale F, (x) bzw. 
F,(z) auf R,. Da aber /,(x) unzerlegbar ist, müssen die Funktionale /, und f, 
Vielfache von f, sein. Wegen der Normiertheit von f, und fs folgt 
hi) = ha) = fl®) 

über R,, d.h., über R, ist F, (x) = F,(x) = f(x), also FF}, F,EK. 

Dann läßt sich aus (1) ablesen, daß F, und F, Vielfache von F\, sind, da F, 
extremaler Punkt von K ist. Damit ist die Unzerlegbarkeit von F, bewiesen. 

Es sei R, eine Teilalgebra von R, und es seien x— A,, 2> B, Dar- 
stellungen der Algebren R, bzw. Rin den Räumen 9, bzw. 9. Die Darstellung 


1) Wir erinnern daran, daß wir ein positives Funktional f(x) normiert nennen, wenn 
fe) =1 ist (vgl. $19, Nr. 4). 
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x— B, nennen wir eine Erweiterung der Darstellung x -> A,, wenn Sc 5 
st und für elle z ER, und &c$, 


| A,g= ByE 
gilt. 

Theorem 1. Es sei R, eine abgeschlossene symmetrische Teilalgebra einer 
vollsymmetrischen Algebra R, und R, enthalte das Hinselement. Dann läßt 
sich jede Darstellung von R, zu einer Darstellung der ganzen Algebra R erweitern, 
wobei jede irreduzible Darstellung von R, zu einer irreduziblen Dorstellung von R 
erweitert werden kann. 

Beweis. Es sei zunächst <— 4A, eine zyklische Darstellung der Algebra R, 
und £, ein zyklischer Vektor von $,. Dann ist /, (x) = <4A,£,, &> ein positives 
Funktional über R,. Nach Satz ILl kann man es zu einem positiven Funktional 
F,(x) über R fortsetzen, welches die zyklische Darstellung x — B,der Algebra R 
in einem gewissen Raum 9 bestimmt. Dabei ist F,(@)= <B,n; 1%), wobei 7, 
ein zyklisches Element in 9 ist (vgl. $17, Nr. 3, Theorem 2). 

Der Raum $9, ist die abgeschlossene Hülle der Menge aller Elemente 
A,&,, x € R,, denn £, ist ein zyklisches Element. Jedem Element A,£, soll das. 
Element B,n, entsprechen. Diese Zuordnung bildet $, auf einen Teilraum in $ 
isometrisch ab; denn wegen F,(x) = f,(z) für zE R, gilt 


Az: Ars = Fole*2) = Fole*r) = Bm: Ban» für zER.. 


Identifizieren wir 9, mit seinem Bild in 9, so wird $, Teilraum von 9, 
und. &, stimmt mit n, und A,E mit B,£ für alle EE 9, zE ER, überein. Somit 
ist für die zyklische Darstellung € —> A, der erste Teil des Satzes bewiesen. 
Ist die Darstellung «> A, nicht zyklisch, so ist sie die direkte Summe zy- 
klischer Darstellungen. Erweitern wir jede dieser Darstellungen und bilden 

“ wir die direkte Summe der erhaltenen Erweiterungen, so erhalten wir eine 
Erweiterung der ursprünglichen Darstellung &— 4,. 

Ist die Darstellung «— A,der Algebra R, irreduzibel, so ist /, (x) ein unzerleg- 
bares Funktional. Wegen Satz III kann dann auch das Funktional F, (x) 
unzerlegbar gewählt werden, und die entsprechende Darstellung e— B, der 
Algebra R ist ebenfalls irreduzibel. 

Wir nennen das positive Funktional f(x) über der Algebra R eindimensional, 
wenn für alle z,yER 

fay)=t@/) 
gilt. 

Jedes eindimensionale Funktional erzeugt eine Sr UÄTRERMONAE und folglich. 
irreduzible Darstellung einer Algebra. 


In der Tat, ist «— 4A, die durch das Funktional erzeugte Darstellung, 
so gilt 


Iw*o)|= KAzEo, Bi a: &o] AySol = KAzezbo 63? KAyyia, 80° 
= (fia* o)* (fw' 4)? = | |F@i- 
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Da nach Voraussetzung f{y*x) = f{y*) (x) ist, gilt hier überall das Gleichheits- 
zeichen. Das ist aber nur dann möglich, wenn die Vektoren A,f, und A,& 
‘proportional. sind. Folglich ist der Raum der Darstellung eindimensional. 
Somit ist A,&,= p(@)&,, wobei p(x) ein Skalar ist. Daraus ergibt sich 


fa) = <A, Er = Pl) Er, En = PR) 
A,&= fx) 80. 


Wenden wir Theorem 1 auf ein eindimensionales Funktional an, so erhalten 
wir die 

Folgerung]. Es seien R und R, die Algebren aus T’heorem 1. Ist f{x) ein 
eindimensionales Funktional über R,, so existieren eine irreduzible Darsiellung 
x— A, der Algebra R und ein Vektor &, im Raum 9 dieser Darstellung derart, 


.da, 

i A,ö=f@a& 
für alle Elemente x € Rı gilt. 

Es sei insbesondere R, eine maximale symmetrische kommutative Teil- 
algebra einer vollsymmetrischen Algebra R. Nach Nr.1, Satz IH, ist $, 
‚ebenfalls vollsymmetrisch. Die unzerlegbaren positiven Funktionale über R, 
haben die Form f(x) = x(M), wobei M ein maximales Ideal in R, ist (vgl. die 
Bemerkung auf Seite 284). Deshalb sind alle unzerlegbaren positiven Funktionale 
über R, eindimensional. 

dedes normale Element x, € R läßt sich in eine maximale symmetrische 
kommutative Teilalgebra von R einbetten (vgl. $ 10, Nr. 1), und infolge $ 10, 
Nr. 1, Satz V, stimmt das Spektrum von x, in R mit dem Spektrum in R, 
überein. Ist aber A, ein Punkt des Spektrums von x,, so gilt 4, = u(M): 
wobei M, ein maximales Ideal von R, ist. Wenden wir die Folgerung 1 auf 
die Algebra R,, das eindimensionale Funktional },(2) = x(M,) und das 
Blement z,E R, an, so erhalten wir die 


und 


Folgerung 2. Ist }, ein Punkt des Spektrums des normalen Elemenis x, 
der vollsymmetrischen Algebra R, so gibt es eine irreduzible Darstellung <> A, 
von R und einen Vektor &, im Raum dieser Darstellung mit 


An Eo=Aoko- 


Somit entspricht jedem Punkt eines (sogar kontinuierlichen) Spektrums 
ein Eigenvektor im Raum einer irreduziblen Darstellung. 


Der Folgerung 1 kann man eine einfache quantenmechanische Deutung geben. 

Jedes quantenmechanische System $ bestimmt auf natürliche Weise eine Banachsche 
symmetrische Algebra, nämlich die Algebra aller beschränkten Operatoren, welche die 
Größen in diesem System definieren. Als abgeschlossene Teilalgebra der Algebra 8 (9) 
ist sie eine vollsymmetrische Algebra (vgl. Nr. 1). Ein positives Funktional /(z) in dieser 
Algebra wird durch einen Vektor &,bestimmt: f(x) = (A, &,, &,), d.h. durch einen gewissen 
Zustand des Systems 8, wobei f(x) die mathematische Erwartung der Größe # in diesem 
Zustand ist. 

Ist f(x) ein eindimensionales Funktional über der Teilalgebra R,, so besagt die Folge- 
zung 1, daß im Zustand &, aus dem Raum 9 einer irreduziblen Darstellung von R alle 
Größen z aus R, den Wert f(x) haben. 
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4. Kriterium für die Vollsymmetrie. 


Theorem 2 (D. A. Rarkow [5]). Eine Banachsche symmetrische Algebra: 
R mit Einselement ist genau dann vollsymmetrisch, wenn für jedes Element: 
xER die Gleichung 


sup (ax) =Em vi («*x)"| (di) 


‚gilt, wobei auf der linken Seite von (1) die obere Grenze über alle positiven Funk- 
tionale zu bilden ist, die der Bedingung f(e) = 1 genügen. 

Beweis. Es sei R eine vollsymmetrische Algebra und x € R. Wir bezeichnen. 
mit Y eine beliebige maximale symmetrische kommutative Teilalgebra von R, 
die das Element «*x enthält. Nach Nr. 1, Satz IIL, ist X vollsymmetrisch, 
und #*x nimmt auf allen maximalen Idealen M von X nichtnegative Werte 
an. Da 


max (x*x) (M) = lim Y|(@*2)"| 


ist, existiert in X ein maximales Ideal M, mit 
(«*x) (M,) = lim V(@*2)"]. 
No 
Wir setzen für yEe4 hy)=y(M.)- 


Aus der Vollsymmetrie von X folgt, daß /,(y) ein positives Funktional über X 
ist, das man nach Nr. 3, Satz III, zu einem positiven Funktional /, (y) über 
ganz R fortsetzen kann. Dann ist 


fıla*2) = Io@a*2) lim Verz"| 


und folglich V——— 
supf(z*x) > lim V («*2)"|. 
f N—>X 


Andererseits ergibt sich aus $10, Nr. 4 (3) für f(e)=1 
f(a*a) < lim /|(@*2”] 
NR 


oder 7 
sup f{«*x) < lim Y|(@*«)"|, 
i NRm>0o 


womit die Gleichung (1) bewiesen ist. 

Wir nehmen jetzt an, daß in R die Gleichung (1) erfüllt ist, und werden 
beweisen, daß .R eine vollsymmetrische Algebra ist. Nach $ 18, Nr. 3, Theorem2, 
ist die linke Seite von (1) das Quadrat der minimalen regulären Norm von x. 
Diese Norm!) bezeichnen wir mit|z|,. Dann gilt für jedes positive Funktional p 
die Ungleichung 

Y(@*x) <ple)|a*z|o. (2) 


1) Wir erinnern daran, daß |x|, = 0 auch für < + 0 sein kann, so daß ||, in Wirklichkeit 
die Norm in der reduzierten Algebra ist. j 
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Wir zeigen, daß für jedes positive Funktional f 
fa*zx*z) < a*x)|a*zo (8) 


ist. Für f(a*z2*x2)= 0 ist die Behauptung trivial; also nehmen wir 
fia*zx*x) >0 an. Dann ist 


Harzata) = ((wata)*2) < Warautaata) fern). (4) 

Andererseits erhalten wir 

fa*za*xı*x) < fa*xa*e)|a*x|o, 
wenn wir die Ungleichung (2) auf das positive Funktional 

eW) = fa*ryr*e) 

anwenden. Setzen wir die letzte Ungleichung in (4) ein, so folgt 

fa*zata) < Vf (a*za*a) |a*z|f(a*2), 
woraus sich (3) ergibt. 


Wir müssen noch zeigen, daß für jedes zE R das Element (e-+ x*x)"! 
existiert. Hierzu schreiben wir formal 


(e + +2) "= ((x*2|+De— (a*x|pe— x*x))"" 


= 1 ( ja*#|je— x*2\-1 
I®*zlo+1 I»*2|o+1 ) 
1 |.*2|oe—x* =\ 5 
— Tarzlo+l >| ja*z|o +1 2 (&) 


Das Element (e+ x*x)-! existiert, wenn die Reihe (5) in & im Sinne der 
Norm absolut konvergiert. 


Wir setzen y= |x*z|je— x*x. Dann ist 
Iyb= sup IY*y) <|a*z)o; (6) 
Ke=1 
denn aus (3) folgt 
IW*y) = MHa*zlie — 2|e*2|oa*r + +*er*z) 

= |«*2]5 — 2]a*z|of(a*x) + Harra*x) 

< |a*23— 2|e*zof(a*x) + ax] f(a*z) 

= |«*2— |e*z|of(a*r) < |a*]8 
und hieraus (6). Da nach Voraussetzung |y|, = ‚im Sr yr list, läßt sich (6) 
in der Form 

lim Vr] <|a*x|, 
NnX 

oder 


lim v ((z*z2|pe — a*x)*| < |x*z|, 
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schreiben. Daraus ergibt sich fürn =, 
Ida*zbe—ata)t]<(atel+ 3)". 
und folglich ist 


1 N 
B5 ee e $ ( 
nn, \ je*zlo+l nr Wahr)" 


Die Reihe in (5) ist also gleichmäßig konvergent, womit die Vollsymmetrie 
von R bewiesen ist. 


$ 24. Vollreguläre Algebren 


1. Eigenschaften vollregulärer Algehren. Wir erinnern zunächst daran, daß 
wir eine symmetrische normierte Algebra R vollregulär nennen, wenn für alle 
zEeR 

"||? M) 
gilt (vgl. $16, Nr. 1). Vollreguläre Algebren sind beispielsweise die Algebra 
COM) aller auf dem bikompakten Raum WM stetigen Funktionen und die 
Algebra B(H) aller im Hınzertschen Raum 9 beschränkten linearen Opera- 
toren. 

I. Jede vollreguläre Algebra ist halbeinfach. 

Denn ist x ein Element des Radikals einer solchen Algebra, so gilt (vgl. 
$ 10, Nr, 3) 

0 = lim [|(«*2)"| = lim Vetz]? = |a*x| = |e) 
NR—0O N->00 


und folglich <= 0. 
Insbesondere gilt: 


II. Jede symmeirische Teilalgebra von B(H) ist halbeinfach. 

Nun sei h ein hermitesches Element einer vollständigen vollregulären 
Algebra R und W eine abgeschlossene kommutative symmetrische, das 
Element A enthaltende Teilalgebra von R. Dann ist X eine vollständige voll- 
reguläre kommutative Algebra und daher einer Algebra C, (7), die zu einem 
lokal bikompakten Raum T gehört, vollisomorph (vgl. $16, Nr. 2). Die 
Funktion .h(f), die dem Element h bei diesem Isomorphismus entspricht, 
nennen wir die Funktionaldarsiellung von h und schreiben k=h{t). Diese 


Funktionaldarstellung hängt von der Wahl der das Element h enthaltenden 
Algebra Y ab. Jedoch gilt in jedem Fall 


In =sup|a0l. 


‘ Ferner ist h(t) stets eine reellwertige Funktion. 
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Lemma 1. Ist h ein hermitesches Element einer vollständigen vollregulären 
Algebra R, so besitzt h? in R ein quasiinverses Element (h?) mit 


h1? 
eye: ) 


Beweis. Es sei k(t) die Funktionaldarstellung von %, die einer abgeschlos- 
senen kommutativen symmetrischen Teilalgebra WC _R entspricht. Dann ist 
die Funktion g(f) = un n) stetig und verschwindet im Unendlichen. 
Folglich ist g(t) € C,(T). Dies bedeutet, daß in Y das Element 9% g(k) existiert. 
Aus der Beziehung R?(t) + g(i)+ BG )g(&)= 0 ergibt sich, daß 9 Quasiinverses 
von Ah? ist. Da die Funktion ——. ‚, 0IS2= |hl2, im Intervall [0,|R]2] für 


x = |h!2 ihren größten Wert annimmt, ist 


’ [A 
@yi=lol=supls@i=Tzgap 


Lemma 2. Es sei x ein Element einer kommutativen, im allgemeinen unvoll- 
ständigen normierten Algebra R. Besitzt das Bild von x für jedes abgeschlossene 
masimale reguläre Ideal M in R bei dem natürlichen Homomorphismus R> R/M 
ein Quasiinverses in R/M, so existiert in der vollständigen Hülle R von R. ein 
(Juasiinverses von X. 


Beweis. Gäbe es in R kein Quasiinverses von x, so besäße R ein maximales 
reguläres Ideal M’, für das —x Einselement wäre (vgl. $7, Nr.4, Satz V 
und Satz VII). Dann wäre M=M’'NR ein abgeschlossenes maximales 
reguläres Ideal in R, und entgegen unserer Annahme hätte das Bild & von x 
bei dem Homomorphismus R> R/M kein Quasiinverses in R/M. 


Theorem 1. Es sei O,(T) die Algebra aller sietigen und im Unendlichen 
verschwindenden Funktionen = xz(t) über einem lokal bikompakten Raum T. 
Dann ist jede Norm |x|, in C,(T), bezüglich welcher C,(T) eine (vollständige 
oder unvollständige) normierte Algebra ist, mindestens gleich der Norm 


e1= sr 


Beweis. Die maximalen vegulären Ideale in C,(7), die bezüglich der 
Norm ||, abgeschlossen sind, bilden einen Teilraum. S von T. Es genügt zu 
zeigen, daß S in 7 dicht ist; denn dann ist 


[21h 2 supl=W)| =sup|=0|=|2]. 
tes teT 


“Wir nehmen an, 8 seiin 7’ nicht dieht. Dann gibt es in T' eine offene Menge U, 
die $ nicht schneidet, und es existiert in O,(T) eine Funktion x(t), die auf 
einer offenen Menge VC U gleich —1 und überall auf 8 ungleich —1 ist. 
Nach Lemma 2 besitzt x in der vollständigen Hülle von C,(T) bezüglich 
der Norm |x|, ein quasiinverses Element z. Andererseits läßt sich eine stetige 
Funktion y{)=0 mit y+xy= 0 konstruieren. Dazu braucht man nur 


21 Neumark, Algebren 
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y==0 auf einer in 7 enthaltenden Menge und y=0 auf der Komplemen- 
tärmenge von V zu setzen. Multipliziert man beide Seiten der Gleichung 
+ 2-+22=0 mit y, so ergibt sich xy-+ 2(y+ xy) = 0, also xy=0. Be- 
trachtet man dann die beiden Gleichungen y+ xy = 0 und xy = 0, so kommt 
man zu dem Schluß, daß entgegen der Voraussetzung y = 0 ist. Folglich ist 8 
in T dicht und das Theorem bewiesen. 

Theorem 1 zeigt, daß der Vorrat an Funktionen der Algebra O,(7) in 0,(7) 
eindeutig eine minimale Norm definiert. 


Folgerung. Es sei R eine vollständige vollreguläre Algebra, I ein abgeschlos- 
senes zweiseitiges Ideal von R und U eine abgeschlossene, von einem hermiteschen 
Element erzeugte Teilalgebra von R, und es sei J= INNX. Dann ist die natür- 
liche Abbildung von XJ in RI isomeirisch. 

Beweis. Nach der Bemerkung am Schluß von $16, Nr. 2, ist W/J einem 
gewissen C,(T) vollisomorph. Die natürliche Abbildung W/J in R/I ergibt sich, 
wenn jeder Klasse &=a+J, EX, die Klasse = a -+ I entspricht. Man 
sieht sofort, daß diese Abbildung ein Isomorphismus ist. Wegen J CI ist 


E=infa+rjeinfla+zx|=|d). (8) 
ze, zeI 


Setzen wir |&|,= |€’|, so erhalten wir in W/J eine zweite Norm, so daß 
|| >|E| nach Theorem 1 ist. Hieraus und aus (3) folgt || = |£|. 


Theorem 2. Ist in C,(T) eine zweite Norm |x], gegeben, für welche die 
vollständige Hülle von O, (M) eine halbeinfache Algebra ist, so ist |x|, der Norm 
je sup |] topologisch äquivalent. 


Bas sie Einerseits ist |x|, < O]&| nach $12, Nr. 1, Theorem 1; anderer- 
seits ist |x|< |x|, nach Theorem 1. 

Theorem 3. Jeder symmetrische Isomorphismus x— x einer vollständigen 
vollregulären Algebra R in eine vollständige vollreguläre Algebra R’ läßt die 
Norm invariant. 

Beweis. Es sei x, € R. Ferner sei X die abgeschlossene, vom Element «fx, 
erzeugte Teilalgebra in RZ und W ihr Bild in R’ bei dem Isomorphismüs 
xx. Nach $20, Nr.1, Folgerung 2, läßt der Isomorphismus x— x’ die 
Norm von X invariant. Insbesondere ist |xfx,| = |x5*x5|, also zo]? = Izol 
oder |x,| = |x,). 


2. Realisierung einer vollregulären Algebra als Operatorenalgebra. In diesem 
Abschnitt werden wir zeigen, daß jede vollreguläre Algebra mit Einselement 
einer Algebra von beschränkten Operatoren in einem Hirnserrtschen Raum 
vollisomorph ist. Zunächst beweisen wir einige Hilfssätze. Dabei bezeichne R 
eine vollständige vollreguläre Algebra mit Einselement. 

. I. Die Gesamtheit Q aller Quadrate der hermiteschen Elemente von R stimmt 
mit der Gesamtheit aller hermiteschen Elemente x € R, die der Bedingung 


e-—a|s1 My 
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für ein geeignetes c > 0 genügen, und insbesondere mit der Gesamtheit aller hermi- 
teschen Elemente x € R überein, die die Bedingung 


Izle—a|l=|e| (2) 
erfüllen. 
Beweis. Es sei x€Q. Wenden wir auf das Element = 2 mit c>|«|, 


c>0, eine beliebige Funktionaldarstellung an (vgl. Nr. 1), so erhalten wir 
0<sz{)<1 und deshalb 


Ist andererseits e als <l ai e>0, so ist (in Funktionaldarstellung) 
1-4 —— e{t JE <l und folglich 2). =o0, (> >0; d.h., es existiert ein her- 


mitesches Element y= yf{i) ER derart, daß ? = x, alsoo.x€Q ist. 
Für x = 0 kann offenbar c = |x| gesetzt werden. Deshalb ist Q die Gesamt- 
heit aller hermiteschen Elemente x € R, die.der Bedingung (2) genügen. 


II. @ ist ein in R abgeschlossener Kegel. 


Beweis. Die Abgeschlossenheit von. Q folgt unmittelbar aus (2). 


Ist x= y2, wobei y hermitesch ist, und 4 > 0, so gilt Ax = (YAy)2, wobei YAy 
hermitesch ist. Aus z€EQ und 1>0 folgt also Az EQ. 

Ist zEQ und auch Ax € Q für ein gewisses A < 0, so zeigt die Funktional- 
darstellung, daß x(f) = 0 und Ax(f) = 0 ist, woraus sich z(f)< 0 und folglich 

z()=0 und z=0 ergibt. 

Schließlich sei x,y € Q. Wählt n man c > max NER |y|), so erhält man nach 
Satz I 


le e-,|=1. 
[4 \ | © 


also. 


1 1 
ee (x »|=3 (e 
Wegen (1) ist folglich auch + yEQ. 


III. @ ist die Gesamtheit der hermiteschen Elemente von R, die ein nichtnegatives 
Spektrum haben. 


Beweis. Das Spektrum des hermiteschen Elements x ist die Gesamtheit 
aller Werte der Funktion x(f) in einer ‚Funktionaldarstellung. It = 22, 
wobei 4 hermitesch ist, so muß z{t) = (y{f)? > 0 sein. Ist dagegen x({f) > 0, 


so erhalten wir 2= y? (y hermitesch), wenn wir y(# = Yr(t) (t) setzen. 


IV. Die Elemente xy und. yx besüizen, hen von Null, das gleiche 
Spektrum. 


21* 
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. Beweis. Existiert (xy — Ae)-! und ist A =# 0, so existiert auch 


ver) t (viey—Ae)'x—e); 
denn es ist 


(y& Re) I (ylay Ae)"!x—e) 


= (ylay— he) (ay— Re)" — (ye—Ae)) = 


und analog 


+ (yley— ke) 'n—e)(yr—Ae)=e. 


V. Für jedes Element x € R ist —x*xz € Q nur für &*x = 0 möglich. 
Beweis. Wir setzen «= u-+ ?v. Dann ist 
er aet=2u -2REQ 
und 
Fr Zu + 20 + (— wat). (3) 

Wegen —x*x € Q und Satz III hat — x*x ein nichtnegatives reelles Spektrum. 
Dann hat nach Satz IV. das hermitesche Element —xx2* ebenfalls ein nicht- 
negatives Spektrum, und es ist —xz2* €Q (wieder nach Satz III). Somit 
folgt aus (3) #*z €Q. Da aber @ ein Kegel ist, ist —a*x € Q und @«*zE€Q 
nur für &*x= 0 möglich. 

Theorem 4. Jede vollständige vollreguläre Algebra mit Einselement ist 
vollsymmetrisch. 

Beweis. Wir wollen beweisen, daß «*zE€@ für alle ze R gilt. Da das 
Element &*x hermitesch ist, läßt es sich in der Form x*x = u — v darstellen, 
wobei u, vE Q und uv = 0 ist (vgl. $ 16, Nr. 2, Folgerung 8). Dann ist aber 

(zv)* (zv) = vrtev— vu —vV)V = = 


und folglich — (xv)* (xv) €EQ. Nach Satz V ist dies nur dann möglich, wenn 
(zv)* (xv)= 0, d.h. W=0 ist. Daraus folgt v=0 und @tr=ueEeQ. Es 
‚existiert also (e-+ x*x)"! für alle x€ R. Damit ist das Theorem bewiesen. 
Theorem 5. Jede vollreguläre Algebra ist einer Algebra von beschränkten 
Operatoren eines HILBERTSchen Raumes vollisomorph. 
Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß 


die vollreguläre Algebra R vollständig ist und das Einselement enthält. 


Anderenfalls läßt sich R in eine vollständige vollreguläre Algebra R, mit Eins- 


. element einbetten. (vgl. $16, Nr.1, Satz I und III). Nach Theorem 4 ist R, 


vollsymmetrisch und deshalb (vgl. $23, Nr. 4 (1)) 
sup f(a*x) = lim Y\(@*2)” |. (4) 
fe)=1  N>00 


‚Andererseits erhalten wir, wenn wir die Formel (1) von Nr. 1 auf x*x anstelle 
von x anwenden, |(«*x)2| = |x*x|2. Wiederholen wir die Überlegung, so finden 
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wir |(«*x)2*| = |a*x|?", und zusammen mit (4) ergibt sich 
sup f(a*x) — lim ers) (2x)? "= im VerF= a*x|= je]? 
Ko=1 


Die Norm in R, stimmt also mit der minimalen regulären Norm überein. 
Auf Grund von $ 18, Nr. 3, Theorem 1, ist RE, und damit auch R einer Algebra 
von. beschränkten Operatoren eines HILBErTschen Raumes vollisomorph. 


3. Die Quotientenalgebra einer vollregulären Algebra. 


Theorem 6. Jedes abgeschlossene zweiseitige Ideal I einer vollständigen voll- 
regulären Algebra ist symmeirisch, Die Quotientenalgebra BI ist ebenfalls 
vollregulär. 


Beweis. Wir setzen für ein nen xz€ R und ein beliebiges c > ) 
= x(e(a*x)?) +, (1) 
wobei (c(x*x)?)’ ein Quasinvorsn von c(x*x)? ist. Ein solches existiert, weil 


die vollständige Algebra E nach Nr. 1, Lemma 1, vollregulär ist. Dabei ist, wenn 
wir 2 = x"x setzen, 


vu legte ee ©) 


Für positives c erreicht die Funktion ihren größten Wert im Punkt 


t= Er Folglich finden wir, wenn ” ar (2). die Funktionaldarstellung 
anwenden, 
yiyıs 16 5; 
und deshalb 
iyis 5 ) 
Außerdem ist wegen Nr. 1 (2) 
er © 


Es sei jetzt J ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal von R, und es six € 1. 
Dann ist auch = a*z € I und (e2) € I. Aus (1) folgt 


ar yF— (ce?) o*. (5} 


Da —(c22)'x* € I ist und nach (3) |y*| für c— oo gegen Null strebt, ist aus (5) 
ersichtlich, daß x* € I und somit das Ideal I] symmetrisch ist. 

Wir betrachten jetzt die Quotientenalgebra R/I. Da der natürliche Homo- 
morphismus R—> R/I nur die Norm verkleinern kann, gilt die Ungleichung (3) 
auch in R/I. Es sei X eine abgeschlossene kommutative Teilalgebra in RZ mit 2 
als erzeugendem Element. Wir setzen J=INNX. Die Beziehung (4) gilt in 
Y/J, da W/J eine Darstellung als Funktionenalgebra erlaubt. Nach der Fol- 
gerung aus Nr. 1 behält (4) auch in R/I seine Gültigkeit. Faßt man (1), (3) 
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und (4) zusammen, so folgt, daß in R/I 


2 
2|<|y|-+ xy] < zlelle! 
| | #] | Krr 
gilt. Setzen wir hier c= ——. AP EIFI so ergibt sich 
eis Vel+zlel 
oder 3 - j 
zelszre,  erskl=le#el 


Andererseits ist aber |a*=| < se |x| = |x|2 (denn es ist in R/I auch |x*| = le). 
Also ist |x*x| = |x|? in R/I, womit das Theorem bewiesen ist. 


Folgerung. Bei einem symmetrischen Homomorphismus &— x einer voll- 
ständigen vollregulären Algebra R in. eine. vollständige vollreguläre Algebra R’ 
ist das Bild von R ebenfalls eine vollständige Algebra. 


Beweis. Es sei I der Kern des Homomorphismus &— x’. Dann ist I ein 
abgeschlossenes symmetrisches Ideal Z, und nach Theorem 6 ist R/I eine 
vollständige vollreguläre Algebra. Der Homomorphismus «> x’ von Rin R’ 
erzeugt den Isomorphismus ?— x’ von R/I in R’, wobei das Bild von R bei 
dem Homomorphismus x— =’ mit dem Bild von R/I bei dem Isomorphismus 
2-> x’ übereinstimmt. Nach Nr. 1, Theorem 3, ist, der Isomorphismus > =’ 
isometrisch, und deshalb ist das Bild eine vollständige Algebra. 


Beispiel. Es sei R die Algebra aller beschränkten Operatoren im Hınzerrschen Baum 
9 (R= 8(9)) und I die Gesamtheit aller vollstetigen Operatoren in 9. Dann ist I ein 
abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in R. Da RE vollregulär ist, muß auf Grund von Theo- 
rem 6 die Quotientenalgebra R/I ebenfalls vollregulär sein. Wenden wir auf R/I das 
Theorem 5 aus Nr. 2 an, so kommen wir zu folgendem Satz. j 

Theorem 7. Die Quotientenalgebra der Algebra B(9) nach dem Ideal I aller vollstetigen 
Operatoren in 9 ist einer Algebra von beschränkten Operatoren in einem HILBERTSchen 
Raum .F vollisomorph. 

Dieser Satz wurde zum ersten Mal von Carxın [1] En der die Algebra 
B(H)/I als Algebra von Operatoren in einem Hınzertschen Raum realisierte. 


$25. Duale Algebren 


1. Annullatoralgebren und duale Algebren. Es sei R eine topologische 
Algebra und 8 eine beliebige Menge in R. Wir nennen die Gesamtheit aller 
Elemente x € R, für die x = (0) ist, den Linksannullator &(8). Analog soll 
dann die Gesamtheit aller Elemente x € R, für die $=— (0) ist, der Rechts- 
annullator RS) genannt werden. Offenbar sind &(S) und RS), falls sie nicht 
mit der ganzen Algebra a abgeschlossene Links- bzw. Rechts- 
ideale. Außerdem ist 

SCERL (9) und SCRÜLS)) (1a) 


sowie 8(S,) C&US,), KS)CRIS) für 8,28;. (1b) 
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In diesem Paragraphen ist es in einigen Fällen günstig, die ganze Algebra R 
als Ideal zu bezeichnen. Dann werden wir R das uneigentliche Rechts-, Linksideal 
oder zweiseitige Ideal nennen. Ferner können wir sagen, daß L{R($)) und 
N(LLS)) abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) Links- bzw. Rechts- 
ideale sind, die 8 enthalten. 

Wir nennen R eine Annullatoralgebra, wenn 


LR)= RR) = (0) (2) 
a &1)=+ (0), (3a) 
RZ) + (0) | (3b) 


für jedes abgeschlossene Linksideal /; und jedes abgeschlossene Rechts- 
ideal I, ist. 

Wenn für jedes abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) Linksideal 7, 
und jedes abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) Bechtsideal I, 


URU))=N: (4a) 


RKRM)=1, (4b) 
gilt, nennen wir R dual. 

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar, daß jede duale Algebra auch 
Anmullatoralgebra ist. Setzen wir nämlich I, = (0) und I, = (0) in (4a) bzw. (4b) 
ein und berücksichtigen wir, daß R((0))= Rund 8.((0)) = R ist, so erhalten 
wir (2). Ferner kann für das Ideal I, nicht R(I,) = (0) sein, denn dann wäre 
LR(Z)) = L((0)) = R#+ 1], was der Bedingung (4a) widerspricht. Folglich 
ist R(Z,) + (0), also (3b) bewiesen. Analog läßt sich (33) beweisen. 

Es ist bis jetzt noch unbekannt, ob auch die Umkehrung gilt. 

I. Für eine beliebige Teilmenge 8 einer dualen Algebra ist R(L{S)) dzw. 
LNLS)) das minimale abgeschlossene (eigentliche oder wneigentliche) Rechts- 
bzw. Linksideal, das $8 enthält. 

Ist etwa I], das minimale abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) 
Rechtsideal, das $ enthält, so ist 


L=RLZ))IRLS)). 


Da R(2($)) ebenfalls ein abgeschlossenes (eigentliches oder uneigentliches) 
Rechtsideal ist, das $ enthält, muß I,— R(L2($)) sein. 


II. Sind I, und J, abgeschlossene Rechtsideale der dualen Algebra R, so ist 


UL) FRI); (5a) 
analog gilt für abgeschlossene Linksideale I, und J, 
REINTI-RM) HRG (5b) 


Beweis. Da &(I,) + 2(J,) ein (eigentliches oder uneigentliches) Linksideal 
ist, muß nach Satz I und Formel (4a) 


LIFE -ERLA) FLEIIISTEREAIAREANI-ULNT) 
sein. Analog läßt sich (5b) ‚beweisen. 
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III. Ist R eine duale Algebra, so gilt 
xezR und xzERx 
für jedes ER. 

Beweis. Wir zeigen, daß x € «R ist. Die Beziehung x € Rx läßt sich dann 
analog nachweisen. Da «R= Al UcR)) ist, genügt es zu zeigen, daß 
L(@R)z = (0) gilt. AusyeC &UzR) folgt yaR = 0. Folglich ist yx € X{R) = (0), 
ya—=0, also LxR)x = (0). 

2. Ideale einer Annullatoralgebra. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit R 
eine Annullatoralgebra mit stetigen Quasiinversen (vgl. $ 8, Nr. 6). 

IL. Ist D={yp—y:yER}, so folgt 

R)=pER:pr—x=0). 
Beweis. Ist zER(N,), so gilt y(px — 2)= (yp— y)z= 0 für alle yE R, 


so daß also px — x = 0 wegen Nr. 1 (2) ist. Haben wir umgekehrt px — x = 0, 
so folgt 


Ypr-we=ype—a)=-0 und zER). 
Offenbar gilt der analoge Satz für das Ideal 
I,={py—y:yeR). 


II. Hat das Element p kein linkes Quasiinverses, so existiert ein Element 
x ==0 mit der Eigenschaft px = x. - 

Beweis. Es habe p kein linkes quasiinverses Element. Dann ist die Menge 
I={yp—y:yER} ein reguläres Linksideal in R (vgl. $7, Nr. 4, Satz VII). 
Folglich ist auch die abgeschlossene Hülle J, ein reguläres Linksideal in R 
(vel. $8, Nr. 3), woraus R(Z,) + (0) folgt. Ist x ein von Null verschiedenes 
Element aus A(Z,), so liegt x auch in R(I,), und aus Satz I folgt px = x. 

Das Linksideal J, heißt minimal, wenn es keine von (0) und I, verschiedenen 
Linksideale enthält. Analog kann man minimale Rechtsideale und minimale 
zweiseitige Ideale definieren. Ferner nennen wir ein abgeschlossenes Links- 
ideal ein minimales. abgeschlossenes Linksideal, wenn I, keine von (0) und I, 
verschiedenen abgeschlossenen. Linksideale enthält. Analog lassen sich auch 
minimale abgeschlossene Rechtsideale und minimale abgeschlossene zweiseitige 
Ideale definieren. Ein abgeschlossenes Linksideal ist ein maximales Linksideal, 
wenn es in keinem anderen abgeschlossenen Linksideal enthalten ist. Analog 
werden maximale abgeschlossene Rechtsideale und maximale abgeschlossene 
zweiseitige Ideale definiert. Ein idempotentes Element oder kurz Idempotent 
ist ein Element p = 0 von R mit der Eigenschaft 22 = p. 


Theorem 1. Ist M, ein maximales abgeschlossenes Rechisideal von R und 
hat 2(M,) mit dem Radikal der Algebra R nur das Nullelement gemeinsam, so 
enthält Q(M,) ein Idempotent p. Dabei ist Q(M,) = Rp und 


M,=le—px:zER). (d) 
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Beweis. Wegen 2(M,)=# (0) existiert ein Element «#0, «€ %{M,). 
Dann ist aber M,C R((a)) # R, und da M, maximal ist, folgt 


R((e)) = M,. (2) 


Nach Voraussetzung gehört a nicht zum Radikal von R, so daß das Element 
—p=Ja+ ya für ein A und ein yER kein linkes Quasiinverses besitzt 
(vgl. $7, Nr. 5). Also ist +0, pE€ &(M,). Nach Satz II gibt es ein Element 
x-+0 derart, daß pr=x und folglich (p® — p)x = 0 ist. Wir zeigen, daß 
P—p=0 ist, und haben damit die erste Behauptung des Satzes bewiesen. 
Wir nehmen das Gegenteil an, nämlich 9 —p=0. Wegen P& —pEX(M,) 
folgt aus (2), wenn wir a durch pP? —p ersetzen, daß xE M, und folglich 
= px = 0 entgegen dem.oben Gesagten ist. Also muß p2 = 9 sein. 

Wegen pE &(M,) und p=+0 folgt aus (2), wenn wir « durch p ersetzen, 
daß M, = R((p)) = e — px: x € R) ist; denn es ist p (x — px) = px — px = 0 
und, falls 9y= 0 gilt, y= y — py. Daraus ergibt sich wegen Satz I und der 
Idempotenz von p 


g(M)=Rp. 


Folgerung 1. Unter den Voraussetzungen von Theorem 1 ist M, ein 
maximales Rechtsideal und X{M,) ein minimales Linksideal. Außerdem ist pR 
‚ein minimales Rechtsideal und X(p.R) ein maximales Linksideal. 


Beweis. Nach Theorem 1 ist M, regulär und außerdem nach Voraussetzung 
ein maximales abgeschlossenes Rechtsideal. Folglich ist M, ein maximales 
Rechtsideal (vgl. $8, Nr.3 und 6). Ferner ist wegen (1)!) 


R=pR-M,. (3) 


Dies ist die Zerlegung von R in eine direkte Summe der Ideale pR und M,. 
Da M, maximal sein sollte, muß also pR minimal sein. 

Wir setzen I, = 2(pR). Füry € JistypR = 0,alsoyp= 0undy=y—yn. 
Hieraus können wir schließen, daß ,= {y—yp:yER)} und folglich nach 
Satz I auch R(l,)= pR ist. 

Wir beweisen jetzt, daß I, ein maximales abgeschlossenes Linksideal ist. 
Dazu nehmen wir an, J, sei ein abgeschlossenes Linksideal, das 7, enthält. 
Dann ist (0) #R(J)) C PR. Da aber p R minimal ist, folgt hieraus R(J,) = pR, 
also Jı,pR = (0). Doch dann ist J;p = (0) nach Nr. 1, Formel (2), d. h., es ist 
JA={y—yp:y&R} = ]J,. Somit ist I, ein maximales abgeschlossenes Links- 
ideal, und da J, regulär ist, muß es auch ein maximales Linksideal sein. Aus 
der Beziehung R= I, Rp folgt also, daß Rp ein minimales Linksideal ist. 


Theorem 2. Ist I, ein nicht ganz im Radikal von R enthalienes minimales 
abgeschlossenes Linksideal oder minimales Linksideal, so enthält I, ein Idem- 
potent p, und es ist 


I=Rp, RiRp)={[a—pe:zEeR). 


1) Indiesem Paragraphen bezeichnet MN: stets die direkte Summe dex linear unabhängi- 
gen Räume M und Rt, d. h. die Gesamtheit aller Vektoren +9, ze M, yet. Somit ist 
schon aus der Schreibweise M-.N ersichtlich, daß M und R% linear unabhängig sind. 
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Beweis. Nach Voraussetzung enthält I, ein Element x,, das nicht dem 
Radikal angehört. Folglich gibt es für ein } und ein yE R zu dem Element 
—p=/2,+ yx,, das ebenfalls zu J, gehört, kein linkes Quasiinverses, und es 
ist 9#0. Nach Satz II folgt hieraus die Existenz eines Elements @ = 0 mit 
pa= a. Andererseits ist die Menge J,= fx € I,:xa= 0) ein, wenn ], ab- 
geschlossen ist, ebenfalls abgeschlossenes Linksideal, das in I, enthalten ist, 
mit I, aber nicht übereinstimmt; denn es ist p& J,, p € I,. Dies ist, da I, 
minimal ist, nur im Fall J, = (0) möglich, so daßBxza #0 fürz € I, x = 0 ist. 
Da aber ®—pEl, und @— p)a=0 ist, muß pe —p=0 und somit p 
idempotent sein. 

Wir weisen darauf hin, daß Rp die Gesamtheit aller Elemente x € R ist, 
die der Bedingung x —= xp genügen. Daher ist Rp eine abgeschlossene Menge 
und demzufolge ein abgeschlossenes, in ]; enthaltenes Linksideal. Da aber I, 
minimal ist, muß Rp= I, sein. Also ist K(I)= e — px:zE RR). 


Folgerung 2. Unter den Voraussetzungen von Theorem 2 ist I, ein mini- 
males Linksideal, N(I,) ein maximales Rechtsideal, pR ein minimales Rechts- 
ideal und Zip) ein maximales Linksideal. 


Der Beweis verläuft analog dem Beweis von Folgerung 1. 


Folgerung 3. Jedes minimale Linksideal I, aus R, das nicht im Radikal 
enthalten ist, ist abgeschlossen. 
Denn es ist J,= Rp, und Rp ist eine abgeschlossene Menge. 


Bemerkung 1. In sämtlichen vorhergehenden Resultaten lassen sich 
offenbar Links- und Rechtsideale vertauschen. 


Theorem 3. Jede vollständige vollreguläre normierte Annullatoralgebra R 
ist dual. 

Beweis. Es sei J, ein abgeschlossenes Linksideal in R. Wir zeigen zuerst, 
daß 
R=1-+(R(1))* o) 


ist. Für zELHN(RH))* ist za®=0, also x=0. Somit haben wir 
LN (RI))* = (0). Wir setzen = I (R(1))*. Ist J#R, so ist J, 
Linksideal in R und abgeschlossen. Ist nämlich e=y+2,yE& I,,2€ (R(1))*, 
so ist #2" = z2* und somit |x| |z*| > |z]2, |z| > |z|. 

Analog läßt sich |x] > |y| beweisen. Aus diesen Ungleichungen kann man 
ablesen, daß das Ideal J, abgeschlossen ist. Dann existiert nach Nr. 1, Be- 
dingung (3b), ein von Null verschiedenes Element «a € R derart, daß J,a = (0), 
La= (0) und (R(]))*a = (0) ist. 

Aus der zweiten dieser drei Gleichungen folgt «ENR(I,), also 
a* € (R(I,))*C J,. Damit ergibt sich aber aus der ersten Gleichung a*a = 0, 
was nicht möglich ist. Deshalb ist J;,= R, womit die Formel (4) bewiesen 
ist. 

Analog können wir zeigen, daß für jedes abgeschlossene Rechtsideal I, 
die Beziehung 


R=1,(8(1,)® Er) 
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gilt.. Setzen wir hier I, = R(I,), so erhalten wir 
RERI)H(LRD))* 
oder, wenden wir auf beide Seiten dieser Gleichung die Involution an, 
= (RA) LERM)- (6) 


Da I,in L(R(Z,)) liegt, ergibt ein Vergleich von (6) mit (4), daß I,— URN) 
ist. Setzen wir in (4) I,= &{I,), wenden wieder die Involution an und ver- 
gleichen mit (5), so können wir schließen, daß auch I, = R(%(I,)) für jedes 
abgeschlossene Rechtsideal I, gilt. Damit ist das Theorem bewiesen. 


Bemierkung 2. Wir weisen darauf hin, daßfür die Richtigkeit von Theorem 3 
schon eine der Bedingungen. (3) aus Nr. 1 genügt. 

Man sieht nämlich leicht, daß jede dieser Bedingungen aus der anderen durch 
Anwendung der Involution folgt, und die Bedingung (2) aus Nr. 1 ist für jede 
vollreguläre Algebra erfüllt. 


3. Halbeinfache Annullatoralgebren. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit 
R eine halbeinfache Annullatoralgebra mit stetigen Quasünversen. Aus den 
Ergebnissen von Nr. 2 ist ersichtlich, daß in der Algebra R jedes minimale 
Linksidealabgeschlossen ist und ein Idempotent enthält und daß der Annullator 
eines maximalen abgeschlossenen Rechtsideals ein minimales Linksideal ist, 
während der Annullator eines minimalen Linksideals ein maximales reguläres 
Rechtsideal ist. 


Theorem 4. Die Summe!) aller minimalen Linksideole (Rechtsideale) der 
Algebra R ist in R dicht. 

Beweis. Es sei S die Summe aller minimalen Linksideale und $ ihre ab- 
geschlossene Hülle. Ist & ++ R, so ist S ein abgeschlossenes Linksideal von R. 
Also existiert ein Element x + 0 mit $x = (0). Dann gehört x zu allen Rechts- 
annullatoren aller minimalen Linksideale, d.b. zum Durchschnitt aller 
maximalen regulären Rechtsideale. Nach $7, Nr.5, Satz III’, ist dieser 
Durchschnitt das Radikal der Algebra R und gleich (0), da R halbeinfach ist. 
Also ist «<= 0 entgegen der Annahme. Folglich ist $= A. 


I. @Genügt ein Linksideal, Rechtsideal oder zweiseitiges Ideal I aus R der 
Bedingung I®= (0), so ist I = (0). 

Beweis. Es sei etwa I ein Linksideal in R, und es sei I? = (0). Daraus ergibt 
sich (ax -+ yz)?=0 für alle Zahlen & und allexE I,yeE R, denn esiist auch 
az-+yx €]. Dann besitzt das Element z= «x-- yx das linke Quasiinverse —z, 
nn x gehört zum Radikal von R. Da R halbeinfach ist, folgt x = 0 und somit 

= (0). Analog läßt sich die Behauptung für Rechtsideale beweisen. 


*) Unter der Summe der Linksideale I{® verstehen wir die Gesamtheit aller möglichen 
Summen der Elemente x, € I{®. Analog wird die Summe von Rechtsidealen oder zwei- 
seitigen Idealen definiert. 2 
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II. Ist J, ein minimales Rechtsideal in R, so ist das von I, erzeugte. ab- 
geschlossene zweiseitige Ideal [I,] ein minimales abgeschlossenes zweiseitiges 
Ideal in R. 


Beweis. Es sei J ein in [J,] enthaltenes abgeschlossenes zweiseitiges Ideal. 
Dann ist I,N.J ein Rechtsideal, das in I, enthalten ist. Entweder gilt nun 
I,NJ= 17, also I,CJ, oder I,NJ= (0). 

Im ersten Fall ist [Z,]JC J und folglich [/,]= J. Im zweiten Fall ist 
L,JcC1LNJ= (0), also I,C&(J). Da 2(J), wie man leicht sieht, ein ab- 
geschlossenes Ideal ist, muß auch [Z,]C &(J) sein. Dann ist aber JC &J )» 
also J2= (0) und nach Satz I auch J= (0). 

Damit haben wir bewiesen, daß das Ideal [I,] minimal ist. 

Zwei Idempotente p,, ?, heißen orthogonal, wenn 9,9, = PP, = 0 ist. Ein 
System. {p} von Idempotenten heißt orthogonal, wenn je zwei verschiedene 
Idempotente dieses Systems orthogonal sind. Das Idempotent p heißt 
irreduzibel, wenn es nicht als Summe zweier orthogonaler Idempotente dar- 
gestellt werden kann. 


III. Ist pR ein minimales Rechtsideal (Rp ein minimales Linksideal), so 
ist p ein irreduzibles Idempotent. 


Beweis. Es sei p reduzibel, p= 9, + Ps: PıPa = PaPı = 0. Dann ist 
pR=PpRCpR pR=ppRCpR und 


pR=mR-{ PR. () 


Es ist nämlich px = 9% + Pax, und ist 9,2 -+ 9, = 0, so erhalten wir, wenn 
wir diese Gleichung von links mit p, und 9, multiplizieren, 9,2 = Py= 0. 
Aus (1) folgt aber, daß pR kein minimales Rechtsideal ist. 


IV. Ist pR ein minimales Rechtsideal und a € R, so ist entweder apR = (0), 
oder apR=p'R ist ein minimales Rechtsideal. 


Beweis. Die reguläre Linksdarstellung x-> az bildet pR auf apR ab. Der 
Kern dieser Abbildung ist ein Rechtsideal, das in pR enthalten ist. Folglich 
ist entweder dieser Kern gleich (0) und die Abbildung eineindeutig, oder er 
stimmat mit pR überein, und es ist apR = (0). 

Im ersten Fall ist ap.R ein minimales Rechtsideal von R, woraus apR = BR 
für ein irreduzibles Idempotent 9 folgt. 


V. Jedes Rechtsideal I, von R enthält ein minimales Rechisideal und folglich 
ein irreduzibles Idempotent. 


Beweis. Es enthalte /, kein minimales Rechtsideal, und es sei pR ein 
minimales Rechtsideal. Dann ist opRM I], ein Rechtsideal, das in dem mini- 
malen Ideal p.R enthalten ist, aber mit PR nicht übereinstimmt, da pR nicht 
in J, enthalten ist. Folglich ist yRNI, = (0). 

Nach Satz IV ist ap. R für jedes a € R entweder gleich (0) oder ein minimales 
Rechtsideal. Deshalb ist auch apRN I,= (0) für alle a € R. Insbesondere 
ergibt sich ap I,=appN I,CapRN I,= (0) für alles € R, d.h. Rp I,= (0). 
Wegen I,RpC RpNI, ist auch I,Rp=(0). Nach Folgerung 2 und 
Bemerkung 1 aus Nr. 2 durchläuft Rp alle minimalen Linksideale, wenn pR 
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alle minimalen Rechtsideale durchläuft, so daß I,Rp = (0) für alle minimalen 
Linksideale Rp gilt. Nach Theorem 4 folgt hieraus I,R— (0) und deshalb 
1,= (0). 

VI. Ist p ein irreduzibles Idempotent, so sind pR bzw. Rp minimale Rechts- 
bzw. Linksideale. 

Beweis. Es sei 9 ein irreduzibles Idempotent. Wir setzen voraus, daß das 
Bechtsideal pR nicht minimal ist. Nach Satz V enthält pR ein minimales 
Rechtsideal p’ R, das mit p.R nicht übereinstimmt, da pR nicht minimal ist. 
Insbesondere ist 9’ = pa für ein gewisses a € R. Dann gehört das Element 
p’=p'p= pap zu p'R und ist mit p vertauschbar; denn es ist . 


pp’ = pPap=pap=p" 
pP" p= pap= pap=p". 
Außerdem gilt pP”? = p’ pp’ = pp’ = p'p= p”’. Dabei ist 9” #0 wegen 
pP" p'= p'pp' = (pa)p(pa) = (pa? = p?—=p’=0. 
Also ist p”’ einin p’R enthaltenes Idempotent. 
Ferner ist auch p—p’+0 (wegen p’Rcp'R=+=pR) und 
2" (p en 2”) Zi p" PR op” —(. 
Setzen wir dann p= »”-+- (p— p”), so erhalten wir im Widerspruch zu 


unserer Annahme, p sei irreduzibel, eine Darstellung von p als Summe zweier 
orthogonaler Idempotente. Folglich ist p R minimal. 


VI. Links- und Rechtsannullatoren eines BEGSCHENER zweiseitigen Ideals I 
stimmen überein. 

Beweis. Nach Satz List IN R(N)= (0), da IN RT) ein Rechtsideal J ist, 
das der Bedingung J2= (0) genügt. Folglich ist auch R(N)I= (0), also 
RUN) C LUD). Analog ist LIT) CR(T) und demzufolge UN — RUN). 

VIII Für jedes abgeschlossene zweiseitige Ideal I ist das Ideal 


TI+SD=I+RM 


und 


in R dicht. 


Beweis. Ist das Ideal I eu ) nicht dicht in R, so ist seine abgeschlossene 
Hülle ein Ideal in Ri. Folglich existiert ein Element «-==0 derart, daß 
z(I+ XD)= (0) ist, woraus sich (Axz+ ya)I= (0), (Ar-+ ya)&(T) = (0) 
ergibt. Der ersten Gleichung entnimmt man, daß Ax + yxz zu &(I) gehört; 
damit erhält man aus der zweiten Gleichung (Ax-+ yx)?—= 0 für alle yER 
und alle A. Dies ist jedoch in einer halbeinfachen Algebra für x == 0 unmöglich 
(vgl. den Beweis von Satz I). 

IX. Jedes minimale abgeschlossene zweiseitige Ideal I in BR ist eine Annullator- 
algebra. Ist außerdem R dual, so ist auch I dual. 

Beweis. Es sixE I und Ix= (0). Dann ist = 0 wegen IN RI) = (0) 
(vgl. den Beweis von Satz VII). 

Ist </= (0) und xE I, so ist <= 0. Die Bedingung (2) aus Nr. 1 ist also 
erfüllt. j . 
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Es seien. jetzt J,, J, abgeschlossene Links- bzw. Rechtsideale- in I.. Wir 
müssen zeigen, daB K(J)NI=+(0) und &J,)NI = (0) ist. Wir bemerken, 
daß J, ein abgeschlossenes Linksideal auch in R ist. Es ist nämlich 


AIHLD)A=INcH, 


und da I + &(I) in R dicht ist, haben wir auch RJıC J}. 

Wir setzen „= A + UM) =, RT). Dann ist entweder I, in R dicht 
oder aber R(I,) = (0). 

Wir untersuchen zunächst den ersten Fall. Es sei «€ I. Dann ist 
alh=aJı + aR{N)=aJ,c J; und daher auch arR=al,c J,. Dies bedeutet 
IRCJ, und somit I2c J,. Da I? ein (infolge der Halbeinfachheit von R; vgl. 
Satz I) von (0) verschiedenes zweiseitiges Ideal ist, das in dem minimalen ab- 
geschlossenen zweiseitigen Ideal I enthalten ist, folgt T2= I. Daraus ergibt 
sich IC J, entgegen der Voraussetzung J,£I. Somit ist der erste Fall nicht 
möglich, also gilt R(Z,) =# (0). Nach Satz V enthält X (I,) ein irreduzibles Idem- 
potent p. Wir zeigen, daß p € I, und nehmen dazu an, daß p € I. Ferner sei 
[pR] das zweiseitige Ideal, das von dem minimalen Rechtsideal p.R erzeugt 
wird. Das Ideal [p} ist nach Satz II minimal. Da es wegen = 9 € I nicht 
mit dem minimalen Ideal I übereinstimmt, ist [p Z]N I= (0). Ferner ist I = (0) 
(wegen pIC[pRiNIT), also pgEL(DCI. Da andererseits pER(T,) ist, 
kommen wir zu dem Widerspruch 92 = 0. Somit. ist R(I)NI = (0) und erst 
recht K(J)NI = (0). Analog läßt sich beweisen, daB L(JYNI# (0) ist. _ 

Wir nehmen jetzt an, R sei eine duale halbeinfache Algebra, und zeigen, 
daß I ebenfalls dual ist. 

Wir behaupten: Aus zE I und [L(JJNI]x = (0) folgt x € J,. Mit Hilfe 
von Nr. 1 (la) folgt dann, daß in I die Bedingung (4b) aus Nr. 1 erfüllt ist. 
Analog kann man beweisen, daß in I ebenfalls (4a) aus Nr. 1 gilt. 

Da R dual ist, genügt es zu zeigen, daß 2 (J,)® = (0) ist. Nach Voraussetzung 
ist 


LEREIINA-REIIZIHRDEIFTRDSITEN 2) 

[vgl. Nr.1 (5b) und Satz VII]. Nun gilt (J,+ &UD)I=J,ICJ,, da J, 
ein Rechtsideal in I ist. Folglich ist (J,+ &{T)IC J,. Dann ergibt sich 
wegen (2) xICJ, und somit 

LI)SICKI)JT,= (0). 
Außerdem ist L(J,)=R(I) = (0) wegen x € I. Hieraus folgt 

UF) + RU) = (0). 
Da I+ RI) in. R dicht ist (vgl. Satz VII), gilt auch &(J)xR= (0) und 
schließlich L(J,)x C &{R) = (0). 


Theorem 5. Jede halbeinfache Annullatoralgebra R mit stetigen Quasi- 
inversen ist die abgeschlossene Hülle der direkten Summe!) aller ihrer minimalen 


!) Die Summe der zweiseitigen Ideale /« (vgl. die Fußnote auf S: 331) nennen wir direkt, 
wenn die Je linear unabhängige Räume aus R sind und /% I: = (0) für «, + «, ist. 
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abgeschlossenen zweiseitigen Ideale, die einfache!) Annullatoralgebren sind (für 
duales R sind diese Annullatoralgebren ebenfalls dual). 

Beweis. Auf Grund von Satz V enthält jedes minimale abgeschlossene 
zweiseitige Ideal / von R ein minimales Rechtsideal I, und stimmt folglich 
mit [Z,] überein (vgl. Satz II). Andererseits ist nach Satz II für jedes minimale 
Rechtsideal I, das Ideal [I,] ein minimales abgeschlossenes zweiseitiges Ideal. 
Wegen Satz IX ist [I,] eine Annullatoralgebra und dual, wenn R dual ist. 
Außerdem ist [I,] eine einfache Algebra, da jedes abgeschlossene zweiseitige 
Ideal in [I,] ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal von RE wäre (vgl. den Beweis 
von Satz IX), das in dem minimalen Ideal [7,] enthalten wäre, was jedoch nicht 
möglich ist. 

Nach Theorem 4 ist die Summe aller minimalen Rechtsideale I, und somit 
auch die aller minimalen. abgeschlossenen zweiseitigen Ideale [7,] in R dicht. 
Wir müssen noch zeigen, daß diese Summe direkt ist. Ist [I,] = [Jz], so güt 


LLC UN = (0); 8) 


da [I,]N [7] ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal ist, das in den minimalen 
Idealen [I,], [17] enthalten ist und nicht mit ihnen übereinstimmt. Es sei 


0-2, ++. (4) 
mit se [IP] (k=1,2, n), und es seien [/®],..., [7] paarweise 
verschiedene Ideale. Multiplizieren wir (4) von links mit /{ und Deruckiehhr 
gen wir (3), so erhalten wir [1P]x,—= (0) und folglich 

 &R)c [IP] (&.B)= (0). 
Daraus folgt x,R = (0), da R halbeinfach ist, und schließlich x, — 0. 
Folgerung. Neben den Voraussetzungen von Theorem 5 nehmen wir noch 


zusätzlich an, daß R eine symmetrische Algebra ist, in der die Involution =—> x* 
stelig und die Bedingung 


a"xc=0 nur für 2=0 (5) 
erfüllt ist. Dann sind alle minimalen abgeschlossenen zweiseitigen Ideale I in R 
symmetrisch. 


Beweis. Die Abbildung x > x* führt ein minimales abgeschlossenes zwei- 
seitiges Ideal J in ein minimales abgeschlossenes zweiseitiges Ideal /* über. 
Wäre I*-=# I, so hätten wir I*I= (0) und folglich x«*x = 0 für alle zEI, 
was der Bedingung (5) widerspricht. 

Die beiden folgenden Sätze sind Spezialfälle von Theorem 5. 


Theorem6. Es sei {R,} eine Menge dualer Algebren und R die Algebra aller 
Komplexe = {x,}, », € R,, in denen nur endlich viele Elemente x, von Null 
verschieden sind. Die Verknüpfungsoperationen in R seien durch die Formeln 


Ax= {A}, ty, + Y.); zy={2,y.} 


1) In diesem Paragraphen wollen wir die Algebra R einfach nennen, wenn sie keine 
abgeschlossenen zweiseitigen Ideale enthält. 
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gegeben, wobei = {x,), y= {y,} ist. Ferner sei in R eine Topologie gegeben, 
mit der R eine topologische Algebra wird und deren Einschränkung auf jedes R, 
schwächer als die ursprüngliche Topologie in R, ist oder mit dieser übereinstimmt. 
Dann ist R eine duale Algebra. 

Beweis. Wir vereinbaren, zwischen dem Element «, und dem Komplex 
x= {,}, in welchem «,— 0 für «= «, ist, nicht zu "unterscheiden. Dann 
können wir sagen, daß R aus allen möglichen Summen der Elemente x, € R, 
besteht, wobei & lg = UgR, = 0 für «= ß ist. 

Es sei jetzt ], ein abgeschlossenes (eigentliches oder uneigentliches) Rechts- 
ideal in R und ]1” die Gesamtheit aller &-ten Komponenten der Elemente 
(a € I,. Ist EI und „ER, so ist „EI, so daß IOR,CI,. 
Nun ist I®R, auf Grund von Nr. 1, Satz III, in /@ dicht, und folglich ist 
auch I® < I,. Daraus ergibt sich I[® = I,N Ru d. h., I{® ist ein. abgeschlosse- 
nes (eigentliches oder uneigentliches) Ideal in R,. 

Offenbar besteht &(I,) genau aus denjenigen y= {y,}, für die y,1,” = (0) 
gilt, d.h. für die sich y, im Linksannullator 8,(/@) des Ideals 70 in R, 
befindet. Analog stellt man fest, daß R(L(I,)) genau aus denjenigen 2= (2, } 
besteht, für welche 2,ER,(R, (=) ist. Da die Algebren R, dual und die 
Ideale 2° abgeschlossen sind, gilt R,(2,(12)) = I®. Also besteht R(LL,)) 
aus allen Elementen z— (z,} mit 2, € Te, d.h., es ist KL) =1,. 

Analog gilt L(RLH)) = Iı für jedes abgeschlossene (eigentliche oder 
uneigentliche) Linksideal I, in 


Theorem 7. Es sei R eine en Algebra, die den folgenden Bane 
genügt: 

a) cExR und x E Rx für jedes ER; 

b) in R existiert ein in R dichtes zweiseitiges Ideal I, das in einer Topologie, 
die stärker als die Einschränkung der Topologie von R ist oder mit dieser über- 
einstimmt, eine duale Algebra ist. 

Dann ist R eine duale Algebra. 

Beweis. Es seien I,, J, abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) 
Rechts- bzw. Linksideale von R. Auf Grund der Bedingung b) ist dann I,.NI 
ein. abgeschlossenes (eigentliches oder uneigentliches) Rechtsideal von I. 
Außerdem ist I.NI in I, dicht im Sinne der Topologie in R; denn es ist 
J,IC I,N I, und 1,1 ist in /,R dicht im Sinne der Topologie in E (da nach Vor- 
aussetzung ] in R dicht ist) und /,R in I, dicht wegen Bedingung a). Somit ist 


INI=L,, (6) 


Daraus folst, daß dl. „NI genau der Linksannullator des Ideals I,NI 
von I ist, wobei 2 und im folgenden auch R Links- bzw. Rechtsannullatoren 
in der ganzen Algebra R sind. 

Analog läßt sich zeigen, daß R(XI,))NI genau der Rechtsannullator des 
Ideals U7,)NI von I ist. Da I dual und das (eigentliche oder uneigentliche) 
Ideal /,NI in I abgeschlossen ist, folgt R(UZ,))NI=I,NI. Nun sind in- 
folge (6) R(L(Z,)) und I, die abgeschlossenen Hüllen der linken bzw. rechten 
Seite dieser Beziehung. Daraus folgt R(LI,)) =[Z, und analog L(R(Z,)) = 


4. Einfache Annullatoralgebren 337 


4. Einfache Annullatoralgebren. In diesem Abschnitt sei R eine einfache 
Annullatoralgebra mit stetigen Quasinversen. 


I. Ist p ein irreduzibles Idempotent, so ist die Algebra pRp dem Körper der 
komplexen Zahlen isomorph. 


Beweis: Wir zeigen, daß pRp ein Körper ist. Als Teilalgebra von R mit 
stetigen Quasiinversen ist pRp ein Körper mit stetigen Inversen und folglich 
dem Körper der komplexen Zahlen isomorph (vgl. $8, Nr. 5 und 6). 

Offenbar ist p Einselement von pRp. Es sei x ein Element aus pRp mit 
x == 0. Wir müssen dann beweisen, daß x ein Inverses in p Rp besitzt. Esist Rx 
ein Linksideal von R, das [wegen Nr. 1 (2)] von (0) verschieden und im mini- 
nalen Ideal Rp enthalten ist. Folglich ist Rx = Rp. Daraus ergibt sich, daß 
ein Element yE R mit yx= p existiert. Dann ist 


(pyp) = (pyp) (pxp) =PyP2P=PYR=PPp=P, 


d. h., pyp ist Linksinverses zu x in pR»p. Analog läßt sich beweisen, daß x 
auch ein Rechtsinverses in pRp hat. 


IH. In R existiert ein maximales orihogonales System!) {p,} von irreduziblen 
Idempoienten. Die Summe der entsprechenden minimalen Linksideale Rp, bzw. 
die der minimalen Rechisideale p,R ist in RB dicht. 

Beweis. Nach Nr. 3, Satz V, enthält R irreduzible Idempotente und auf 
Grund des Zornxschen Lemmas folglich auch ein maximales orthogonales 
System {p,} von irreduziblen Idempotenten. _ _ 

Es sei ]J; die Summe aller Linksideale Rp,. Ist ,#R, so ist I, ein ab- 
geschlossenes Linksideal, d. h., R(Z,) ist ein von (0) verschiedenes Rechts- 
ideal. Dann folgt aus Nr. 3, Satz V, daß R(Z,) ein irreduzibles Idempotent 
besitzt, das zu allen p, orthogonal ist. Das ist aber nicht möglich, da das 
System: (p,} maximal sein sollte. Also ist die Summe aller Rp, und analog die 
Summe aller 9,R in R dicht. 


. Theorem 8. Jede einfache Annullatoralgebra R mit steigen Quasiinversen 
läßt sich. in die Algebra der sieiigen linearen Operatoren auf einem lokal 
konvexen linearen Raum isomorph abbilden derart, daß 

a) das Bild von R bei diesem Isomorphismus alle endlichdimensionalen?) 
Operatoren enthält; 

b) in Beine dichte Teeilalgebra R, existiert, deren Bild bei diesem Isomorphismus 
aus endlichdimensionalen Operatoren besteht. 


Ist R überdies eine Banacusche Algebra, so läßt sich dieser Isomorphismus als 
steliger Isomorphismus in die Algebra aller Operatoren realisieren, welche Grenz- 
werte (im Sinne der Operatornorm) der endlichdimensionalen Operatoren über 
einem BanachHschen Raum sind. 


ı) Vgl. Nr. 3, 8. 331. 
2) Wir erinnern daran, daß wir einen linearen Operator endlichdimensional nennen, 
wenn sein Wertebereich endlichdimensional ist. 
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Beweis. Es sei {p,} ein maximales Orthogonalsystem von irreduziblen 
Idempotenten und p, ein festes Idempotent aus {p,}. Die Menge Rp,R ist 
ein von (0) verschiedenes zweiseitiges Ideal in R. Da R einfach ist, folgt 


RpR=R, da) 
also P,RPı RP, + 0. Nun ist 9,Rp,Rp,C p,Rp,= {Ap,}. Also existieren zwei 
Elemente x, y aus ER, für die’ 


2 PatPıYPa— Pr (2) 
ist. Setzen wir 


Paı PatPı» Pıa = PıY Pe» Pa PaıPıp: (3) 


0 für ß 1 =F Rp; 
Pe,p, für Pi 0. 
Aus Formel (3) und der Idempotenz von p, folgt nämlich, daß die Gleichung 
9, P, nichts anderes als die Gleichung (2) ist. Ferner ist 

PıaPaı C PıRPı= {APı} 


und somit auch 9,.P,1ı=47ı für ein gewisses A. Multiplizieren wir beide 
Seiten dieser Gleichung von links mit p,, und von rechts mit p,,, so erhalten 
wir p=Ap,, also p, = Ap,, so dßA=1 und 9,,9,1= Pı ist. Daraus folgt 
leicht die untere Beziehung der rechten Gleichung von (4). Die obere Beziehung 
ergibt sich unmittelbar aus der Orthogonalität des Systems (p,). 

Die Menge p,Rp,; besteht aus den Vielfachen von p,;. Denn aus 


DR Psa € PaRPı = AP.) 


so ist 


Pa« Pa Pa,Bı Pazß, — | (4) 


folgt 9,295. = AP, für ein gewisses A, und multiplizieren wir beide Seiten 
dieser Gleichung von rechts mit p,, und berücksichtigen wir die zweite der 
Beziehungen (4), so erhalten wir p,29g = APze- 

Hieraus und aus (4) folgt, daß die Sm aller p, Rp, eine Teilalgebra R, 
von R ist. R, ist in R dicht. Um dies zu beweisen, berücksichtigen wir, daß die 
Summe aller p,Rp; die lineare Hülle von ( P3 Be ( IR Pb) enthält, die in der 


linearen Hülle von [ S/p,R\R dicht ist, welche ihrerseits in der linearen Hülle 
der Menge R? dicht ist, denn 3/p,R und 3 Rp; sind in R dicht, und das Produkt 


xy ist stetig in jedem seiner Faktoren. Andererseits ist die lineare Hülle der 
Menge R2 ein zweiseitiges Ideal von R und demzufolge in R dicht. Also ist BR, 
dicht n R. PER, 

Aus (1) folgt außerdem x Rp, R + (0) für jedes x + 0, also «Rp, R = (0) und 


xRp,=# (0) für jedes #0. (5) 


Jedem Element x € R entspricht ein stetiger Operator A,y= xy einerregulären 
Linksdarstellung in dem abgeschlossenen, also lokal konvexen Teilraum 
Rp,- Infolge (5) ist die Darstellung ©— A, ein Isomorphismus. 
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Ist ©—= 9,5, so folgt aus (4), daß der Operator A, den eindimensionalen Teil- 
raum p;Rp, in 9,Rp, und alle Teilräume p,, Rp, für 8’ + in die Null ab- 
bildet. Da die Summe aller p,Rp, in Rp, dicht ist, muß somit der Werte- 
bereich des Operators A, für &= p,; eindimensional sein. Dann ist A, für 
jedes x € R, endlichdimensional, d. h., das Bild von R, bei dem Isomorphismus 
x— 4A, besteht aus endlichdimensionalen Operatoren. 

Wir zeigen jetzt, daß unter den A,, zER, alle endlichdimensionalen 
Operatoren auftreten. Dazu genügt es zu beweisen, daß unter den A,,zxE RR, 
alle eindimensionalen Operatoren vorkommen. 

Es sei A ein eindimensionaler stetiger Operator auf Rp, und b ein Element 
aus Rp, mit Ab-+0. Wir bezeichnen mit R die abgeschlossene Gesamtheit 
aller Elemente aus Rp,, auf denen A verschwindet. Dann ist Rp = Ab} IN. 
Außerdem gilt L(M)= (0). Denn wäre LN)= (0), so. wäre auch 
LINE) = LN)= (0); da die abgeschlossene lineare Hülle [NR] von RR 
ein (eigentliches oder uneigentliches) Rechtsideal von 2 ist, folgt [XR]= R 
aus L(NR])= 0; außerdem ist R=Np,, so daß Rp, Rp,]= Rp, wäre, 
und mit Hilfe der Beziehung p, Rp, = {Ap,} erhielten wir die Gleichung 
R—=R ?,, was nicht möglich ist. 

Es ist also (N) + (0). Ferner sei a ein von Null verschiedenes Element 
aus 2(N). Dann ist ab == 0; denn für ab= 0 würde aRp, = a[{Ab} 4 R]= (0) 
gelten, was aber (5) widerspricht. In diesem Fall ist Rab ein von (0) 
verschiedenes Linksideal, das in dem minimalen Linksideal Rp, enthalten ist, 
und hieraus folgt Rab = Rp, . Insbesondere existiert ein x € Rmitzab= Ab. 
Das bedeutet, daß die Operatoren A,, und A auf dem Element 5 übereinstim- 
men. Da außerdem 4,,%= zaRt= (0)— AN (wegen aELN)) ist, gilt 
sogar A,, = A. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 

Wir nehmen jetzt an, R sei eine Bawactsche Algebra. Dann ist Rp, als 
abgeschlossene Teilalgebra von R ein Banachscher Raum, und alle Operatoren 
A, sind in ihm beschränkt. Wegen |4,|< |x| (vgl. $9, Nr. 5 (2)) ist der 
Isomorphismus #— A, stetig, und jeder Operator A, ist Limes (im Sinne der 
Operatornorm) von endlichdimensionalen Operatoren A,,, &, € Rı: 


Bemerkung. Es erfülle R die Voraussetzungen von T’heorem 8, und ferner 
sei R eine symmetrische Algebra, in der x*x nur für <—= 0 verschwindet. Dann 
lassen sich die Elemente p,, so wählen, daß Pf; — Pg. isi. 


Beweis. Wir zeigen zuerst, daß wir alle p, als hermitesch annehmen können. 
Es sei p ein irreduzibles Idempotent. Dann ist pRp= {Ap} und folglich 
pp*p=1p für ein gewisses A. Daraus ergibt sich 


pp" pp* = App*. (6) 


Wegen p=+0 ist auch pp* +0 und pxp*pp* = (pp*)*pp* == 0. Also ist 
A == 0. Außerdem ist A reell, da beide Seiten in (6) hermitesch sind. Setzen wir 
pP = A!pp*, so ist p’ = 0, p’*—= p’ und wegen (6) auch p’? = p’. Folglich ist p/ 
ein hermitesches Idempotent. Es ist auch irreduzibel. Es ist: nämlich 


pPR=ı'pp*R 


22* 
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ein Rechtsideal, das in dem minimalen Rechtsideal pR enthalten und 
(wegen p=A!pp*pEyp’R) von (0) verschieden ist; also gilt ? R= pR. 
Dann ergibt sich aber auf Grund von Nr. 3, Satz V, daß jedes Rechts- und 
jedes Linksideal ein irreduzibles hermitesches Idempotent enthält. Hieraus 
und aus Satz II erkennen wir, daß in R ein maximales orthogonales System {p,} 
hermitescher irreduzibler Idempotente existiert. 


a Paß PaPa ‚BPB 

folgt prs= PoPzpPa€ pp Rp, und 

Dep ApuPpr (7) 

für ein gewisses Ag,. Wenden wir die Operation der Involution auf beide Seiten 
von (7) an, so folgt 2,5 — Age Pia — Apafap Pag. Somit ist 


Aupiga=!. (8) 


Andererseits gilt nacheinander 9,gPg« = Pas Pia Pig = Da: Aap PapipaPpa = Pa» 
AupApa Pa = Pa; WOTAUS A, pAg, — 1 folgt. Ein Vergleich mit (8) ergibt },, = Aa ; 
d. h., alle Zahlen },, sind reell, und es ist A2 a8 — 1, also A,,= +1. Ersetzen wir 
PrB durch %p,g für Kap = = —1, so erhalten wir ein System von Elementen p,; 
das der Bedingung pP, = 95. genügt. 


5. Hilbertsche Algebren. Wir nennen eine Menge R von Elementen x, v: BR: 
eine HiLBERTsche Algebra oder H*-Algebra!), wenn 


a) R eine BanAcHsche symmetrische Algebra ist; 
b) £ ein Hınsertscher Raum ist; 
e) die Norm in der Algebra R mit der Norm in dem Hırzertschen Raum R 
übereinstimmt; 
d) <ay,2> = <y, #*2> für alle z,y,zER gilt; 
e) «+0 für +0 ist. 
Aus |a*| = |x| folgt <a*, © = <&, x). Hieraus erhalten wir, wenn wir die 
Darstellung des Skalarprodukts durch die Norm benutzen, 
ar, y)=y,a) 
Kombinieren wir diese Beziehung mit der Eigenschaft d), so ergibt sich 
ya, 2y*). 
Eine H*-Algebra ist z. B. die Gesamtheit X (X) aller Matrizen «= |x,;| ; 
BEA (X ist eine feste Indexmenge), die der Bedingung 
2 las P x 
genügen. In dieser Gesamtheit gelten die Operationen für Matrizen; das Skalar- 
produkt wird durch die Formel 


, Y> — OA Fup Tab 
definiert, wobei & eine feste Zahl > 1 ist. 


3) Diese Bezeichnung wird in der Literatur oft benutzt (vgl. etwa KarLansev [3]). 
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Später werden wir zeigen, daß jede H*-Algebra isomorph ist der direkten 
und orthogonalen Summe von Algebren X (X). In diesem Abschnitt sei R stets 
eine H*-Algebra. 

Jedem Element x € R entspricht ein Operator A, des HitBertschen 
Raumes R, nämlich der Operator der regulären Linksdarstellung 


A,y=ıy. 


Dabei besagt die Bedingung d), daß (A,)* = 4, ist. 
Aus A, == 0 folgt xy = 0 für alle yE R. Setzen wir y= x*, so erhalten wir 
xx* = 0. Auf Grund von e) ergibt sich hieraus x* = 0 und somit x = 0. Deshalb 
ist die reguläre Linksdarstellung x— A, ein symmetrischer Isomorphismus der 
Algebra R in die Algebra der beschränkten Operatoren von R. Da jede sym- 
metrische Algebra beschränkter Operatoren eines Hınzertschen Raumes halb- 
einfach ist (vgl. $ 24, Nr. 1, Satz II), muß R eine halbeinfache Algebra sein. 


I. Sind I, und I, abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) Bechts- bzw. 
Linksideale von R, so bilden Z(I,) und NI,) orthogonale Komplemenie der 
Mengen I bzw. I} im Hıusarrtschen Raum R. 

Beweis. Wir weisen darauf hin, daß I,R und RI, in I, bzw. I, dicht sind. 
Denn wäre etwa I,R nicht dicht in I,, so würde ein Element 4, € I,, „= 0; 
existieren, für das <I,R, yy> = Oist. Daraus würde 0 = <RI*, yf> = <R. yXL,» 
Y],= (0) und insbesondere yfy,= 0 folgen, was aber der Bedingung e) 
widerspricht. Nun 1äßt sich die Beziehung &(1,)= R— If aus 


zEeXL,), xL,=(0), <al,„Bd=0, x, RID=0, 
@ID=0, zeR-: 
ablesen. Analog beweist man K(l)= R -— If. 
II. Jede H*-Algebra ist dual. 


Beweis. Sind I,, I, abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) Links- 
bzw. Rechtsideale von R, so ist auf Grund von Satz I 


KLUZ)=-RR—-I=R—(R—1)=1, 
und analog L(R(Z)) =17.. 


Theorem 9. Jede H*-Algebra ist die direkte und gleichzeitig orthogonale 
Summe ihrer abgeschlossenen minimalen zweiseitigen Ideale, die einfache H*- 
Algebren sind. 


Beweis. Auf Grund von Nr. 3, Theorem 5 und Folgerung, sind die mini- 
malen abgeschlossenen zweiseitigen Ideale I von R einfache H*-Algebren, und 
R ist die abgeschlossene Hülle ihrer direkten Summe. Daher genügt es zu 
zeigen, daß die voneinander verschiedenen minimalen abgeschlossenen zwei- 
seitigen Ideale I und I’ zueinander orthogonale Teilräume des Hınserrschen 
Raumes R sind. Es ist aber I/’= (0) und folglich nach Satz I 


’CIKDW=-R—-IP=R—I. 
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. Theorem 10. Jede einfache H*-Algebra ist einer Algebra X (X) vollisomorph. 

Beweis. Esseien p,, die im Beweis von Theorem 8 konstruierten Elemente. 
Auf Grund der Bemerkung aus Nr. 4 (S. 339) können wir p};—= 95, an- 
nehmen. Dem Beweis von Theorem 8 entnehmen wir ferner, daß die Summe der 
eindimensionalen Teilräume p, Rp; = {Ap,;} in R dicht ist. Diese eindimensio- 
nalen Teilräume sind zueinander orthogonal, denn es ist 


Pap> Par) = (Papr Par Dar PB) = (Par Pag PR, Par) — 0 (1) 


für «’ + a oder ß’ + ß: Folglich ist die direkte Summe dieser eindimensionalen 

Teilräume genau gleich R, d. h., die Elemente p,, bilden ein a > 

Orthogonalsystem.in R. 
Wir bemerken noch, daß 


ist. KPap» Pap? = (PaıPıp» Paı PB? = (PıpPs1> Pia Par? = «Pı> Pi? 2) 
Jedem Element x € R entspricht eine Matrix ||x,,|] derart, daß «= 8 zB Pap- 


Aus den Eigenschaften der p,, und den Beziehungen (1) und (2) folgt, daß für 
= 2 Pas Pab und y-= Yan Pap 
%, % 


, DON au Yan 


wit ®@= <p,Pı> gilt und die Beziehung x— |z,,|| ein symmetrischer 
Isomorphismus der Algebra R auf die Algebra X (N) ist. 


Aus den Theoremen 9 und 10 folgt 


Theorem 11. Jede H*-Algebra R ist der direkten und orthogonalen Summe 
von Algebren X(U) vollisomorph. 


Theorem 12. Für eine einfache H*-Algebra R sind. die folgenden Be- 
hauptungen einander äquivalent: 

a) R ist endlichdimensional; 

b) R ist eine Algebra mit Einselement; 

c) das Zentrum von R ist von (0) verschieden. 

Beweis. Ist R endlichdimensional, so ist das Maximalsystem {p,} ire- 
duzibler Idempotente endlich, und das Element 9 = 2 p, ist ein Idempotent, 
das den Bedingungen 


a=N2p,=Pp, 2=NDE=PR 
@& % 


genügt, d. h., p ist Einselement in R. Also folgt b) aus a). Ist ferner das Eins- 
element p in I enthalten, so enthält das Zentrum der Algebra R ebenfalls p 
und ist daher ungleich (0). Also folgt c) aus b). 

Es sei jetzt das Zentrum von R verschieden von (0) und #0 ein Element 
des Zentrums von R. Aus #9, = .(2P,)P, = P,x%p, folgt auf Grund von Satz I 
aus Nr. 4 die Beziehung xp, = c,p,, wobei c, eine Zahl ist. Hieraus ergibt 
sich = xp, = 3 e,p,. Nun ist aber 


Ce Pas Ce Pp Pps pp Ps = TPp5” Pa5% Ps Pst = Pas Co Ps” Co PB» 
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also c; = c,. Somit sind in der Summe c,n, alle Koeffizienten c, gleich, was 


nur dann möglich ist, wenn {p,} ein endliches System und R endlichdimensional 

ist. Also folgt a) aus e). Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Gleichzeitig sehen wir, daß jedes Element aus dem Zentrum von R die 

Gestalt = 3)cp, = cN pP, = ep hat, wobei p das Einselement von ER ist. 


6. Vollreguläre duale Algebren. 


Theorem 13. Die Gesamtheit R aller vollstetigen Operatoren eines Hır- 
BERTSchen Raumes 9 ist eine einfache duale Algebra. 

Beweis. Es sei {p,} ein festes vollständiges Orthonormalsystem in 9. Mit / 
bezeichnen wir die Gesamtheit aller Operatoren A von 9, deren Matrix |a,s| 
im System {p,} die Bedingung 

3 la, <o 


erfüllt. Diese Operatoren A sind vollstetig (vgl. $ 4, Nr. 6, Satz V; man sieht 
leicht, daß dies auch in einem nichtseparablen Raum I? gilt). Folglich bildet I 
mit dem Skalarprodukt 


(A, BI Zr aopdep (A, BEN), 


wobei |a,a||, |d,,|| die Matrizen der Operatoren A bzw. B sind, eine HıLBERT- 
sche und demnach auch duale Algebra. Wir zeigen jetzt, daß auf R und / das 
Theorem 7 aus Nr. 3 angewendet werden kann. 

Wir weisen zunächst darauf hin, daß I ein zweiseitiges Ideal von B(9) und 
somit auch von R ist. In der Tat, ist AEI, CE B(9) und |c,,!| die Matrix 
des Operators C im System {g,}, so ist die Matrix des Operators OA im 
gleichen System durch die Formel || 3/ c,,a,, | gegeben. Da C beschränkt ist, gilt 

y 


320er = OP Zlas<- 
« Y x 


Folglich ist OA € I und AC = (C*4*)* € I. Da R wegen $ 22, Nr. 1, Satz V, 
eine einfache Algebra ist, muß I in R im Sinne der Operatornorm dicht sein. 
Ferner ist die Norm des Operators A € I nicht größer als seine Norm im Sinne 
des Hınzertschen Raumes I. Ist nämlich = $x,p, ein beliebiges Element 


aus 9, so folgt aus der ScHwArzschen Ungleichung 
Mar= | Says Zlasimrs<A, a) mr <A, Aal, 


so daß |A|=< Y<A, Ay ist. Hieraus können wir schließen, daß die Ein- 
schränkung der Topologie von R auf I schwächer ist als die Topologie der Z*- 
Algebra oder mit ihr übereinstimmt. 

Schließlich sei AE R, A—= UH die kanonische Zerlegung des Operators A 
und P(}) eine Spektralschar des Operators H. Wir setzen P,=1-—P(e), 
e>0. Dann ist P,endlichdimensional, also P, € R, und im Sinne der Operator- 
norm ist HP,> H,d.h., esist AP, = UHP,> UH = A füre> 0 (vgl. $17, 
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Nr. 4, Satz VI). Dies bedeutet A€ AR. Ersetzen wir hier A durch 4*, so 
erhalten wir A* € A*R, also AE RA. 

Somit genügen die Algebren R und I allen Bedingungen aus Theorem 7 
von Nr. 3. R ist also eine duale Algebra. 

Das folgende Theorem besagt, daß die Algebra aller vollstetigen Operatoren 
eines HILBerTschen Raumes das geeignete Modell für alle vollständigen 
vollregulären einfachen dualen Algebren ist. 


Theorem 14. Jede vollständige vollreguläre einfache duale Algebra ist der 
Algebra aller vollsietigen Operatoren eines HILBERTschen Raumes vollisomorph. 

Beweis. Es mögen p, und »,; dieselbe Bedeutung wie im Beweis von 
Theorem 8 (Nr. 4) haben. Wegen der Bemerkung am Schluß von Nr. 4 können 
wir jetzt p=p, und pfs= p5, annehmen. Ferner ist R auf Grund von 
Theorem 8 der Algebra der Operatoren der regulären Linksdarstellung A,x= ax 
im Raum Rp, isomorph. Aus x, yE Rp, folgt y*x € p, Rp, = {Apı}, so daß 
y*x= Ap, ist. Das Skalarprodukt in Rp, definieren wir durch «x, y> = A, sodaß 


y’r=«a, YPı 
ist. Man kann leicht nachweisen, daß alle Eigenschaften des Skalarprodukts 
erfüllt sind. Insbesondere folgt <x, x> > 0 aus der Beziehung 
war RP = m, x) Pl 


da die Elemente der Form x*x in der vollregulären Algebra R einen Kegel 
bilden (vgl. $ 24,Nr. 2), in dem p? = p, liegt und dem daher nur Elemente 
Ap, mit A= 0 angehören können. Aus (x, 2>—0 folgt «*xz= 0 und damit 
z=(. 

Wir bemerken, daß aus p=p, und pf= p, die Beziehung |p,| = |?,]?, 
also |?,|= 1 folgt. Daraus ergibt sich 


leP= it] = <a, D]pl=<e, 


für x € Rp,,so daß die Norm in Rp, im Sinne des Hrnserrschen Raumes mit 
der ursprünglichen Norm übereinstimmt. Ferner ist füra€E Rundz, yE Rp, 


(ax, YPpı= y*raz= (a*y)*r= «x, a*y>pı; 


woraus sich <az, y) = «x, a*y), also <Aatı y> = %, Aay> ergibt. Es ist 
somit Aa«= (4,)*, d. h., die Zuordnung a— A, ist ein symmetrischer Iso- 
morphismus der vollständigen vollregulären Algebra R in die Algebra der in 
Rp, beschränkten Operatoren. Auf Grund von $ 24, Nr. 1, Theorem 3, schließen 
wir hieraus, daß dieser Isomorphismus die Norm invariant läßt, d. h., daß 
4A,|= |e| ist. 

| is a nach Theorem 8 jeder Operator A, Limes (im Sinne der Operator- 
norm) von endlichdimensionalen Operatoren und somit vollstetig. Andererseits 
treten ebenfalls nach Theorem 8 unter den Operatoren A, alle endlichdimensio- 
nalen Operatoren und folglich auch alle ihre Limites auf (denn die Gesamtheit 
aller Operatoren A,, «ER, ist eine vollständige Algebra), d.h. alle voll- 
stetigen Operatoren. 
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Wir gehen jetzt zu beliebigen vollregulären dualen Algebren über und untersuchen 
folgende allgemeine Konstruktionsmethode. 

Es sei 7 ein diskreter Raum. Nehmen wir zu 7’ den unendlich fernen Punkt hinzu, so 
wird 7 bikompakt. Wir setzen voraus, daß jedem t& T eine vollreguläre Algebra R, ent- 
spricht. Mit Co(T, R,) bezeichnen wir die Gesamtheit aller Vektorfunktionen x = «{f) 
mit (6) e R,, die der Bedingung 

«| 0 für 


genügen. Diese Gesamtheit bildet eine vollständige vollreguläre Algebra, wenn wir für 
== {el} y=y} 
As= Aal), + Yy=@+YH} 
2y={c\y)}, "=f{s)*, |aj=sup|el)] 

setzen. ıc$ 

Berücksichtigen wir die Theoreme 5, 6 und 7, so können wir folgendes behaupten: 

I. Sind alle Algebren R, dual, so ist auch Cx(T, R,) dual. 

II. Jede vollständige vollreguläre duale Algebra ist eine Algebra der Form C&(T, R,), 
wobei die R, alle minimalen abgeschlossenen zweiseitigen Ideale von R und somit einfache 
vollständige vollreguläre duale Algebren sind. 


$26. Algebren von Vektorfunktionen 


1. Definition einer Algebra von Vektorfunktionen. Es sei T ein topologischer 
Raum, und es entspreche jedem Punkt t€ T' eine BanachHsche Algebra R,. 
Mit &(T, R,) bezeichnen wir die Gesamtheit aller Vektorfunktionen x = {x{f)}, 
die folgende Eigenschaften besitzen: 

a) Esist f)E B,fürteT; 

b) |x(£)| ist eine beschränkte, auf T stetige Funktion. 


Für x= {vi}, y= {yi} ECT, R,) setzen wir 
ax ({aud), + y=lel) + yW), 


09) 
2y= {el y(Ö) 


und definieren die Norm j 
xl=suple@)!. (2) 
tet 


Wir nennen jede Teilmenge R von &(T, R,), die eine Banactsche Algebra 
bildet, eine von T und R, erzeugte Algebra von Vektorfunktionen und bezeichnen 
sie mit RT, R,). 

Ist etwa T' ein diskreter Raum, der aus n Punkten t,,...,, (n endlich) 
besteht, so können wir die Funktion «= {x (t)}} mit dem System «= {x,, . . .,x,| 
identifizieren, wenn wir z,= x(t,) (E R,) setzen. Offenbar ist dann die Be- 
dingung b) überflüssig, und &(T, R,) selbst stellt eine Banacusche Algebra 
dar, wobei jetzt die Formeln (1) und (2) folgende Gestalt annehmen: 


ar larnı,..., 0, 24 y=lı + Yo: nt Ynı 


2y= lt Yır:-., %nYn); \e|=max(al,..., |): 
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In diesem Fall nennen wir &(T, R,) die direkte Summe der Algebren R, ,..., Er, 
und bezeichnen sie mit R,n+ ++ Ru: 

Stimmen insbesondere die Algebren R, mit einer festen BanacHschen 
Algebra R überein, so erhält die Summe die Gestalt R+ -- -+ R. Wir nennen 
sie dann die n-fache Wiederholung von R. 

Die Verallgemeinerung dieses Falles erhalten wir, wenn T' ein beliebiger 
topologischer Raum ist und alle Algebren R, wie eben mit einer festen BAnAcH- 
schen Algebra R übereinstimmen. Dann ist beispielsweise die Algebra &(T, R) 
die Gesamtheit aller stetigen Vektorfunktionen x = {xz(f)} mit Werten aus R, 
die der Norm nach beschränkt sind. Diese Gesamtheit bezeichnen wir mit 
C(T, R). Analog dem Vorhergehenden nennen wir C(T, R) die stelige Wieder- 
holung von R bezüglich T. Ist insbesondere R der Körper der komplexen 
Zahlen, so stimmt C(T, R) mit der Algebra C(T') aller beschränkten und auf 7 
stetigen Zahlenfunktionen überein. Ist R der Körper der reellen Zahlen, so 
stimmt C(T, R) mit der Algebra C”(T) aller reellen, beschränkten und auf 7 
stetigen Funktionen überein. 

Es sei .$ eine Familie von Zahlenfunktionen, die auf 7' definiert sind. Wir 
nennen die Algebra R(T, R,) bezüglich der Multiplikation mit einer Funktion 
aus 7 abgeschlossen, wenn aus {z($} ER{T, R,) und {x (t)} €. folgt, daß auch 
GÜÜERLT, R,). Insbesondere spricht man von der Abgeschlossenheit 
von RT, R,) bezüglich der Multiplikation mit einer Funktion aus C(T) 
bzw. CO’ (7). 

Es sei $ eine beliebige Menge aus R(T, R,). Die Gesamtheit der von allen 
Funktionen x = {x(f)} € 8 in einem festen Punkt it, € T angenommenen Werte 
&(f,) nennen wir die Projektion der Menge S auf R,, und bezeichnen sie mit $,. 
Offenbar ist 

S, CHR. 


wobei 8;,, im allgemeinen nicht mit R,, übereinstimmt. Insbesondere kann auch 
die Projektion R;(T, R,) von R(T, R,) auf R,, echt in R,, enthalten sein. 


2. Ideale einer Algebra von Vektorfunktionen. 


Theorem 1. Es sei T ein Hausporrrscher bikompakter Raum, wobei zu 
jedem Punkt t von T eine BanachHsche Algebra R, gegeben sei, und die Algebra 
RT, .R,) genüge folgenden Bedingungen: 

2a) RT, R)= RK, für aletET; 

b) für jede stetige reelle Zahlenfunktion a(t) und jedes Element «= {x(t)} 
von RT, R,) gehört die Funktion {a {t)x(t)} dem von x erzeugten abgeschlossenen 
Ideal von KT, R,) an. 

Dann ist jedes abgeschlossene Rechtsideal, Linksideal bzw. zweiseitige Ideal I 
von RT, R,) gleich der Gesamtheit aller V ektorfunktionen x = {z(t)} ER(T; R,), 
die der Bedingung 

sdDEL für alleieT 


genügen, wobei die I, abgeschlossene (eigentliche oder uneigentliche) Rechtsideale, 
Linksideale bzw. zweiseitige Ideale von R, sind. 
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Beweis. Es sei /, die Projektion des Ideals I auf R,; wir setzen H, = 1],. 
Offenbar ist H, ein abgeschlossenes (eigentliches oder uneigentliches) Ideal 
von R,. Ferner sei y= {y(f)} ein beliebiges Element aus R(T, R,), das der 
Bedingung 

yö€EdH, für all ie7 


‚genügt. Wir Er daß yE I. Wegen H, = I, existiert für jedes e > 0 eine 
Funktion = Rn (Ö)} in I mit |x,() sel <.e. Wegen der Stetigkeit gilt 


auch |®,()— y()| <e in einer gewissen Umgebung U(r) des Punktes r. 
Unter diesen one bunsen U(r) existieren endlich viele Umgebungen 
Ü(t), ..., U (r„), die 7’ überdecken. Es sei «, {t), ..., &,„(f) eine entsprechende 


‚Zerlegung "des Einselements mit Hilfe stetiger nichtnegativer Zahlenfunk- 
tionen (vgl. $15, Nr. 2, Satz II). Dann ist wegen b) 


RO 20) El. er 


‚Andererseits ist 
<e für alle tET; (2) 


PU TU 


denn ist i ein beliebiger Punkt aus 7’, der in den Umgebungen U (t,), ... ., U(t,), 
jedoch nicht in den Umgebungen Ufr,.ı)---, U(r,) Hegt, so ist 
20= == 0 und |, W)—yW)|<eG=1,...,k), woraus 


k 
Ze0=0- n|=| Saat vun] 
k 


k 
22% |, —Y N<2 250 - 


folgt. Aus der Abgeschlossenheit von I ergibt sich wegen (1) und (2) sofort 
y€ TI. Wir sehen also, daß H, die Projektion von I auf ER, ist und demzufolge 
mit I, übereinstimmt. Folglich ist I, selbst ein abgeschlossenes Ya von R.- 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Folgerung. Es seien T und R, das gleiche wie in Theorem 1. Dann gilt: 


a) Jedes maximale abgeschlossene Rechtsideal, Linksideal oder zweiseitige 
Ideal von RT, R,) besteht aus allen Elementen x = {x(t}} von RT, R,), deren 
Werte in einem festen Punkt i, einem festen maximalen a Ideal 
von R;, angehören; 


b) ist jede der Algebren R, einfach, so besteht jedes abgeschlossene zweiseitige 
Ideal von K{T, R,) aus allen Elementen x = {xz(f)} von. RT, R,), die auf einer 
abgeschlossenen Teilmenge von. T verschwinden. 


Bei Zusatzvoraussetzungen über die Algebren R, läßt sich die Bedingung b) 
von Theorem 1 abschwächen, denn es gilt der folgende Satz: 
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I. Es sei T ein HAusporrzscher bikompakter Raum, und es seien die folgenden 
Bedingungen erfüllt: 


a) RT, R)= R, für alletiET; 
b) für jedes tET und jedes yE R, gilt yE yRy; 
eo) RT, R,) ist bezüglich. der Multiplikation mit Funktionen aus C’(T} 
abgeschlossen. 
Dann gehört das Element {a(t)x(t)} für jedes = {x(t)} ER(T, R,) und jede 
steige reelle Zahlenfunktion &(t) dem von 2 = {x(f)} erzeugten abgeschlossenen 
Ideal I, von KT, R,) an. . 


Beweis. Es sei x= {z{t)} € RT, R) und e>0. Dann existiert wegen &) 
und b) für jeden Punkt ET ein Element y,= {y.(t) I n T, mit 
Iz(e)y,(T )—&() |<e. Wegen der Stetigkeit ist auch |x(t) Ml<e 
in einer gewissen Umgebung U(r). Wir wählen eine ae ln. 
U(t),...., U(r„) des Raumes 7’ und eine entsprechende a des Eins- 
elements mit Hilfe Euer nichtnegativer Funktionen ß,(f), .. ., „(f) und 


setzen 2(f)=«{!) 2 B; (Hy.,(). Nach Bedingung e) ist 2= £(} E RT, R)- 


Wiederholen wir die beim Beweis von Theorem 1 angestellten Überlegungen, 
so finden wir 


BAUT IOELOEEENT) <e für alleze7 
j=1 


und somit sup|2()2d)— al) x(t)| <esup|et)]. (3) 
te? tet 


Hieraus ergibt sich, daß mit {z(t)=(£)} € I, auch {« (t)x(£)} zu I, gehört, was. 
zu beweisen war. 

Wir weisen darauf kin, daß die Bedingung b) von Satz I offenbar erfüllt ist, 
wenn jede der Algebren R, ein Einselement enthält. 

Faßt man Satz I und Theorem 1 zusammen, so erhält man. das folgende 
Ergebnis. 


Il. Es sei T ein bikompakter HAUSDorrFrscher Raum und R eine Banacusche :. 


Algebra derart, daß zEzR für jedes zER gilt. Dann ist jedes abgeschlossene 
Ideal I von C(T,R) gleich der Gesamtheit aller on Vektorfunktionen 
x = {x{f)}, die der m 


DEI für alletieT 
genügen, wobei I, ein abgeschlossenes (eigentliches oder wneigentliches) Ideal von 
R ist. 


Bemerkung. In Satz IL läßt sich der. bikompakte Raum 7 durch einen 
lokal bikompakten Raum und die Algebra C(T, R) durch die Algebra 0% (7, R) 
aller in R stetigen Vektorfunktionen x = {x(f)} mit im Unendlichen ver- 
schwindenden Werten ersetzen. Denn ist 7” die bikompakte Erweiterung 
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von T, die man durch Hinzufügen des unendlich fernen Punktes erhält, so 
kann O%(T,R) als Algebra N(7”, R,) angesehen werden, in der R,=R für 
tEeT und Ro = (0) gilt. 


3. Die Zugehörigkeit einer Vektorfunktion zu einer Algebra. Die Vektor- 
funktion y= {y({t)} gehört lokal zur Algebra RT, R,) im Punkt € T, wenn 
eine Vektorfunktion {z,()} ENT, R,) und eine Umgebung U(r) existieren 
‚derart, daß 

yd=x,(l) für alleze Ur). 


Die Vektorfunktion y= {y(f)} gehört lokal zur Algebra RT, R,), wenn sie 
‚dieser Algebra in allen Punkten € T lokal angehört. 

Wiederholen wir hier die beim Beweis von Theorem 1 aus $15, Nr. 2, 
angestellten Überlegungen, so erhalten wir das folgende 


Theorem 2. Es sei T ein bikompakter Hausporrsscher Raum, und es sei 
RT, R,) bezüglich der Multiplikation mit allen stetigen reellen Funktionen 
a(t) mit Werten im Intervall [0, 1] abgeschlossen. Dann ist jede Vektorfunktion 
y = {y(t)}, die lokal zu RT, R,) gehört, in dieser Algebra enthalten. 

Die Vektorfunktion y = {y{t)}, y(f) € R,, heißt sietig bezüglich der Algebra 
RT, R,), wenn für jede Funktion x = {z(t)} aus RT, R,) die Zahlenfunktion 
|y) —z(t)| stetig ist. Stimmen insbesondere alle Algebren R, mit einer 
festen Algebra R überein und ist R(T', R) eine Teilalgebra von O(T, R), so 
ist jede auf 7’ stetige Vektorfunktion y= {y(t)}, y(t) € R, ebenfalls bezüglich 
RT, R) stetig. 

Theorem 3. Es sei T ein bikompakter Hausporrfscher Raum, und es 
genüge die Algebra RT, R,) den folgenden Bedingungen: 

a) RT, R)= KR, für alleiET; 

b) KT, R,) ist bezüglich der Multiplikation mit allen auf T sietigen Funk- 
tionen, deren Werte. im Intervall [0, 1] liegen, abgeschlossen. 


Dann ist jede bezüglich R(T', R,) sielige Vektorfunktion y= {y(ö)} in RT, R,) 


enthalten. 

Beweis. Es sei y= {y({f)} stetig bezüglich R(T, R,). Auf Grund der Be- 
dingung a) existiert für jedes 7 € T eine Vektorfunktion = (z{t)} ER(T, R,) 
mit z,(r)= y(r). Wegen der Stetigkeit ist dann auch |y() —x,({)| <e in 
einer Umgebung U (r). Wählen wir eine endliche Überdeckung U (7), . . ., U (T,) 
von 7 und eine entsprechende Zerlegung des Einselements mit Hilfe stetiger 
- nichtnegativer Funktionen «&,(l), ...,&,(f), so erhalten wir, wenn wir die 
gleichen Überlegungen wie beim Beweis von Theorem 1 anstellen, 


n 
0-00 |<e für alle tE7. a) 
k-1 
ö N 
Da wegen b) die Vektorfunktion | Ale), o) zur Algebra W(7', R,) gehört 
k=1 


und diese Algebra vollständig ist, folgt aus (1), daß {y (£)} ebenfalls zu X(T', R,) 
gehört. 
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Ist insbesondere = R und RT, R)CC(T, R), so gelangen wir zum 
folgenden Ergebnis. 


Folgerung. Es sei T ein bikompakter Hausporrsscher Raum und R eine 
abgeschlossene Teilalgebra der Algebra C(T, R), die folgenden Bedingungen 
genügt: 

2) = AR für dlleiET; 

b) R ist bezüglich der Multiplikation mit allen auf T stetigen Zahlenfunktionen, 
deren Werte im Intervall [0, 1] liegen, abgeschlossen. 

Dann ist R= C(T,R). 


4. Vollreguläre Algebren. Es sei jetzt jede der Algebren R, symmetrisch. 
Wir nennen dann die Algebra R(T, R,) symmetrisch, wenn aus {r{f\} E KT, R,} 
auch {fe} ER(T, R,) folgt. Ist AT, R,) symmetrisch, so definieren wir 
in dieser Algebra eine Involution, indem wir =* = {fr(d)]*} für x= {x{t)} 
setzen. Offenbar sind für diese Involution. alle Axiome erfüllt, und es gilt der 
folgende Satz. 


I. Ist jede der Algebren R, vollregulär, so ist die symmetrische Algebra R(T, R,) 
ebenfalls vollregulär. 


Wir erinnern uns jetzt an die folgenden Tatsachen. Es sei R eine voll- 
ständige vollreguläre. Algebra mit Einselement und x ein hermitesches Ele- 
ment von R. Dann existiert für jede auf dem Spektrum von x stetige Funk- 
tion (A) ein Element f(x) € R, das der Limes (der Norm nach) einer Folge 
{p„(x)} ist, wobei {p,(A)} eine beliebige Folge von Polynomen ist, die auf dem 
Spektrum von x gleichmäßig gegen f(A) konvergiert. Ist insbesondere (0) = 0, 
so gehört f(x) zu jedem abgeschlossenen Ideal, das x enthält. Um dies zu 
beweisen, genügt es, die Folgerung 6 aus $16, Nr. 2, auf die Banracusche 
Algebra mit Einselement anzuwenden, die von x erzeugt wird, und für /{0) = 0 
auch 9,(0) = 0 anzunehmen. 

In den folgenden Sätzen Il und II sei R eine vollständige vollreguläre 
Algebra mit Einselement. 


II. Ist I ein abgeschlossenes symmetrisches zweiseitiges Ideal von R und x* 
das Bild des hermiteschen. Elemenis x aus R bei dem natürlichen Homomorphis- 
mus R> R/I, so ist für jede auf dem Spektrum von x stetige Funktion. f{}) 


@)= oT. ) 


Für jedes Polynom p(A) ist nämlich p (x*) = [p(x)]*; gehen wir zum Limes 
über und berücksichtigen wir die Stetigkeit des Homomorphismus R— R/T, 
so erhalten wir (1). 


III. Es sei {],} eine Menge von abgeschlossenen symmetrischen. zweiseitigen 
Idealen von R, deren Durchschnitt gleich (0) ist, und x, das Bild des hermiteschen 
Elemenis x aus R bei dem natürlichen Homomorphismus R> R/I,. Ist das 
Spektrum jedes der Elemente x, nichtnegativ, so ist das Spektrum von x ebenfalls 
nichtnegativ. 
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Beweis. Wir setzen 


1a) = 0 füri>0, 
= —4 für 1<0, 

A für 1>0, 
en-|, für A<0. 


Dann ist das Spektrum jedes der Elemente f(x), (x) nichtnegativ, und es 
ist = ol@) — f(x). Nach Voraussetzung ist 


AH) = 0. 
Also gehört f(x) zu allen I,, woraus f(x) = 0 folgt. Dann ist aber 
=) —-FR)= Pl), 
so daß das Spektrum von x nichtnegativ ist. 


IV. Es sei R, eine vollständige vollreguläre Algebra mit Binselement und 
RT, R,) eine symmetrische Algebra mit Einselement. Dann ist für jede auf dem 
Spektrum des hermiteschen Elements <= {z{t)} ER(T, R,) stetige Funktion f(A) 


fa) = {f(eW))}; 


ist das Spektrum von x (t) nichtnegativ für jedes t € T, so ist das Spektrum von x 
ebenfalls nichtnegativ. 


Beweis. Es sei I, die Gesamtheit aller Elemente von R(T, R,), die im 
Punkt t verschwinden. Dann ist I, ein abgeschlossenes symmetrisches zwei- 
seitiges Ideal von R(T, R,), und der Durchschnitt aller I, ist gleich (0). Folglich 
genügt es, die Sätze II und III auf diesen Fall anzuwenden. 


V. Es sea R(T, R,) eine symmetrische Algebra mit Einselement und x = {x({t}} 
ein hermitesches Element aus R(T, R,). Dann existiert für jedes € T und jedes 
e>0 eine Umgebung U(rt) derart, daß für TE U(r) das Spektrum von x{f) 
in der e-Umgebung des Spektrums von x(t) enthalten ist. 


Beweis. Wir bezeichnen mit 8, das Spektrum von x(f) und mit U die 
e-Umgebung der Menge $,. Ferner sei f{}) eine stetige Funktion, die auf $, 
gleich Null und außerhalb U gleich Eins ist. Dann ist f{x(r)) = 0 und wegen der 
Stetigkeit auch |f(xz(t))| <1 in einer Umgebung U(r). Weiterhin befindet 
sich für £ € U(r) das ganze Spektrum von f(x(t)) im Intervall (—1, 1), so daß 
 & in U enthalten ist. Würde nämlich ein Punkt A, von , nicht in U liegen, 
so würde das Spektrum von f(x(t)) den Punkt f(A,) = 1 enthalten, was jedoch 
nicht möglich ist. 


Bemerkung 1. Im Beweis wurde die Stetigkeit der Funktionen aus.(T, R,) 
[nämlich der Funktion f(x(f))] nur für die Punkte ti, benutzt, in denen x(t,) = 0 
ist. Folglich bleibt die Behauptung des Satzes V auch gültig, wenn die Stetig- 
keit der Funktionen nur in den Punkten i, mit x(f,) = 0 vorausgesetzt wird. 
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Theorem 4. Eine symmetrische Algebra R(T, R,) mit Einselement genüge 
den folgenden Bedingungen: 

a) T' ist ein bikompakter Hausporrfrscher Raum; 

b) jedes R, ist vollständig und vollregulär; 

0) für alle, ET, ti, #t,, existiert in der Algebra PT, R,) eine Vektor- 
funktion <= {x{t)} mit x{t,) = 0, c{t,) = e.!) 

Dann enthält KT, R,) alle Vektorfunktionen {a (t)e}, wobei «(t) eine auf T 
stetige Zahlenfunktion ist. 

Beweis. Es seit, ,, € T und, = t,. Nach Voraussetzung gibt es in #(7, A.) 
eine Funktion x = {xz(f)} derart, daß x (t,) = 0, z{l,) = e. Setzen wir y=a*x, 
so erhalten wir eine hermitesche Vektorfunktion y= {y(f)}, für die ebenfalls 
y(4)= 0, y(b)= e ist. Daraus folgt |y(#)| <e in einer gewissen Umgebung 
U (t,). Ist ferner (A) eine stetige reelle Funktion, die in der Umgebung |A! <e 
des Punktes 4 = 0 gleich Null und für }=1 gleich Eins ist, so ist 2= /(y) eine 
hermitesche Vektorfunktion aus N(T, R,), die in der Umgebung U (t,) gleich 
Null und im Punkt t, gleich e ist. 

Wir betrachten jetzt eine abgeschlossene Menge FCT und den Punkt 
ts & F. Aus dem für jeden Punkt € F eben Gesagten folgt, daß in der Algebra 
RT, R,) eine Vektorfunktion 2,— {2,(f)} existiert, die in i, gleich Eins und 
in der Umgebung U (r) gleich Null ist. Unter diesen Umgebungen gibt es endlich 
viele Umgebungen U {r,),..., U(r,), die die Menge F überdecken. Setzen 
wir 2m (fu, 2)" (u, "2, 80 erhalten wir eine hermitesche 
Vektorfunktion 2 {z(f)} aus KT, R,), die auf F gleich Null und in 2, gleich 
Eins ist. 

Nun seien F, und F, sich nicht schneidende abgeschlossene Mengen. Infolge 
des oben Bewiesenen gibt es dann zu jedem Punkt rE F, in KT, R,) eine 
hermitesche Vektorfunktion 2, = {z, (f)}, die auf F, gleich Null und in 7 gleich 
Eins ist. Setzen wir h,= e — 2,, s0 ergibt sich die hermitesche Vektorfunktion 
h,={h,(Ö} aus RT, R,), die auf F, gleich Eins und im Punkt r gleich Null 
ist. Dann ist |h,(t)| < & in einer Umgebung U (r), und das Element g, —= /(k,) 
[wobei f{A) die obige. Funktion ist] ist eine hermitesche Vektorfunktion 
9.= {g.(t)} aus RT, R,), die auf F, gleich Eins und in U (r) gleich Null ist. 
Wählt man eine endliche Überdeckung U (r,),...., U(r„) der Menge F, und 
setzt man 9 (9,9, °*" 92,)* (949° 9x), 50 erhält man eine hermitesche 
Vektorfunktion g= {g(t)} aus RT, R,), die auf F, gleich Eins und auf P, 
gleich Null ist. 

. Somit esisiiert in RT, R,) für je zwei sich nicht schneidende abgeschlossene 
Mengen F,,F, von T eine hermitesche Vektorfunktion g= {g(Ü)}, die auf F, 
gleich Eins und auf F, gleich Null ist. 

Gegeben sei nun eine beliebige, auf 7 stetige Zahlenfunktion «(f), und es 
sei &>0. Jedem Punkt rET7' entspricht eine Umgebung U (r), in der die 
Schwankung der Funktion x (t) kleiner als e ist. Da der Raum 7’ normal ist, 


enthält U(r) eine Umgebung 7 (r) mit Vr)c Ur). 


1) Wir wollen mit ein und demselben Symbol e das Einselement in jeder Algebra R, 
bezeichnen. Dies führt nicht zu Mißverständnissen. 
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Ferner sei V(m),...,/(7„) eine Überdeckung von T. Da V(r,) und 
T—U(r,) sich nicht schneidende abgeschlossene Mengen sind, gibt es 


in R(T, R,) eine hermitesche Vektorfunktion g, = {g; WE die auf Y (r,) gleich 
Eins und auf 7 — U (7,) gleich Null ist. Setzen wir k = 2 En 95, so ist k= {k{f)} 


eine hermitesche Vektorfunktion aus RT, B,), wobei, für jedes GET das 
Spektrum von k (6) — e nichtnegativ ist. Dann können wir mit Hilfe von Satz IV 


schließen, daß das Spektrum von k—e ebenfalls nichtnegativ ist und dem- 
1 


zufolge in RT, R,) ein Element g=k 3 existiert. Mit q,— k Br 96? 
erhalten wir hermitesche Elemente g, von RT, R,) mit nichtnegativem 
Spektrum, die den Bedingungen 


5 y=e, 9()>=0 außerhalb U(r,) 2) 
ji 


genügen. Es sei jetzt «, einer der Werte, die die Funktion «&(f) auf U(r,) an- 
nimmt. Wir werden zeigen, daß dann 


N 
che — dag, )|<e für allegeT". 
3-1 . 


Da die Algebra R(T, R,) vollständig ist und die Zahl & > 0 beliebig gewählt 
werden kann, läßt sich hieraus schließen, daß «{t)e € R(T, R,). Damit wird 
dann der Satz bewiesen sein. 

Wir setzen voraus, daß der feste Punkt i den Umgebungen T (7,), ...., U (7): 
jedoch nicht den Umgebungen U (1u41) - - -, U (T,) angehört. Dann ist 


ad)—o,|<e für j=l...,m, ,Üd)=0 für j>m. (3) 


Ferner ist q,(t) ein beschränkter nichtnegativer Operator eines HıLzarrschen 
Raumes 9, (vgl. $24, Nr. 2, Theorem 5). Aus (2) und (3) folgt für jedes& € 9, 


‚eo: 30,0 ))® Je] - K(ee-Lao0)s > 


=| Zt (0,0) €, 2 
Sauna PHROROEESS 


<e( (200) £, > 


=, H=el£l 


und somit 


&(t) 0 a0) | <E 


23 Neumark, Algebren 


354 $26. Algebren von Vektorfunktionen 


Bemerkung 2. Beim Beweis von Theorem 4 wurde nur die abgeschwächte 
Bedingung für die Stetigkeit der Norm der Funktion |e()|, {e($)} E RT, R,), 
benutzt, die folgendermaßen lautet: Ist x(f,) = 0 in einem Punkt i, € T, so 
existiert für jedes &>0 eine Umgebung U (t,), in der |x({t)| <e gilt. Daher 
bleibt die Behauptung des Theorems auch dann richtig, wenn R(C, R,) 
durch eine Algebra 9’ (T', R,) ersetzt, wird, wobei die Funktionen aus X (T, R,) 
nur der abgeschwächten Stetigkeitsbedingung zu genügen brauchen (natürlich 
bei Erfülltsein der übrigen Bedingungen des Theorems). 


Bemerkung 3. Die Voraussetzungen in Theorem 4 lassen sich wie folgt 
abändern: 

a) T sei ein bikompakter HLAUSDORFFscher Raum; 

b) R, sei für alle Punkte t € T außer einem festen Punkt t, vollregulär, und es 
sea R,= (0); 

ec) in RAT, R,) existiere für zwei Punkte t,, tz, (4 +1,15 =t,) eine Vekior- 
funktion = {x{f)} mit z(t&)= 6, z{h)= e; 

d) alle Vektorfunktionen der Algebra RT, R,) mögen der abgeschwächten 
Stetigkeitsbedingung gemügen, und sie seien so beschaffen, daß für jedes & > 0 
eine Umgebung U(r) existiert, in der |«(t) — e|< e ist, wenn z(rT) = e in einem 
Punkt ET ist. 

Dann enthält die Algebra AT, R,) alle Vektorfunktionen {a(t)e}, wobei &(k) 
eine auf T stetige und im Punkt t, verschwindende Zahlenfunktion ist. 


Beweis. Fügen wir zu X(T, R,) das Einselement e = (e} hinzu, so erhalten 
wir die Algebra W(T, R;), wobei R} = R, für t+#1, und R; die Algebra der 
Skalare ist. RW’ (T, Ri) genügt allen Bedingungen von Theorem 4, wobei die ab- 
geschwächte Stetigkeit der Norm'der Vektorfunktion x = {x{f)} von W(T,Ri) 
aus d) folgt. Daher enthält 9 (T', R}) alle Funktionen {x (t)e}, wobei «(f) eine 
beliebige, auf T stetige Zahlenfunktion ist. Da sich W(T, Ri) aus KT, R,) 
durch Hinzufügen des Einselements ergibt, können wir die Folgerung ziehen, 
daß RT, &,) alle Funktionen {&(t)e} enthält, wobei «(f) eine auf 7 stetige 
und im Punkt i, verschwindende Zahlenfunktion ist. Es sei jetzt 7’ ein lokal 
bikompakter Raum, der sich aus 7’ durch Entfernen des Punktes ;, ergibt. 
Dann stimmt RT, R,) mit der Algebra R(T”, R,) überein, deren sämtliche 
Vektorfunktionen im Unendlichen verschwinden. Somit können wir auch 7 


-als lokal bikompakten Raum auffassen, dessen unendlich ferner Punkt ti, ist. 


Theorem 5. Die symmetrische Algebra R(T, R,) genüge den folgenden 
Bedingungen: 

a) T ist ein bikompakter Hausporrrscher Raum; 

b) jedes R, ist eine BanacHsche symmeirische Algebra, die aus vollsiefigen 
Operatoren eines Hınzurrtschen Raumes 9, besteht; 

c) für je zwei verschiedene Punkte t,,t, € T und beliebige Elemente x, € R,,, 
2, E R,, existiert in RT, R,) eine Funktion «= {x{t)}, die in den Punkien 
t, bzw. t, die Werte &, bzw. x, besitzt. 

Dann ist die Algebra RT, R,) bezüglich der Multiplikation mit Funktionen 
aus C’(T) abgeschlossen. 
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Beweis. Es sei = {a Ü} ER(T, R,) und «{t) EC”(T). Es muß gezeigt 
werden, daß {x(t)x,()} ER(T, R,) ist. Dazu setzen wir zunächst y= 24%, 
und betrachten y(f,) in einem festen Punkt i,€ T. Nach Voraussetzung ist 
y(i,) ein vollstetiger und positiv definiter Operator eines HiLBERTschen 
Raumes $,,. Folglich besteht das Spektrum von y(f,) aus dem Punkt 0 und 
endlich oder abzählbar vielen positiven Eigenwerten, die keinen von Null 
verschiedenen Häufungspunkt haben. 

Wir untersuchen zuerst den Fall unendlich vieler Eigenwerte. Sie mögen 
eine fallende, gegen Null konvergierende Folge A}, Ag, Ag, -.. bilden. Dann 
existiert zu jedem & > 0 ein r derart, daß A, ,ı <A, <e. Wir wählen zwei Zahlen $ 
und y derart, dßA, >B>Yy>A,,., und wir bezeichnen mit f(A) eine stetige 
Zahlenfunktion, die für} > ß gleich Eins, für} < y gleich Null und im Intervall 
[y, #] linear ist. Setzen wir dann p = f(y), so gehört p = [pfi)} zu RT, R,), 
und »(f,) ist Projektionsoperator in 9:;,. Außerdem ist das Spektrum des 
. hermiteschen Operators % (65) — P(k,) Y (f,) im Intervall [0, &] enthalten, so 
daß |yli) — pli)ylt)]<e ist. Der Stetigkeit wegen ist dann ebenfalls 
|y(t) — plt)y(i)|<e im einer Umgebung T, (k,). 

Weiterhin existiert infolge Satz V eine Umgebung D, (t,) derart, daß für alle 
te U,(t,) das Spektrum des Operators y(f) außerhalb des Intervalls [y, ] 
liegt, d.h., p(t) ist ein Projektionsoperator. Es sei U (t,) eine Umgebung des 
Punktes i,, deren abgeschlossene Hülle in U, (t,)N U; (t,) enthalten ist. Dann ist 
p(t) Projektionsoperator und 


„»W-r@uW|<e für alleie Te). (4) 


Wir zeigen, daß dies auch für einen Operator y(f,) mit nur endlich vielen 
positiven Eigenwerten gilt. Es sei A, der kleinste dieser positiven Eigenwerte. 
Wir wählen zwei Zahlen ß,y derart, daß 0 <y<ß <A,, und definieren wie 
oben eine stetige Funktion f(A). Setzen wir wieder p= f(y), so erhalten wir 
yo) — Plio)Y (to) = 0. Eine Wiederholung der obigen Überlegungen führt uns 
auch jetzt auf (4). 

Wir zeigen jetzt, daß innerhalb von U(t,) die Multiplikation der Vektor- 
funktion (p (£)} mit jeder stetigen reellen Funktion « (t) möglich ist. Mit anderen. 
Worten, es existiert für jede solche Funktion «(f) in R(T, R,) eine Vektor: 
funktion 2= {z(f)} mit z()=«({ti)p(i) für alle GE U (k,). Um dies zu beweisen, 
bezeichnen wir die Gesamtheit aller Vektorfunktionen x = {z{f)} aus K(T, R,), 
die der Bedingung 


da) pli)=elt) füralle. GET) (5) 


genügen, mit R,. Offenbar ist dann St, eine Banacusche Teilalgebra von 
RT, R,). Ferner sei R,° die Gesamtheit aller nur auf U(t,) betrachteten 
Vektorfunktionen z= {x({f)}} aus R,. Die Transformation x—> x”, die jeder 
Funktion. == {z($)} aus R, ihre Einschränkung «* = {v* (f)} auf U(t,) zu- 
ordnet, ist ein symmetrischer Homomorphismus der vollständigen voll- 
regulären Algebra X, auf die vollreguläre Algebra Ri‘. Somit ist I auch eine 


23% 
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vollständige Algebra (vgl. die Folgerung aus $ 24, Nr. 3). Andererseits ist RA,’ 
eine Algebra der Form RU (t,), Ri), wobei R} die Gesamtheit aller Elemente 
x von R,ist, die der. Bedingung zp (f)= p(t) «= x genügen. Hieraus und aus der 
Voraussetzung c) kann man schließen, daß R\' allen Bedingungen von Theorem 4 
genügt; dabei ist p(f) das Einselement von R} und » das von N‘. Auf Grund 
von Theorem 4 enthält R;' die Funktion fx ({f)p (£)}. Also existiert in RT, R,) 


eine Vektorfunktion 2 = {z{f)}, die in U(t,) mit {&(t)p(t)} übereinstimmt. 


Wir ändern jetzt die Funktion 2= {z({f)} so, daß sie außerhalb U (t,) ver- 
schwindet. Es sei r& U(i,) und &, € U(t,). Das Spektrum des Operators p(r) 
besteht dann nach Konstruktion aus endlich vielen positiven Eigenwerten 
endlicher Vielfachheit. Ferner sei q, der Operator der Projektion auf die 
direkte Summe der zu diesen Eigenwerten gehörenden Teilräume. Da der 
Operator q, endlichdimensional ist, ist er vollstetig, und es gilt außerdem 
2) =HPr)=r(t), WER, Infolge der Voraussetzung c) existiert in 
JUT,R,) ein hermitesches Element q= {g(f)} derart, daß g(t,) = 0, q(r) = 4. 
Ist p(A) eine reelle stetige Funktion, die in der Umgebung des Punktes } — 0 
gleich Null und im Punkt = 1 gleich Eins ist, und setzen wir k=o(g), so 
erhalten wir eine Vektorfunktion k = {k(f)} aus RT, R,), die in einer Umge- 
bung U (t,) verschwindet und im Punkt r gleich g, ist. Ist V (t,) eine Umgebung 
von ti, mit V (4) cC U{t,) und führen wir die vorhergehende Konstruktion für 


jeden Punkt i, € V (i,) durch, wählen dann aus den Umgebungen U (t,) eine 
endliche Überdeckung der Menge 7 (t,) und.multiplizieren wir die entsprechen- 
den Vektorfunktionen k= [k(t)}, so erhalten wir eine Vektorfunktion k=|k)}; 
die auf V (f,) verschwindet und im Punkt r gleich q, ist. Mt ?7= p — Ip ist 


dann ?= {plt)} eine Vektorfunktion aus R(T, R,), die für 5€ V (i,) gleich 
»(t) und im Punkt r gleich Null ist. Setzen wir ferner v— 9*p, so erhalten wir 
eine hermitesche Vektorfunktion v= [v(f)}} mit denselben Eigenschaften. 


Untersuchen wir dann p(v), wobei p (A) wieder eine reelle stetige Funktion mit 
‚obigen Eigenschaften ist, und wenden wir. die oben für k und V (f,) durch- 
geführten Überlegungen jetzt für vo und T— U(t,) an, so erhalten wir eine 
hermitesche Vektorfunktion h= {kh(f)} aus RT, R,), die auf V (i,) gleich p(t) 
und auf T — U(t,) gleich Null ist. 

Nun sei ß(f) eine beliebige reelle und auf 7 stetige Zahlenfunktion, die 
außerhalb von Y (f,) verschwindet. Wie oben erwähnt, enthält %(T, R,) eine 
Vektorfunktion, die auf U’(t,) den Wert P(f)p(t) annimmt. Multiplizieren wir 
sie mit h= {h(f)}, so erhalten wir eine Vektorfunktion, die auf 7’ gleich 
{B(&)2(£)} ist. Mit anderen Worten, es ist FPÄFER (T, R,) für jede auf T 
stetige, außerhalb V (i,) verschwindende reelle Funktion ß(f). 

Wir konstruieren jetzt die Vektorfunktion p = {p(t)} und die entsprechende 
Umgebung 7 (t,) für jedes i, € 7’. Aus diesen Umgebungen wählen wir eine 
endliche Überdeekung 7 (k,), ..., V/ (,) und bezeichnen mit 9,,..., 2, die 
entsprechenden Vektorfunktionen. Ist ferner B(f), .. .,ß„(£) die der Über- 
deckung 7 (t), ..., 7 (f„) entsprechende Zerlegung des Einselements durch 
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stetige reelle Funktionen, so enthält R(T, R,) die Vektorfunktionen 
9%= {a () Bad 2 (t) Pr(t)} (k=1,2,...,n). 
Setzen wir g= ++ m oitgeNlT, A) und 


7) al) ml) 3 (au) — a) Bel) mo] 
-3 «(Bi HL —d. 


woraus sich wegen y=x{ı, 


[o) — alt) I" rl) — a) mW] | 2 
=|«) ? 2,0 8,0 m) -eyW Im) —el 


ergibt. Wegen (4) ist jedoch 


1 2 
vormo—a = yl)—-yWn;dl<e in Vi), 


also 


1 
5,0 wor [p;(t)— e] <PB; Ve in ganz T. 


Somit folgt aus (6) 
sd —ed) mW) <suplal|? 3 eßrt) A; = supla@i?e- 
ieT 5-1 tet 


Da A(T, R,) vollständig ist, muß folglich {& (tx, (Ü)} E NAT, R,) sein. Damit 
ist Theorem 5 bewiesen. 

Bemerkung 4. In Theorem 5 kann der Raum 7 auch lokal bikompakt 
sein. Dieser Fall läßt sich nämlich auf den in 'Theorem 5 betrachteten dadurch 
zurückführen, daß man zum Raum T den unendlich fernen Punkt oo und zu 
den Algebren R, die Algebra R. = (0) hinzufügt. 

Kombinieren wir die Theoreme 4 und 5 mit Theorem 3,.s0 gelangen wir zu 
dem folgenden Ergebnis, das die Verallgemeinerung des Stow#schen Satzes 
für den nichtkommutativen Fall darstellt (vgl. $2, Nr. 10, Theorem }): 

Theorem 6. Es sei T ein lokal bikompalter HAUSDORFEscher Raum und RB 
eine vollständige vollreguläre Algebra, die entweder ein Einselement enthält 
oder aus vollstetigen Operatoren eines Hınzertschen Raumes besteht. Ist ferner 
NRolT, BR) die Algebra aller auf T stetigen und im Unendlichen verschwindenden 
Vekiorfunktionen &= {x(t)} mit Werten aus R und isi R, eine abgeschlossene 
symmetrische Teilalgebra von Ro(T, R), die zu je zwei verschiedenen Punkten 
b4,bET und beliebigen z,,%,ER eine Funktion x mit (bh) =% %(b) =% 
enthält, so stimmt R, mit Ro(T, R) überein. 


5. Das kontinuierliche Analogon zum Schurschen Lemma. Ist jedes R, 
eine Banachsche symmetrische Algebra von Operatoren eines Hınserrschen 
Raumes 9, und R(T, R,) eine symmetrische Algebra, so ist für jedes feste 
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is E T die Zuordnung x—> x{f,) eine Darstellung der Algebra R(T, R,) im 
Raum $9;,. Die Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen machen es möglich, 
auf diese Darstellungen das Schursche Lemma zu übertragen, wobei diesen 
Darstellungen eine Reihe von Bedingungen auferlegt werden müssen, die für 
Darstellungen vieler wichtiger konkreter Algebren erfüllt sind (vgl. dazu 
etwa GELFAND und NEUMARK [7, S. 202] und NEUMARK [7,9]). 

Vorbereitend beweisen wir den folgenden Satz: 


I. Ist &(9) die Algebra aller vollsteligen Operatoren eines Hınzarrschen 
Raumes 9, so stimmt jede abgeschlossene symmetrische irreduzible Teilalgebra R 
von E(H) mit E(H) überein. 


Beweis. Ist RP die Gesamtheit aller Projektionsoperatoren PER, so ist 
jedes PER offenbar snelichdirieneional; Ist Z7 ein hermitescher Operator 


aus R, so läßt sich H in der Gestalt ZrPs schreiben. Wählen wir eine stetige 


Funktion f{A), die im Punkt },, öleich Eins und in den übrigen Punkten A, 
gleich Null ist, so erhalten wir P,= HH) ER. Folglich ist R eine minimale 
abgeschlossene Algebra, die RP enthält, und somit ist RP eine irreduzible 
Menge. 

Nun sei {e,} ein festes Wollständiess Orthonormalsystem aus 9. Ist &'(9) 
die Gesamtheit aller Operatoren, deren Matrix |a,,| in diesem Orthonormal- 
system die Bedingung 2 a, ?< erfüllt, und setzen wir = RNE ($),soist 


ER’ eine HILBERTsche Algebra, die RP enthält und deshalb irreduzibel ist. Nun 
ist aber jede Hınserrsche Algebra die orthogonale Summe ihrer minimalen 
abgeschlossenen zweiseitigen Ideale, die, da R’ irreduzibel ist, nur aus einem 
Ideal bestehen kann. Also ist R’. einer Matrizenalgebra X(W) voll- 
isomorph (vgl. $25, Nr. 5). Dieser Isomorphismus X (X) — E’ ist eine irredu- 
zible Darstellung der. Algebra X (X). Aus den Überlegungen beim Beweis von 
Theorem 2 aus $22, Nr. 2, können wir schließen, daß R’ und somit auch RP 
alle Operatoren der Projektion auf endlichdimensionale Teilräume enthält. 
Folglich ist R=C&(9). 


Theorem 7. Es sei T ein lokal bikompakter Hausporrrscher Raum, 
& die Gesamtheit aller vollsteigen Operatoren eines Hınzurıschen Raumes 9 
und ReolT, & die Gesamtheit aller auf T stetigen und im Unendlichen ver- 
schwindenden V ektorfunktionen mi Werten aus &. Ferner sei R, eine abgeschlossene 
symmetrische Teilalgebra von Ro (T, &), die den folgenden Bedingungen genügt: 


a) Für alle ,ET ist die Zuordnung x— x(t,) eine irreduzible Darstellung 
der Algebra Ri; 

b) für allet,, WET, t, == t,, sind die Darstellungen > x{t,), > x{t,) nicht 
äguivalent. 

Dann ist A = NRo(T, &). 

Beweis. Infolge a) ist R,, eine irreduzible Teilalgebra von €. Als Bild der 
vollständigen  vollregulären Algebra Rt, bei einem symmetrischen Homo- 
morphismus ist N,, abgeschlossen und stimmt demzufolge mit & überein 
(vgl. Satz I und $24, Nr. 3, Folgerung). 
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Wir zeigen nun, daß für beliebige ,,5nE€E€ und ,hET,t, +t,, eine 
Vektorfunktion z2= x{t) EN, derart existiert, daß x(f,) = x, © (fo) = ®, ist. 
Dann wird die Behauptung unseres Theorems aus Nr. 3, Thheorem 6, folgen. 
Zum Beweis bezeichnen wir mit I, die Gesamtheit aller Vektorfunktionen 
z=x(l) EN,, die der Bedingung x (t,) = 0 genügen, und wir setzen €, = ],.,: 
Dann ist 


Gu=6. 


Im entgegengesetzten Fall wäre nämlich &, ein abgeschlossenes zweiseitiges 
Ideal von & und daher €, = (0) (vgl. $22, Nr. 1, Satz V). Dann würde aber 
aus 2(h)= 0, EN, auch x(t,) = 0 folgen. Die Zuordnung x(t,)— x(f;) wäre 
also für x € fi, eindeutig und somit eine Darstellung der von der Nullalgebra 
‚verschiedenen Algebra €. Auf Grund von 822, Nr. 2, Theorem 2, wäre diese 
Darstellung äquivalent der identischen Darstellung x (f,) > x{f). Somit würden 
entgegen b) die Darstellungen z— x{t,) und x— x(f,) von. R, äquivalent sein. 
Also ist &,=®. Diese Beziehung bedeutet, daß für jedes 2, € € eine Funk- 
tion ze) ER, mit 9, (6,)—= 0, Xg(t) = x, existiert. Analog existiert eine Funk- 
tion MER, mit ()=2,,2%(%)=0. Dann genügt «(= x, () + fl) 
den gestellten Forderungen. Damit ist das Theorem bewiesen. 

Nun sei $ ein separabler Hırserrscher Raum, 7' ein lokal bikompakter 
Havsporrrscher Raum und u ein Maß auf 7. 

Zur Vereinfachung der Darlegungen setzen wir in diesem Abschnitt von nun 
an voraus, daß der unendlich ferne Punkt von T eine abzählbare Basis von 
Umgebungen T,, D,,..: besitzt. Offenbar folgt daraus, daß die Vereinigung 
abzählbar vieler bikompakter Mengen , = T—- U, =T—U,,... den 
Raum T ausschöpft: 


U9a=T. () 


n=1 


Man kann (1) durch eine schwächere Forderung ersetzen, indem man nur verlangt, 
daß T gleich der Vereinigung 7, U UT, von (eventuell nicht abzählbar vielen) sich nicht 


& 
überschneidenden summierbaren Mengen T, und einer lokalen Nullmenge T, ist, so daß 
jede summierbare Menge höchstens abzählbar viele Mengen 7’, schneidet (vgl. $ 6, 
Nr. 16). Die folgenden Ergebnisse bleiben dabei gültig, wenn man in ihnen die 
Ausdrücke „Menge vom Maß Null“ und „fast überall“ durch „lokale Nullmenge‘“ bzw. 
„lokal fast überall‘ ersetzt (vgl. $ 6, Nr. 9). Wir überlassen es dem Leser, die folgenden 
Beweise auf diesen Fall zu übertragen. 


Eine Vektorfunktion &= {£{t)},tET, mit Werten aus $ nennen wir 
-meßbar (oder einfach meßbar), wenn für jedes „€ 9 die Zahlenfunktion 
<E(i), n> ebenfalls u-meßbar ist. Ist .Z° die Gesamtheit aller u-meßbaren Vektor- 
funktionen & = {£(f)},tE T, deren Werte aus 9 sind und die der Bedingung!) 


1) Dabei sieht man zwei Vektorfunktionen &({f}, n(t) € als nicht verschieden an, wenn 
Seo —-n@Pau=0 ist. 
? 
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f Et)Pda < oo genügen, und setzen wir 
7 
ae= {ae}, Etn={EW-+HnW) 
E, me), noydu 


für &= {&(t)), n= {ni)} € 5£, so ist 7 ein Hınzertscher Raum. Der Beweis 
seiner Vollständigkeit verläuft analog dem der Vollständigkeit von Z2 (vgl. $6, 
Nr. 11). Wir nennen 7° das topologische direkte Integral!) des Raumes % nach 
dem Maß u und schreiben 1 Hyau. 

7 


Ist 7 diskret und das Maß jedes Punktes gleich Eins, so stimmt ] Hau 


offenbar mit der gewöhnlichen direkten Summe 2 ®9 überein as 85, 
Nr. 6). 

Wir betrachten jetzt eine _ Operatorfunktion A= {A(f)}, wobei At) ein 
beschränkter Operator in 9 ist. Die Operatorfunktion A= {A(f)} heißt 
u-meßbar, wenn 

a) sie für alle € 7’ definiert ist, eventuell mit Ausnahme einer Menge 
vom u-Maß Null; 

b) für jede Vektorfunktion &= {£(t)} € 7° die Vektorfunktion {A ()& (£)} 
für alle £€ 7 definiert ist, eventuell mit Ausnahme einer Menge vom „-Maß 
Null, und zu 7 gehört. 


II. Ist {A(£)) eine meßbare Operatorfunktion, so ist |A(t)| eine meßbare 
Zahlenfunktion. 
Ist &, nämlich eine abzählbare, in $ dichte Menge, so ist | A (t)| = Br AwE.| '; 


(&| 


.h., |A(t)| ist als obere Grenze der Folge der meßbaren Punkionn LA 
ebenfalls meßbar (vgl. $6, Nr. 10, Satz VI). u 


II. Ist {A(f)} eine meßbare Operatorfunktion, so definiert die Beziehung 
AED} =[A (Ü)E(E)} genau dann einen beschränkten Operator A von 7°, wenm | A (t)| 
eine wesentlich beschränkte Funktion ist. In diesem Fall ist | A| = || A () ||o-°) 


Beweis. Wir setzen c = || 4A (#)||o- Ist e < oo, so gilt 
AEP=[|AW EH@PanseflemWPau=eler. 
Folglich ist A ein beschränkter Operator, und es ist 


Alse. (2) 
Ist dagegen A beschränkt und £, eine äbzählbare, in &$ dichte Menge, so ist 
S=U Sn, (3) 

n=1 


1) Eine andere, allgemeinere Definition des topologischen direkten Integrals wird in 
$41, Nr. 2, gegeben. 
2) Bezüglich der Schreibweise |x(f)!o vgl. 86, Nr. 13. 
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wenn wir mit 8, bzw. $ die Menge derjenigen Punkte i bezeichnen, für die die 
Ungleichung 
MA > Al lEn| (4) 


a|>|4| (5) 
gilt. In der Tat: Ist € 8, d.h. I die Ungleichung (5) nicht, so ist (4) für 
kein n erfüllt, und somit gilt ie U Sn: Ist dagegen € U Sn so gilt 


A| S|Al|E| für allen= 1,2, 3,. ..; also ist |A@)| < "A, denn {£,} 
ist in 9 dicht. Folglich ist i& $. Damit ist (3) bewiesen. 

Wir zeigen nun, daß jedes S, das z-Maß Null hat. Dann ist wegen (3) auch $ 
eine solche Menge, und es ist 


bzw. 


e<|A|. i (6) 

Es sei & (f) die charakteristische Funktion der Menge 8, und ß(£) eine beliebige 

Zahlenfunktion, die der Bedingung J Bö)du <oo genügt. Dann ist 
N Ehkhalt)E, € I, und falls 1(8,) > 0 ist, gilt 

1AlEn(H = flao &|?1ß Qrau>lapfisPldofan. u) 

Diese Ungleichung widerspricht jedoch der Definition der Norm von A. 


Demnach ist u ($,) = 0 und die Ungleichung (6) bewiesen. Durch Kombination 
von (2) und (6) erhält man [A|=c=||A(t)||«. 


IV. Jeder beschränkte Operator A in # = f HVau, der mit allen. Operalören 
n 


= {B(t)1}, Pi) EOS(T), vertauschbar ist, hat die Gestalt A= {A(Ü)}. Dabei 
ist {A (6)} eine meßbare, wesentlich beschränkte Operatorfunktion. 


Beweis. Es sei {e,} ein vollständiges Orthonormalsystem aus $ und (8) 
die charakteristische Funktion der Menge Q, in (1). Setzen wir 


Em = {on (6) 0) En} ,„ A* Enm Inn Nam} 
und für eine beliebige Vektorfunktion = {£ (f)} € Zaußerdem L=!’={f’ (M}, 


so ist 
<E, Nam; AFE DAL, I Ela nm): 


Der Operator L,, = {a„(Ü)1} 13ßt sich durch Operatoren L,,BEOc), 
approzimieren und ist deshalb auch mit A und A* vertauschbar. Also gilt 


LE, Le Nm w= &, Lan En m2 = &, & m? ? 
[E0; um) am) du=fEW, en (tl) du. (8) 
T T 


d.h. 


Wir definieren in 9 einen Operator B (ti), indem wir B({f)e, = Ynm(l) für € Qu 
setzen und ihn dann auf endliche Linearkombinationen der Vektoren e, linear 
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erweitern. Dann läßt sich (8) in der Form 


E®, BO en ml) au=[Ed), end &m(i) du (9) 
T T 


schreiben. Nach Voraussetzung ist A L,— L,A und somit A Lu = Lg, Ad= Lgl”, 
so daß man in (9) dann Z{f) und Z’(f) durch B(tC(E) bzw. B(t)C’(f) ersetzen 
kann. So erhalten wir. 


[eW, BO em Bl) m) du, PO &m(t) An 
T P 


für alle B(t) ECT). Daraus folgt 

cm, Bm =), En) (10) 
mit Ausnahme einer Menge 8, vom „-Maß Null. Dann wird außerhalb der 
nee U En: die ebenfalls vom 4#-Maß Null ist, die Beziehung (10) für alle 


n=1, 3, 3,. . erfüllt, so daB ME DE und Bi) )= Lt). 

Setzen wir +3) Alt)= B*(t), so ergibt sich Aflö(t)} = {Adi} für alle 
ICkd}E°. Auf Grund von Satz III ist (A (t)} eine wesentlich beschränkte 
Operatorfunktion. Damit ist der Satz bewiesen. 

Nun setzen wir voraus, daß für jedes t € T eine Darstellung <> A,(f) einer 
Bamnachschen symmetrischen Algebra R im Raum $ gegeben ist. Ist für jedes 
x € R die Operatorfunktion A,= {A,(f)} #u-meßbar und wesentlich beschränkt, 
so ist A, ein Operator von „7, und die Zuordnung x— A, ist die Darstellung 
der Algebra R im Raum .%#. Man nennt sie das topologische direkte Integral 
der Darstellungen > A,(t) nach dem Maß u und schreibt 


x [©A,()d 
T 


Theorem 8 (Kontinuierliches Analogon des Scrurschen Lemmas). Die 
Darstellung &— A, der BanachHschen symmetrischen Algebra R sei das topo- 


logische direkte Integral <— 3. ®4A,(l)du der Darstellungen «<> A,(t) von R 


in einem separablen Raum 9, und es seien die folgenden Bedingungen erfüllt: 

a) A,(t) ist für jedes ER eime im Umendlichen verschwindende und (im 
Sinne der Operatornorm) auf T sielige Operatorfunktion; 

b) für alle zER undt ET ist der Operator A,(t) vollsietig; 

c) jede .Darsiellung «> A,(t) ist irreduzibel; 
1) Auf den ersten Blick scheint es, als ob man sofort £’(t) = A(t)£(t) setzen könnte. 
Jedoch kann £’(i,) im allgemeinen Fall von allen Werten der Vektorfunktion {£(f)} und 
nicht nur von ihrem Wert £’(t,) in einem gegebenen Punkt £, abhängen (vgl. $5, Nr. 15, 
wo Entsprechendes für einen diskreten Raum 7 gilt). Die oben bewiesene Formel 
B*(t)E( = (ti) besagt, daß für einen mit allen Operatoren Lg veruehbarn Opera- 


tor A der Wert &’(i,) tatsächlich nur von £(f,) abhängt und daß für t& u 8, der Vek- 
tor B(t)e, von der Wahl der Menge Q,,, die t enthält, unabhängig ist. "=" 
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d) für alle ,,, ET, t&, =t,, sind_die Darstellungen &— A,(t), > Ay() 
nicht äqwivalent. _ 
Dann hat jeder beschränkte Operator B von = ii KR) ya u, der mit allen Operatoren 


1 
A,,® ER, vertauschbar ist, die Gestalt B= {BL mit Bil) e Le(T). 

Beweis. Ist A, das Bild von R bei der Abbildung z— 4,, so ist R, auch 
eine BanacHsche symmetrische Teilalgebra von R(T, €), die allen in Theo- 
rem 7 gestellten Bedingungen genügt. Somit ist R, = N (7, &). Der Operator.B 
ist also mit allen Operatoren aus R.(7, €) vertauschbar. Es sei {p,} ein voll- 
ständiges orthonormiertes System in 9 und P, der Projektionsoperator auf 
den von 9, %9, - : -,.9, aufgespannten Teilraum. Dann gilt P,E> € fürn > x 
für alle £ aus 9 im Sinne der Norm in $. Wir definieren durch B,€ = {P,EH} 
für &=£(f) E.7 einen Operator ®, in.#°. Es ist leicht zu sehen, daß ®, ein 
Projektionsoperator in .* ist und daß B,E>E für n— oo für alle & €. im 
Sinne der Norm von 5 gilt. Da 7, B,= {PÜP,} EN“(T, €) für jede Funk- 
tion. (t) aus C.(7) gilt, ist der Operator B mit allen Operatoren L,;®, ver- 
tauschbar, also BL;®, = 1;%,B. Durch Grenzübergang n— oo ergibt sich 
die Vertauschbarkeit von B mit allen Operatoren L,= {P {#1}, Ali) € Cx (7). 

Auf Grund von Satz IV können wir hieraus schließen, daß B= {R{f)} ist; . 
dabei ist B(f) eine wesentlich beschränkte meßbare Operatorfunktion. Die 
Vertauschbarkeit von B mit den Operatoren A = [A(t} ER“(T, €) bedeutet, 
daß 

AYBÜ)=Bi) Ad (ıl) 
für fast alle £ gilt. 

Ist nun « {f) eine auf T stetige positive Funktion, die für 1—> oo gegen 0 geht, 
‚und C’ ein beliebiger vollstetiger Operator auf 9, so gehört {& () 0} zufs(7, &). 
Also ist 

th) CBH=alt) BC (12) 
und wegen a{f) >0 auch CB(t)= B{f)C für alle 5 außerhalb einer „-Null- 
menge N. Dann muß aber für allet&N 


BO=BW1, B={BW1) (13) 
gelten, und aus Satz III folgt die wesentliche Beschränktheit von ß{f). 


Folgerung 1. Es sei die Darstellung &— A, die gleiche wie in T’heorem 8. 
Dann ist jeder Teilraum M von FF — f Han, der bezüglich aller Operatoren A, 


f 
invariant ist, die Gesamtheit aller Vektoren € — {£ (t)} €.°, die der Forderung 
Ee)=0 für fastalle TEA 


genügen. Dabei ist A eine feste u-meßbare Menge von T. 

Beweis. Es sei P der Operator der Projektion auf den invarianten Teil- 
raum MM. Dann ist P mit allen A, vertauschbar und hat demzufolge die Gestalt 
P= {f{$1} mit B(t) € L®(T). Wegen P2= P gilt B2(t)= £t) für fast alle t, 
so daß 

By=0 oder 1 fürfastall LET (14) 
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ist. Wir setzen A = {t: (t)= 0}; dann ist wegen der u-Meßbarkeit von ß(f} 
die Menge 4 ebenfalls u-meßbar. Der Raum M ist gleich der Gesamtheit aller 
Vektoren & = {£{f)}, für welche PE=E£, also B(t)&(t)= £{f) ist. Infolge (14) 
führt dies auf die Bedingung &(t} = 0 für EA. 


Folgerung 2. Es sei die Darstellung ©—> A, die gleiche wie in Theorem 8 
und M ein Teilraum von F = ei Hau, der bezüglich aller Operatoren A, in- 


variant ist. Enthält M einen Vektor E= [E(t)} mit 


Ei)#0 für fastalle tET, (15) 
si MFH. 
Aus (15) folgt nämlich, daß A in diesem Fall eine Menge vom «-Maß Null ist. 


6. Der Sitrukturraum einer vollregulären Algebra. Es sei // der Strukturraum einer voll- 
ständigen vollregulären Algebra R (vgl. $15, Nr. 3) und ferner Pe I/. Mit R, bezeichnen 
wir die Quotientenalgebra R/P. Damit haben wir jedem Punkt PeI/ eine Algebra R, 
zugeordnet. Auf Grund von $ 24, Nr. 3, Theorem 6, ist jedes R, vollständig und vollregulär. 
Bezeichnen wir weiter mit z(P) das Bild des Elements # aus R bei dem natürlichen Homo- 
morphismus R-> R,, so erhalten. wir eine Vektorfunktion # = x(P) mit Werten aus R,. 
Offenbar hat die so festgesetzte Zuordnung #—> {zx(P)} die Eigenschaften 

auo>tas(P)}, a+ytalP)+ylP}, ey>tlP)y(P); 
*={[e(P)}9. a) 
Außerdem ist \z}= sup |e(P}}. 2) 
PEH 


Denn setzen wir vorübergehend | 2], = sup |x(P)} und bezeichnen wir mit. R, die Algebra 
PEH 


der Vektorfunktionen {z(P)} mit der Norm |x[,, so ist die Zuordnung « — {z(P)} einsym- 
metrischer Isomorphismus der vollständigen vollregulären Algebra R in die vollständige 
vollreguläre nu R,, der die Norm invariant lassen muß (vgl. $24, Nr. 1, Theorem 3). 
Also ist |x|, = |x 

Man kann auch zeigen (vgl. Karransey [13, 8.234], daß sup |x (P)} in einem geeigneten 
Punkt P,€ II tatsächlich erreicht wird. 


I. Es sei & ein hermitesches Element einer vollständigen vollregulären Algebra R mit dem 
Strukturraum II. Dann ist für jede abgeschlossene Menge S reeller Zahlen die Gesamtheit & 
aller derjenigen Punkte PEIT, für welche das Spektrum von z(P) in 8 liegt, in IT 
abgeschlossen. 

Beweis. Es sei P,€@. Dann gibt es im Spektrum von z(P,) einen Punkt « € 8. Ist 
F(}) eine stetige reelle Funktion, die auf $ gleich Null und im Punkt « gleich Eins ist, so 
ist y= f(x) ein Element von R, das auf Q verschwindet und im Punkt P, von Null ver- 
schieden ist. Daraus folgt P,€hk(Q)=(, also Q=Q. 


Theorem 9. Der Strukturraum II einer vollständigen vollregulären Algebra R ist genau 
dann ein Hausporrsscher Raum, wenn für jedes Element x€ R die Funktion |x(P)| auf II 
stetig ist. 

Beweis. Es seien sämtliche Funktionen |x(P)|, ze R, auf II stetig. Wir zeigen, daß IT 
dann ein Havsporrrscher Raum ist. Für P,= P, existiert in R ein Element «, das zwar 
zu P,, jedoch nicht zu P, gehört (oder umgekehrt), d. h., es ist z(P,) = 0, z(P,) #0. Wir 


1 
setzen e= 3 |® (P,)| und bezeichnen mit U, bzw. U, die Mengen derjenigen Punkte P, 


6. Der Strukturraum einer vollregulären Algebra 365 


in denen |z(P)| <e bzw. |z(P)| >2e ist. Infolge der Stetigkeit der Funktion |x(P)| 
sind U, und U, elementfremde offene Mengen, die P, bzw. P, enthalten. Folglich ist 7 
ein HAusporrrscher Raum. 

Wir beweisen jetzt die Umkehrung. Es sei // ein Hausporrrscher Raum. Wir zeigen 
zuerst, daß die Funktion z(P)| in denjenigen Punkten P, stetig ist, in denen z(P,) ver- 
schwindet. Ist / die abgeschlossene Hülle der Menge aller Funktionen y(P), ye R, die in 
irgendeiner Umgebung von P, verschwinden, so ist I ein abgeschlossenes. zweiseitiges 
Ideal von R, das mit P, übereinstimmt; denn es ist I der Durchschnitt aller I enthaltenden 
primitiven Ideale und ist / + P,, so ist I auch in einem anderen primitiven Ideal P, ent- 
halten. Da /Z ein Hausporrrscher Raum ist, existiert eine Umgebung U(P,), deren 
‚abgeschlossene Hülle den Punkt P, nicht enthält, d.h., es ist P,€hk(U(P,). Dies 
bedeutet, daß RZ ein Element y=y{P) enthält, das auf U(P,), aber nicht in P, ver- 
schwindet. Dann ist yeICP, und somit y(P,) =0. Der erhaltene Widerspruch zeigt, 
daß I= P,. Mit anderen Worten, jedes Element ze RE, das im Punkt P, verschwindet, 
ist der Limes einer Folge von. Elementen «, € R, die in einer Umgebung U, (P,) verschwin- 
den. Dann folgt aber aus der Ungleichung |e — x,| <e fürn >N, daß |«(P)|<ein U,, 
d. h., die Funktion |x(P)| ist im Punkt P, stetig. Daher läßt sich auf R der Satz V aus 
Nr. 4 anwenden (vgl. Nr. 4, Bemerkung 1). 

Nun sei |x(P,)| = r < 0. Wir können annehmen, daß # hermitesch ist; denn anderenfalls 
kann man es durch das Element y = 2" ersetzen, für welches |y(P,)| = |x{P)? = r?> 0 
ist. Dann gilt auf Grund von Nr. 4, Satz V, die Ungleichung |=(P)|<r-+e in einer 
Umgebung U(P,). Andererseits ist infolge von Satz I die Menge der Punkte P mit 
!z{P)| <r— e abgeschlossen und daher die Menge der Punkte P mit |«(P)| >r—soffen. 


Bemerkung. Man kann zeigen (vgl. KarLansky [13, S. 234]), daß der Strukturraum 
bikompakt ist, wenn die Bedingungen von Theorem 9 erfüllt sind. Die Behauptung dieses 
Satzes bleibt auch für eine vollständige vollreguläre Algebra RE mit Einselement richtig, 
nur ist in diesem Fall der Strukturraum von R lokal bikompakt. Im Zusammenhang mit 
Theorem 9 ergibt sich das interessante Problem, einfache Bedingungen dafür zu finden, 
daß der Strukturraum einer vollregulären Algebra ein Hausporrrscher Raum ist. Bis 
heute sind darüber jedoch nur einzelne spezielle Resultate erzielt worden (vgl. Ka- 
PLANSKY [13]). . 

Die Ergebnisse aus $ 23, Nr. 1 und 2, der Satz I aus $23, Nr. 3, sowie Theorem 3 aus 
$24 stammen von GELFAND und NEUMARK [l, 6] (vgl. auch Neumark [2]). Ein anderer 
Beweis von Theorem 3, der sich auf $24, Theorem 1, stützt, wurde später von Ka- 
PLANSKY [9] gegeben. Satz II aus $ 23, Nr. 3, und Theorem 2 aus $ 23, Nr. 4, stammen 
von Ratkow[6]. Theorem 1 aus $23, Nr. 3, und seine Folgerung gab Neumark [2] an 
(diese Folgerung wurde gleichzeitig und von NEUMARK unabhängig von Seaau [5] ge- 
funden). Die Theoreme I, 2 und 6 aus $ 24 und ihre Folgerungen sowie die Ergebnisse der 
Nummern 1 bis 4 und 6 aus $ 26 stammen von KarLansky [9, 13], die Resultate von $ 26, 
Nr. 5, von Neumark [7], die aus $ 25, Nr. 5, von AmBRose [2], einzelne Ergebnisse aus 
$25 von KarLansky [3] und Bossa und Gorpse [2]. Theorem 6 aus $ 24 wurde, unab- 
hängig von KArLansky, von SEGAL [6] bewiesen. 

Theorem 4 aus $24 gibt Antwort auf eine von GELFAND und NEUMARk [1] gestellte 
Frage. Einkurzer Beweis dieses Satzes, der sich auf Ergebnisse von KeLLey und VAosutr[1] 
und Bemerkungen von KarLansky stützt, findet sich im Referat von SoHarz über die 
Arbeit von FukauıyaA in den Math. Reviews 14, 8. 884. 

"Theorem 5 aus $ 25 wurde unter der Zusatzbedingung, daß die Algebra vollsymmetrisch 
ist, zuerst von GELFAND und NEUMARK [1] bewiesen. 


KAPITEL VI 


GRUPPENALGEBREN 
‚827. Topologische Gruppen 


1. Definition einer Gruppe. Eine Gesamtheit & von Elementen 9, h,... 
nennen wir eine Gruppe, wenn in ® ein (im allgemeinen nichtkommutatives) 
Produkt g,9, von zwei Elementen g,, 9, aus & definiert ist, das folgenden 
Bedingungen genügt: 

a) Für je zwei Elemente g,,9%€ © ist auch ,% € ©; 

P) es ist (9192)95 = 91 (9295) für beliebige g1, 92, 95 € ©; 

y) in & existiert genau ein Element e mit der Eigenschaft eg= ge= g für 
, alle gE ©; man nennt e das Einselement von 6; 

6) für jedes gE€ & existiert in & genau ein Element gi mit der Eigenschaft 

gg'=g!g=e; man nennt g’! das Inverse zu 9. 


Offenbar ist dann auch g das Inverse zu g’! 

Die Gruppe © heißt kommuiativ, wenn für alle 9:9. € & die Beziehung 
9192 = 9e9ı gilt. 

Die Abbildung g> g’ der Gruppe & in die Gruppe &’ ist ein Homomorphismus, 
wenn 


)=g4% fürale , HE ©. 


Ist diese Abbildung eineindeutig, so nennt man sie einen Isomorphismus. 
Entsprechend heißen zwei Gruppen &, & isomorph, wenn ein Isomorphismus 
von & auf & besteht. In der Gruppentheorie werden zwei isomorphe Gruppen 
als nicht wesentlich voneinander verschieden angesehen. 

Die Menge aller Elemente g€ &, die bei dem Homomorpkismus g— g’ in 
das Einselement abgebildet werden, nennt man den Kern des Homomorphis- 
mus. Offenbar ist ein Homomorphismus genau dann ein Isomorphismus, wenn 
der Kern nur aus dem Einselement besteht. 


Beispiele. 1. Die Gesamtheit .E! aller reellen Zahlen ist die additive Gruppe der reellen 
Zahlen, wenn in R! die Addition als Verknüpfungsrelation definiert wird. Dabei ist die 
Zahl 0 das Einselement und die Zahl —x das Inverse zu ®. 

Analog läßt sich die additive Gruppe C* der komplexen Zahlen definieren. Offenbar 
sind beide Gruppen kommutativ. 


2. Die Gesamtheit R} aller von Null verschiedenen reellen Zahlen bildet die multi- 
plikative Gruppe der reellen Zahlen, wenn man in R} die Multiplikation als Verknüpfungs- 


relation einführt. Dabei ist die Zahl 1 das Einselement und die Zahl - das Inverse zu 2. 
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Analog läßt sich die multiplikative Gruppe C} der komplexen Zahlen definieren. Beide _ 
Gruppen sind offenbar kommutativ. 


3. Die Gesamtheit 4A, aller komplexen Matrizen »-ter Ordnung, deren Determinante 
gleich Eins ist, bildet die komplewe unimodulare Gruppe n-ter Ordnung, wenn man in A, 
die Matrizenmultiplikation als Verknüpfungsrelation definiert. Einselement dieser Gruppe 
ist die Einheitsmatrix, die Inverse zur Matrix « ist die Matrix @"". Die reelle unimodulare 
Gruppe läßt sich analog definieren. Diese Gruppen sind für n > 2 nieht mehr kommutativ. 

4. Es sei X eine beliebige Menge. Jede eineindeutige Abbildung der Menge X auf sich 
nennen wir eine Transformation 8. Das Produkt 8,8, zweier Abbildungen $,, $, ist die- 
jenige Abbildung, die man erhält, wenn man zuerst die Abbildung 8, und danach die 
Abbildung $, ausführt. Man kann zeigen, daß die Gesamtheit aller Transformationen der 

. gegebenen Menge X eine Gruppe bilden. Ihr Einselement ist die identische Transformation, 
die jedes Element «ce X auf « abbildet. 


5. Wir betrachten jetzt den Fall, daß X = (—oo, ») ist und $ nur die Transformationen 
"= ar+-ß(a>0,B reell) bezeichnet. Das Produkt 8, $, zweier solcher Transformationen 
8 1° e=a Er [% 1? 
82: "= Pr 


ist die Transformation 

= (56H P)+ heat (dißet Pr)- 
Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet die Gruppe der linearen Transjormationen 
einer Geraden. 

6. Es sei X eine Kreislinie. Wir betrachten alle möglichen Transformationen von %, 
die wir durch Drekung um den Mittelpunkt um einen beliebigen Winkel erhalten. Die 
Gesamtheit dieser Transformationen bildet die Drehungsgruppe eines Kreises. Diese Gruppe 
ist offenbar kommutativ. Als ihre Elemente kann man die Drehwinkel ansehen, wobei die 
Winkel, die sich um ein Vielfaches von 27 unterscheiden, ein und dasselbe Element der 
Gruppe bestimmen. 


2. Untergruppen. Eine Menge G,c © heißt Untergruppe von &, wenn für 
zwei Elemente g, k € &, auch gh’t € &, ist. Für h = g folgt dann insbesondere 
e€ ©,, und daher folgt aus g,k€ ©, auch kATEG, und ghe ©,. Da ferner 
in ©, dieselben Verknüpfungsrelationen wie in © gelten, ist ©, ebenfalls 
eine Gruppe. 

So sind z. B. die in den Beispielen 1 und2 2 aus Nr. 1 angegebenen Gruppen Rt. 
bzw. Ri Untergruppen von Ü! bzw. Ol. 

Es sei H eine Untergruppe von ©. Jede Menge Hg, (d.h. die Gesamtheit 
aller Elemente hg, mit h € H) heißt rechtsseitige Nebenklasse von & bezüglich H; 
analog läßt sich eine linksseitige Nebenklasse definieren. Dabei gehören zwei 
Elemente g,, 9, € © genau dann einer rechtsseitigen Nebenklasse bezüglich 7 
an, wenn 95 hg;, also 9a97* € H ist. Außerdem gehört jedes Element gE & 
zu einer rechtsseitigen Nebenklasse, nämlich zur Klasse Hg. Wir sehen also, 
daß die Gruppe © in rechtsseitige Nebenklassen bezüglich H zerfällt. Wir 
bezeichnen nun mit g” diejenige rechtsseitige Nebenklasse, die g enthält. 
Jedes Element g’ aus der gegebenen Klasse ist ein Repräsentant dieser Klasse. 
Nach Multiplikation von rechts mit einem Element g, geht jede rechtsseitige 
Nebenklasse in eine andere rechtsseitige Nebenklasse über. Durch diese 
Multiplikation wird in der Gesamtheit dieser Klassen eine Transformation 
erzeugt. 
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Diese Transformation wollen wir mit 9, bezeichnen, und wir schreiben 
g‘’ = g*g,, wenn g”’ diejenige Klasse ist, die aus g“ durch Multiplikation von 
rechts mit g, hervorgeht. 


8. Definition und Ben einer topologischen Gruppe. Eine Menge © 
von Elementen 9, h,.... heißt topologische Gruppe, wenn 
&) & eine Gruppe ist; 
pP) © ein Hausporsrscher topologischer Raum ist; 
y) die Funktionen fQ)=g* und f(g,h)=gh (letztere in beiden Ver- 
änderlichen g und Ah) stetig sind. 


So sind auch Rl, C!, RL, 01, A, in den Beispielen aus Nr. 1 topologische 
Gruppen, wenn man in ihnen auf die übliche Art eine Topologie definiert (vgl. 
die Beispiele aus $2, Nr. 1 und 2). 

Wir weisen darauf hin, daß man jede Gruppe © als topologische Gruppe 
ansehen kann, indem man alle Mengen, die das Element g enthalten, als 
Umgebungen von g nimmt. Diese Topologie in & nennen wir diskret und © 
selbst eine diskreie Gruppe. 

Ist & eine topologische Gruppe, so ist die ‚Rechisverschiebung 9 99, für 
jedes feste 9,€ © eine Homöomorphie der Gruppe © auf sich. Daher haben 
alle Umgebungen eines beliebigen Elements g, € © die Gestalt!) Ug,, wobei U 
Umgebung des Einselements e ist. Die analoge Behauptung gilt auch für 
Linksverschiebungen 9 9,9. Außerdem ist auch die Abbildung g> g”! eine 
Homöomorphie der Gruppe © aufsich. Also ist mit U auch U”!eine Umgebung 
von e. 


I. Jede Umgebung U des Einselements enthält eine symmetrische Umgebung V, 
d. h. eine Umgebung, die der Bedingung V""= V genügt. 


Eine solche Umgebung ist nämlich V= UNU. 
II. Jede Umgebung U des Einselemenis enthält eine Umgebung V mit VV CU. 


Beweis. Da das Produkt 9,9 für 9, = &, 9g=e stetig ist, existieren Um- 
gebungen V,, V, des Einselements, für welche Y,V,c U ist. Dann genügt die 
Umgebung V=YV,NP, der Bedingung VVCU. 

Analog gibt es für jedes natürliche n eine Umgebung Y derart, daß V" CU 
ist; dabei ist 7” eine Abkürzung für VV -.-V 

n-mal 


III. IstQ eine bikompakte Menge aus © und U eine offene Menge, die Q) enthält, 
so existiert eine Umgebung W des Einselements mit WO CU. 

Beweis. Jedem gE@Q entspricht eine Umgebung V des Einselements mit 
Vgc U und eine Umgebung W des Einselements mit W2< V. DaQ bikompakt 
ist, existieren endlich viele Elemente g,,.:.,m;€@ und Umgebungen 
W,,:.-, W„ des Einselements derart, daß W;g1,..., W,9„. die Menge Q 
überdecken. Dann hat die Umgebung W = WıN...NW, die geforderten 


1) Tg, ist die Gesamtheit der Elemente 99, mit ge U. Analog bezeichnet dann 8”! 
die Gesamtheit aller Elemente g’!, g€ 8, und ST’ die der Elemente 9,9, 1 € 8, 9,€ 7. 
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Eigenschaften; denn mit g€EQ liegt g auch in W,g; für eink=1,2,...,n, 
und somit ist Wg c WW... C Wi CV g,c< U: 


‚IV. Sind Q,, 9, bikompakte Mengen aus ©, so ist Q,Q, ebenfalls bikompakt. 


Denn Q,9, ist das Bild der bikompakten Menge 9, x&C 6x © bei der 
stetigen Abbildung {g,, 95} > 919, (vgl. $2, Nr. 6, Satz IV). 

Wir nennen eine topologische Gruppe lokal bikompakt (oder bikompakt), 
wenn sie einen lokal bikompakten (oder bikompakten) topologischen Raum 
bildet. So sind z. B. die Gruppen aus den Beispielen in Nr. 1 lokal bikompakt, 
wobei die Gruppe aus Beispiel 6 sogar bikompakt ist. 

Mit L= L(6&) bezeichnen wir die Gesamtheit aller stetigen Zahlenfunktionen 
auf G, von denen jede außerhalb einer bikompakten Menge verschwindet. 


V. Ist & lokal bikompakt, so ist jede Funktion z(g) € L(©) gleichmäßig stetig, 
d. h., für jedes > 0 existiert eine Umgebung V des Einselements derart, daß 
eg) — ztg)| <e für gs! EV ist. 

Beweis. Es verschwinde x(g) außerhalb einer bikompakten Menge 9, und 
es sei U eine symmetrische Umgebung des Einselements mit bikompakter 
abgeschlossener Hülle. Die Menge W der Punkte 9, für die |x(g9,) — x()|<e 
für alle g,€E UQ ist, ist offen (vgl. $2, Nr. 12, Satz V) und enthält das 
Einselement. Ist gE U, so verschwinden x(gg,) und x(g,) außerhalb UQ. Es 
ist also |a(gg,)— x(gı)| <e fürgeV=WNUD. 

Wir nennen eine Menge ©, cC © eine Zopologische Untergruppe von ©, wenn 


a) &, eine Untergruppe der Gruppe © ist; 
b) &, topologischer Teilraum des topologischen Raumes & ist. 


Eine topologische Untergruppe heißt abgeschlossen, wenn sie eine ab- 
geschlossene Teilmenge des topologischen Raumes © ist. So sind beispielsweise 
R! und Kl abgeschlossene Untergruppen von C, bzw. Ci. 


4. Invariantes Integral und invariantes Maß auf einer topologischen Gruppe. 
Es sei © eine topologische Gruppe. Ist x(g)E€ L= L(®), so gehören die Funk- 
tionen z*(g)= x(gh) und x, (g) = x(h”!g) für jedes a € & ebenfalls zu L. Dies 
folgt unmittelbar daraus, daß die Abbildungen g> hg und g-> gh Homöo- 
morphien sind. 

Ein Integral!) /(x) auf L(&) nennen wir rechtsinvariantes Integral auf ©, 
wenn 


I@) =I(«) ) 


für alle € © und alle x € L(®) ist; analog definiert man ein linksinvariantes 
Integral auf ©. Das durch das rechts- bzw. linksinvariante Integral definierte 
Maß heißt rechis- bzw. linksinvariantes Maß. Bezeichnen wir diese Maße mit u, 
bzw. u, so können wir der Bedingung (1) die Form 


Sz(ah) dau,()=[x(g) dur(g) (1) 
2) Vgl. $6. 
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oder für das Maß u, die Form 


Je) and) =[et) dung) (2) 
geben. Offenbar besagen diese Bedingungen, daß 
AN=mA, MihA)— MA) (3) 


für jede meßbare Menge AZ und jedes RE & ist. 


5. Das invariante Integral auf einer lokal bikompakten Gruppe. Wir setzen jetzt 
voraus, daß & eine lokal bikompakte Gruppe ist, und zeigen dann, daß auf & ein und bis 
auf einen konstanten Faktor nur ein rechtsinvariantes Integral existiert. 

Wir bezeichnen mit L* die Gesamtheit aller nichtnegativen stetigen Funktionen auf ©, 
von denen jede außerhalb einer bikompakten Menge verschwindet. Ferner seien fund 
aus L* und außerdem p =# 0. Wir untersuchen dann alle möglichen endlichen ins von 
Elementen 9,€e & und Zahlen c,= 0 mit der Eigenschaft 


IN)sicplgg) fürall ge®; A) 


mit (f:_) bezeichnen wir die untere Grenze der Summen 3 c,in diesen Systemen. 


‘ 

Solche Systeme existieren; denn ist #0, 92 0, so gibt es eine offene Menge U mit 
bikompakter abgeschlossener Hülle, auf der die untere Grenze m der Werte von p positiv 
ist; f verschwinde außerhalb der bikompakten Menge 9. Dann läßt sich Q von endlich 
vielen Mengen Ug;* überdecken, und ist /(g) < M, so erhalten. wir 


M %: 
Is 2 r)- 

i=1 
Hieraus ergibt sich . M 
Hai. @) 


I. Die Zahl (f: 9) genügt den folgenden Bedingungen: 
a) Fip)=(f:p); 

b) (ef: AH 9) für jedes c=20; 

co) (hrle:MslhPM)+le: Pi; 

a) ff: wel: P)E:Y)- 


Beweis. Die Beziehungen a) bis c) gelten offenbar. Die Bedingung d) ist ebenfalls 
riehtig; denn aus fg) = £ p(gg) und p(g)= & d, y(gk,) folgt 


gs s & % d,yagıh). 
IL Ist f#0, so gilt (f:o) >. 


Aus (1) folgt nämlich sup /s sup & c‚undsomit (f:@)= r - A 
u 
Wir wählen jetzt eine feste, nicht; identisch verschwindende Funktion f,e Lt und 


setzen 


1,0=| (f:9) 


0:p) 
Aus der Eigenschaft d) folgt 


1 (4:p) 
2. BD KUrTI ®) 


ner S =; m melf)s(:h). (4) 


| <(f:h), ..@o 
also 
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Außerdem erhalten wir aus den Eigenschaften a) bis ce) 
M=l,D, I,cen=el,() für c=0, 
I,h+l)sIol) + Tg). 
Wir bezeichnen nun mit Fy die Gesamtheit aller Funktionen fe L*, die außerhalb U 
verschwinden. 


IILIsth,eL’i=1,2,...,n)und Ih,< 1, so ewistiert für jedes e > 0 eine Umgebung U 
des Einselemenis derart, daß ; 


(8) 


lt) sI,DA+e (6) 


für alle Funktionen € Fr ist. 


Beweis. Auf Grund von Nr. 3, Satz V, sind die Funktionen Ah, gleichmäßig stetig 
auf &. Demzufolge existiert eine Umgebung U des Einselements mit 


IMd-AN)I<— G=12,...,n) füralle g’eUg. m 


Es seigeF, und f(g)s Xc,o(gg,). Da p(gg;) = 0 für ge Ugz! ist, folgt 
; 
IgQ)= & 6,9(99,) 


wobei sich die Summe nur aus den Summanden zusammensetzt, für die ge Ugz! 


ist. Nun gilt wegen (7) für diese g und 9; die Ungleichung h,(g) <h,(gz7!) + — . Folglich ist 


Oh 2e|mar)+|ou. 
also ; 


TOLIOE PO GOES AL? 
5 


für alle ge &. Hieraus ergibt sich 
URDE PONTE 


oder, da Yh,=<]1 sein sollte, 
i 


ZÜhins(Zo)l+e) (8) 
Nun können wir die Koeffizienten c, und die Elemente 9; so wählen, daß die Summe 
2,c, beliebig nahe an (f:9) kommt; also folgt aus (8) \ 
; j 
Zlthıp)= (:p)(l+e); (9) 


nach Division durch (fo: 9) erhalten wir (6). 


IV. Für je endlich viele Funktionen f;€ L*+ und alle 6 > 0, A > O existiert eine U mgebung U 
des Einselements derart, daß 


I (ZAuh)SERT (dsI, (Ab) te (20) 


für alle € Fr und alle nichinegativen Zahlen },< A ist. 


Beweis. Offenbar braucht man wegen (5) nur die zweite der Ungleichungen zu beweisen. 
Es sei Q eine bikompakte Menge, außerhalb der alle Funktionen f, verschwinden, und f 
eine feste Funktion aus L*, die ein positives Minimum auf Q hat. 
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Wir setzen F= S4,,+ef’ und 
\ Air. a6 Q, 


0 außerhalb ©. 
Dann ist h,F = A,f; und & h,= 1. Wenden wir nun Satz III auf diese h, und auf F statt f 


an und ist U eine entsprechende Umgebung des Einselements, so gilt für alle Funktionen 
®€F, die Ungleichung 
Al, sl,A)A+e)=1, (Filet eb) (l+e) 


SI (Zri) tel M]a +. u) 


Für hinreichend kleines & erhalten wir die zweite der Ungleichungen (10), denn I,{ 2 Al) 
ist wegen (4) und (5) für A, A und feste f, beschränkt. 


V. Es sei fEL* und U eine Umgebung des Einselements mit der Eigenschaft 
FO—-i@Ni<e für geüg'. (12) 
Dann kann man für jede Funktion yeFy, y#0, und jedes « > e endlich viele Elemente 


"€ & und Zahlen c,>0 so wählen, daß die Ungleichung 


a-Feram| <a fürall ge® (13) 
erfüllt ist. ] 
Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen ist für alle g, € & 
U)-Jvg YEINya’ sl +Eely@”®). (14) 
Wir wählen nun eine Zahl n > 0 derart, daß die Ungleichung 
F:p®)n<a—e (15) 
mit p*(g) = p(g”!) erfüllt ist, und eine Umgebung V des Einselements mit der Eigen- 
oe Biden für gegV. a6) 


Es existieren endlich viele Elemente 9,€&, so daß die Yg, die Menge derjenigen 
Punkte überdecken, für die f > 0 ist. Weiterhin gibt es auf Grund von $ 15, Nr. 2, Satz II, 
Funktionen h,eL* mit A,= 0 außerhalb 7; und Zh= l für />0. Dann gilt für alle 


959g €e®& 
KIN) Eu Y— nz ht) HE) y (gar ') SF)" )-+nl- 


Summieren wir diese Ungleichungen über ?, vergleichen wir das Ergebnis mit (14) und 
berücksichtigen wir die Beziehung »p(g) =y*(g*), so erhalten wir 


EP) SE EN) EISEN HIT. 1 
Hieraus folgt!) 
KOmEERUDEELRUETR (zV* Ce) u) su) +El, pH nl. (AT 
I) Wir beweisen die erste der Ungleichungen (17). Aus (16°) folgt 
UELI" 
Hieraus erhalten wir, wenn wir (5) auf die Funktionen von g’ anwenden, 
9-1, NET, Mr I.(2v° (9°) Ah) 
für f{Q—e>20. Für fg)—e<0 gilt dies offenbar. 
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Da wegen (15) und Satz I, Bedingung d) 


I >“ 
sten FE wc 
v Fr 
ist, ergibt sich aus (17), wenn wir dort durch I,(y*) dividieren, 
W-ps1,( El A)St@+B. (18) 


Wir wenden jetzt Satz IV auf die Funktionen /,;= h,f und die Zahlen 
u 
: I {7} (v*) 
an. Nach diesem Satz existiert eine Umgebung U des Einselements derart, daß fürpe Py 
die Ungleichung 
vg) v(g” 
1, (z 1,*) h; M)=2av* a)sT, (5 7, ®) af Heß (19a) 
A Ipf) 
= s 
FR) 
gilt. Aus (18) und (19a) erhält man, wenn man y*(g)=y(g”!) berücksichtigt, die Un- 
gleichung (13), in der die g, die Rolle der g;" spielen. 
Theorem. Auf jeder lokal bikompakten Gruppe © existiert ein und bis auf einen kon- 
stanten Faktor nur ein rechtsinvariantes Integral. 


Beweis. Für eine feste Funktion f bilden die Zahlen Iy(f} eine halbgeordnete Menge 
{l,(P}, wenn man annimmt, daß I,(f) auf I,,(f} folgt für 


werd =NDW:Plg)=0}. 


Wir beweisen jetzt, daß ein Grenzwert lim J.(f) der.Menge {I,„(f)} existiert. Dazu brauchen 


wir nur zu zeigen, daß es für jedes & > 0 eine Umgebung U des Einselements gibt, die der 
Bedingung 


s(f:py*)supp* Tel),  g=a—ß 


(19 b) 


No d- rd] <e für alle 9, Mer (20) 

genügt. Es sei Y eine Umgebung des Einselements derart, daß 
Ia-f@Ni<e. Ik <a für geVg’ (21) 
ist, undyeR,,»=# 0. Auf Grund von Satz V existieren endlich viele c,> 0. und g,€ ©, 


so daß 


Naar <a (22) 


ist; dabei werden die c, durch Formel (19b) definiert, wobei & h,s 1 ist. Setzen wir dann 
of(g)=!f(g) - z cp{gg,)| und wenden wir auf w(g) die Unsluchrigen (2) und (4) an, so 


erhalten wir nit (22) 7,(@) <—.hlho), wobei eine positive untere Schranke der 


Funktion f,(g) auf einer festen offenen Menge ist und %(f,) unabhängig von e, gewählt 
werden kann. Denn setzt man Q={g:f(g)>0%, so ist 7g,NQ=+9, und daher silt 
94€ VQ; hieraus folgt, daß w(g)=0 ist außerhalb einer festen bikompakten Menge 


VQ-:7UQ. Dann ergibt sich aber aus {(g)= 2 ap (gg) + @(g) und & p(gg) =) +ao(g) 
die Ungleichung 


1,D-Z)<I, (Fort) I, +2 Fa gu). (23) 
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Andererseits existiert auf Grund der Sätze III und IV eine Umgebung U des Einselements 
derart, daß für geFy 


ZI, <I,W (I-+.ı) 
und 


1, (Zay0) < Zol,w= (Ze) Is I, (Zeven) 4) 


ist. Aus (23) und (24) erhalten wir 


1,0 =a< (2a) Ip < Nr: (25) 


3 
mit = — k (fo). Eine analoge Ungleichung gilt auch für die Funktion f, statt f, wobei wir 
aber dieselbe Funktion y und dieselbe Umgebung U nehmen können. Bezeichnen wir 
mit.cf die Koeffizienten c, für f, und berücksichtigen wir I,(f,) = 1, so finden wir 
I-a<(Ze)l,m<iten (26) 


woraus sich zusammen mit (25) 
2 G & 7 
34 1l-:)—-&s LOS 


Ass: &) + & 


z 


für alle 9e€ F, ergibt. Hieraus folgt wegen (4) für ,=s er 


zu Te) +1 
€ 


er 1— 


z2[(f:)+1] 


und für 9, mE Fr 
2a\ 6& ‚6 128 ET 
In MIs2e (1 Ze (eu: 
Da &, > 0 beliebig klein gemacht werden kann, ist somit die Existenz von !im Ig(f} be- 
wiesen. 
Wir setzen 


IQ) =1mI,- i (27) 


Aus (4) folgt I(f) >0; außerdem ergibt sich aus den Beziehungen 1,(f) = I,(f) und 
Satz IV, daß /({f) rechtsinvariant ist und 


Kaht+ef)=allf)+olle) (28) 


für alle f,, fe Z* und c,=0, ,>0 gilt. Setzen wir I(f,— f) = If) — I(f,) für fi, re Lt, 
so erhalten wir ein rechtsinvariantes Integral auf der Gruppe ©. 

Somit bleibt nur noch zu beweisen, daß dieses Integral bis auf einen konstanten Faktor 
eindeutig bestimmt ist. 

Es sei /’(f) ein rechtsinvariantes Integral auf ©. Ist (= Zap (gg), so ist //(f) 
höchstens gleich ( 2 ) ZI’ (w) und daher 


Int: I’@). (29) 
Es sei f,€L* und Q,={g: fı(9) > 0}; wendet man (22) auf f, an, so erhält man 
hi) +2af()= Fayın), (80) 
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wobei /’ eine feste Funktion aus L* ist, die auf der festen bikompakten Menge vo! FUQ, 
gleich 1 ist. Aus (3) folgt, daß 

P’)+ 2217) =(£ %) Pol: ’@) 


und, daher 
’G) 7) (hp) _Iel 
FU Yale 27 a FIR AR) 


ist. Der Grenzübergang zuerst nach »€ F, und dann nach &,—0 liefert 
Pi) Ih) 
INT In 

Vertauscht man hier f, und f, so erhält man, daß auch 


I) _ Ih) 
rn To 
Pi) _ Ih) 


und, daher 7 io ist. Also gilt /’()=CI(f) für alle feL* und daher für alle 
feZ, wobei ec eine Konstante ist. Damit ist der Satz bewiesen.!) 


VL. Das rechtsinvariante Maß jeder offenen Menge U ist positiv, das jeder 
bikompakten Menge Q ist endlich. 


Beweis. Es sei V eine offene Menge, deren abgeschlossene Hülle bikompakt 
und in U enthalten ist, und f eine Funktion aus L*, die außerhalb V ver- 
schwindet und den Bedingungen /=0, /<s1 unterworfen ist. Dann gilt 
4,(0) > I{f} > 0. Ferner ist für JEL und /=1aufQ 


MEIN <R. 


I.) =[z(g)du,(g) 
ein rechtsinvariantes Integral auf einer lokal bikompakten Gruppe @&, so ist 
L@ =[z(h9) du, (0) | 
ebenfalls ein rechtsinvariantes Integral, und somit gilt 
Seh) dr, (g) = A) [dr (g); (31) 
dabei ist A(k) eine gewisse Zahlenfunktion. Man sieht leicht, daß 
Alhıh)=Alh)A(h,), Ale)=1 


ist. Außerdem folgt aus den Eigenschaften der Funktionen x (g) € L wer Nr. 3, 
Satz V) und des Funktionals J,(x) die Stetigkeit von A(h). 
Wir setzen 


Ist 


La) =[x(gQAg)du,.() 


1) Der hier angegebene Beweis stammt von H. Carrax [i}. 
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und erhalten so ein linksinvariantes Integral J,(x); denn wenden wir (31) auf 
x(g)A(g) statt auf xz(g) an, so finden wir 


1b) [ah Add, (g) =[rthg)Alkg)du,(g) = Alk) [z(g)Alydu,(g), 
also j 


EIZDIIOLTAUES EIORIOLTAOR 


woraus nach geeigneter Normierung der Maße die Beziehung 


du) 
a 
folgt. 
Außerdem ist . 
See Ydun(g) =[x(g nd); (32) | 


denn setzen wir z(g’})= &(g), so ist 
[ea Yan) [Eur =-[EDan [ed g), 


woraus ersichtlich ist, daß die linke Seite von (32) ein linksinvariantes Integral 
ist; folglich gilt 
| ELLI AOL EIOPIOLTAGE 


Wenden wir & Gleichung auf die Funktionen x(g) an, die nur in einer 
an Be —1/<e von Null verschieden sind und den Bedingungen: 


(= x(g w x(g)du,(g)= 1 genügen, so erhalten wir c=1. 


VII. Die Gruppe © ist genau dann bikompakt, wenn ihre invarianten M: apße 
endlich sind. 


Beweis. Ist & bikompakt, so ist 1 € L(&) und demnach u,(6) = LI) <oo 
und „,(6) = I,(1) <oo. Ist dagegen © nicht bikompakt, so existiert eine 
Umgebung V des Einselements mit bikompakter abgeschlossener Hülle derart, 
daß & nicht durch endlich viele Verschiebungen der Umgebung V bedeckt 
werden kann. Folglich gibt es unendlich viele Elemente 9, € ©, für welche g,„ 


n-1 
nicht in U g,V enthalten ist. Ist U eine symmetrische Umgebung des Eins- 


k-i1 
elements mit der Eigenschaft UUCTV, so schneiden sich die Mengen 9,U 
nicht und haben das gleiche positive linksinvariante Maß. Somit ist 4, (&) = oo 
Analog läßt sich zeigen, daß „,(6) ebenfalls unendlich groß ist. 

Die Gruppe © heißt unimoduler, wenn A(g)= 1 ist. Ist eine Gruppe uni- 
modular, so ist ein rechtsinvariantes Integral auch Iinksinvariant, und das 
auf ihr definierte Maß heißt zweiseitig invariant oder schlechthin invariant. 
Für ein invariantes Maß gelten somit die Gleichungen (1’) und (2) aus Nr. 4, 
und (32) erhält die Form 


Sende) =[a(gh)dulg) =[e(g du). 
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Offenbar ist jede kommutative Gruppe uniiaodalar, Außerdem gilt der 
folgende Satz. 
VIII Jede bikompakte Gruppe ist unimodular. 
Setzt man nämlich x(g)=1 in (31) ein, so erhalten wir 
DAS), All. 
Nun sei U eine symmetrische Umgebung des Einselements derart, daß U 


bikompakt ist. Wir setzen &, = U D, also gleich der Vereinigung abzählbar 


vieler bikompakter Mengen on Offenbar ist &, Untergruppe von © und 
gleichzeitig offen und abgeschlossen. Denn aus g, € &, folgt 9, € U” für ein 
gewissesn; g,U ist eine Umgebung des Elements 9, und ferner g, Uc Ü"*!c &,; 
somit ist &, offen. Andererseits it &,c U&,=®&, und folglich &, ab- 


geschlossen. 

Hat ©, diese Eigenschaften, so ist © die Vereinigung (eventuell nicht 
abzählbar vieler) sich nicht überschneidender rechtsseitiger Nebenklassen 
{6,9} (vgl. Nr. 2), deren jede eine gleichzeitig abgeschlossene und offene 
Menge bildet. Ist A eine beliebige offene Menge, so ist V= UYV,, wobei die 


v„=VN6,g, offene Mengen sind. Nun ist infolge Satz VI das Maß einer 
nichtleeren offenen Menge positiv. Außerdem silt u(N)= Nu(V,) (vgl. $ 6, 


Nr. 5, Satz I). Folglich kann die Menge V, wenn sie summierbar ist, nur 
höchstens abzählbar viele Mengen ©,g, schneiden. Andererseits existiert für 
jede surmmierbare Menge Ac © eine offene summierbare Menge V DA (vgl. . 
86, Nr. 8, Satz IX). Also kann auch jede summierbare Menge nur höchstens 
abzählbar wo Mengen ®&,g, schneiden. 


Da 6,9, = Udeng, — U"g,) UÜg, ist und jede der Mengen Ü**1g, — URg,, 


Ug, Sinnhörhar ist, ist jedes &,g, die Vereinigung höchstens abzählbar vieler, 
sich nicht schneidender Mengen, von denen eine eine Nullmenge ist und die 
. übrigen bikompakt sind (vgl. 6, Nr. 8, Satz X). Wir erhalten also den 
folgenden Satz. 

IX. Jede lokal bikompakte Gruppe genügt den Bedingungen der Bemerkung 1 
aus 86, Nr. 16. 

Beispiele. 

1. In der Canpne RER. hat das invariante Integral die Gestalt fe s(f)dt; denn es ist 


oo 00 


E 2(t+1,)di= fe »(t)dt. Analog hat das invariante Integral in der Gruppe C! die Forn. 
a fat, n)d&dn,&= &-+in. In den Gruppen Ri und (3 ist 


no bzw. [fen er 


das invariante Integral. 
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2. Es sei X die Gruppe der reellen Dreiscksmatrizen zweiter Ordnung, 


&=(\5 4] (4>0). 


Das links- und das rechtsinvariante Integral auf X sind dann bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmt und werden durch die Formeln 


La9= [ Se wdrdu bzw. I,a)= f [et mlalrdrdu 


definiert. 


$28. Definition und Eigenschaften der Gruppenalgebren 


1. Definition der Gruppenalgebra. Wir untersuchen zunächst den Fall, 
daß die Gruppe © aus endlich vielen Elementen besteht. Eine derartige 
Gruppe heißt endlich. Wir bezeichnen mit R(©) die Gesamtheit aller formalen 
Linearkombinationen der Elemente von &. Jede solche Linearkombination 
ist durch die Koeffizienten der Elemente von & bestimmt. Ist x(g) der Koefhi- 
zient von g € ®, so können wir sagen, daß R(©) aus allen möglichen Summen 
xz= N x(g)g besteht, wobei z(g) alle möglichen Funktionen auf & durchläuft 


und die Summe über alle Elemente gE & zu erstrecken ist. Zwei Linear- 
kombinationen = 2 x(g)g und y= 2 y(g)g sind genau dann gleich, wenn 


x(g)= y(g) ist. Insbesondere ist 2 = 0 genau dann, wenn x (g)= 0 ist. 
Wir definieren in R(®) die Multiplikation mit einer Zahl, die Addition und 
die Multiplikation, indem wir 


2 = 2Ar(glo, e+y= 2 lea rule; 
ey= 2 2 x (91)Y (92) 9192 09) 


setzen, wobei = 2 x(g)g, y= 2 Y(g)g ist. Dann ist .R(&) eine Algebra, deren 


Einselement gleich "dem von & ist, d.h. gleich der Kombination <= 2 x(g)g 
mis x()=1 und z(g)=0 für g=e. 

Die Algebra R(&) heißt Gruppenalgebra der endlichen Gruppe ©. 

Wir können auch anstelle der Linearkombinationen &= I x(g)g die Funk- 


g 
tionen x = x(g) selbst betrachten und R(6©) als Gesamtheit dieser Funktionen 
ansehen. Dann werden die Multiplikation mit einer Zahl und die Addition wie 
gewöhnlich durch 


Ax=Ax(g), z+y=xe(g)+y(g 


definiert. Die Formel für die Multiplikation in B(&) erhält man aus (1), wenn 
man dort 9,95 9 setzt und die Reihenfolge der Summation ändert, Es ergibt 


sich 2y= 2 2 2(g)ylrT))g 
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und als Multiplikationsgesetz in R(©) j 
ey) Zrlg)yigi'g- 2) 
Die durch die Formel (1) definierte Multiplikation heißt gewöhnlich Faltung.!) 
Jetzt können wir die Definition der Gruppenalgebra auch auf beliebige 
lokal bikompakte Gruppen übertragen. Es sei © eine lokal bikompakte 
Gruppe, u ihr linksinvariantes Maß und L!= L!(&) der durch dieses Maß 
definierte Raum (vgl. $6, Nr. 7), d.h. die Gesamtheit aller u-meßbaren 
Funktionen a=a(g), für die ja, = flat)ldut) < oo ist. Dann ist I ein 
Banachscher Raum mit den Verknüpfungsrelationen 


ka=4alg), a-+b=alg)+ big). 
Wir können L! auch als normierte Algebra ansehen, wenn wir die Multipli- 
kation in Z! in Analogie zu (1’) durch die Formel 
(a5) (9) =[falg)b(gr'g)du(g) 


‚definieren. Ehe wir diese Definition zugrunde legen können, müssen wir zeigen 
daß (@-b)(g) ebenfalls zu L! gehört und daß |@- bl, < ja], - |ö]ı ist. Außer- 


dem muß 
a(a-b)= (aa) -b, a-(ab)=a(a-b), (a-b)-c=a: (bo), 2 
(a+b).c=a-c+b.c, a-(b+0)=a-b-+a-c ) 


für alle a, db, c€ Z! und alle komplexen Zahlen « gelten (vgl. $7, Nr. 1). Aus 
dem Satz von Fvsını?) und der Linksinvarianz des Maßes folgt 


la-d|ı= [fand l@tndrta) du) 
</I flat) |ö"0 art) due) 
-/f\e('nlaun]atı) due) 
= [fd laug]lata) due) 
= |ölı-flata due) 
= |dlı- Jalı- 
Hiermit lassen sich die Beziehungen (2) leicht nachweisen. 


3) Handelt es sich um die Faltung und nicht um die gewöhnliche Multiplikation der 
Funktionen x, y, so werden wir xy statt xy schreiben. 

2) In diesem Fall folgt aus der Existenz des Doppelintegrals die des Integrals über den 
Produktraum. Um dies zu beweisen, nehmen wir an, dß a>0,5=0, a,be L1(©), ist. 
Dann existieren Funktionen a, , b, (bzw. a,,b,), die die Grenzwerte nichtfallender (bzw. nicht- 
wachsender) Folgen von oben (bzw. von unten) halbstetiger Funktionen darstellen, so daß 
„,<sasa, b<b=<b, und I,(a,) = I,(a) = I;(a,) und Z,(b,) = I,(b) = I,(b,) ist. Ist J 
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Wir setzen 
= At(g)alg”') 


mit a(g) € L!. Dann folgt aus $ 27, Nr. 5, Formel (32), 
\e* ı=fle* (lau) =flat@y|A duty) 
lag") dr (g) =[lald|Alndu,(g) 
=[ja)ldug)=|alı<o, 


so daß a* € L!’ und |a*], = |« |} ist. Es läßt sich leicht zeigen, daß auch alle 
übrigen Axiome der Involution und ebenfalls die Beziehung (xy)? = y*x* 
erfüllt sind. Folglich ist der Raum L}(&) mit dieser Definition der Involution 
eine BanacHsche symmetrische Algebra. 

Die Algebra L!(&) enthält genau dann ein Einselement, wenn die Gruppe 6) 
diskret ist. 


Beweis. Ist & diskret, so bilden die einzelnen Elemente von & Mengen, die 
das gleiche positive invariante Maß besitzen, das wir gleich Eins setzen. 
können. Das Einselement der Algebra Z1(6) ist dann die Funktion 

[1 für g=e, 
e(g)= e 
0 für g=e. 
Enthält dagegen L!(&) ein Einselement e(g), so können wir zunächst zeigen, | 


daß dann die Maße der nichtleeren offenen Mengen eine positive untere 
Schranke besitzen. Anderenfalls würde nämlich eine Umgebung U des Eins- 


elements von © mit der Eigenschaft A| le(g)|du,(g) <e existieren (vgl. $ 6, 


Nr. 10, Satz XT). Dann würden wir ns wenn wir eine symmetrische Um- 
gebung V des Einselements von © wählen, die der Bedingung 2 c U genügt, 


das dem Maß u, x , entsprechende Integral auf & x ©, so gilt 


a,(g1) d1 (97'902), aR(gı)dr(gitg)e LE, x ©), 
a, (91) d1 (gT' 92) = a(gı) b(gr"g2) Say (gı) d2(gT" 92) 


J (a, (91) 61 97'929) = J(ay(gı) batgitgd) = I,(a) I,(b); 


und 


denn die Funktion a, (g,)b, (97'9,) ist der Grenzwert einer nichtfallenden Folge von unten 
halbstetiger Funktionen und «a,(g,)bz(g1!9,) der einer nichtwachsenden Folge von oben 
halbstetiger Funktionen auf © x ©. Daher ergibt sich für diese Funktionen aus der 
Existenz des Doppelintegrals die des Integrals über & x ©. Somit gilt 


I latg)blgitgd)) = Irla) ib). 


Die Behauptung ist also für a=0,5>0,a,be_L,(©), bewiesen. Man erkennt leicht, daß 
sie auch für beliebige a, be L1(®) richtig ist. \ 
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als charakteristische Funktion von V eine Funktion &,(g) erhalten, für die 
Er(g)=(e- Er)() =[elg) Er Tndnlg) 
= [e(Ndu(g) 
g9Vv 
<fle)|dml)<e (EP) 
v 


ist. Das widerspricht jedoch der Forderung Ey(g)= 1. 

Somit ist das Maß jeder nichtleeren Menge größer als ein gewisses positives a. 
Dann kann aber eine offene Menge, deren abgeschlossene Hülle bikompakt ist, 
nur endlich viele Elemente enthalten; denn anderenfalls wäre ihr Maß größer 
als na für jedes natürliche n. Also ist jeder einzeine Punkt eine offene Menge 
und die Gruppe © diskret. 

Somit können wir, abgesehen vom Fall einer diskreten Gruppe, annehmen, 
daß L!(&) kein Einselement enthält. Fügen wir zu Z1(6) ein Einselement 
hinzu, so erhalten wir eine BanacHsche symmetrische Algebra mit Eins- 
element, die wir mit R(®) bezeichnen und die Gruppenalgebra der Gruppe & 
aennen. 


2. Eigenschaften der Gruppenalgebra. 
I. Für x(g) € D!(©) sind die Elemente 
ar (g) = x(ggo); 2, =r(gtg) 


aus L1(6) stetige Funktionen von g, im Sinne der Norm in L1(®). 


Beweis. Auf Grund von $27, Nr. 3, Satz V, gilt die Behauptung für alle 
Funktionen x(g) € L(&). Andererseits ist L(&) dicht in ZI(6) (vgl. $6, 
Nr. 7). Deshalb wählen wir zunächst ein ’(g)E Z(6) mit |«— #|ı 3 
dann eine Umgebung U des Einselements derart, daß |; — #|ı <z für 
gEeU ist, und erhalten 


Iv—chs vw |l+ lg lt le -ch<st5tg=e 


II. Die Algebra L!(®) enthält eine Menge, die das Einselement approximiert. 

Beweis. Jeder Umgebung U des Einselements entspricht eine nichtnegative 
Funktion zr(g)E Z!(6), die außerhalb U verschwindet und für die 
f zu(g)du(g)=1 gilt. Die Funktionen 27 bilden die Menge, die das Eins- 
element approximiert. In der Tat, für x(g) € ZI(®) ist 


ev. 2)()=[erk)eigindul): 
d.h. 
zu 2=/[zu(g)a„du(lg)- 
Hieraus folgt 


|zv-2—e|ı= [zu (9) |. —#|ıdu (9) =/[2u(9) Ia,— 2 de ()- 
ö 
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Wählen wir nun eine Umgebung U derart, daß |=,„—z|,<e für ,eU 
ist (vgl. Satz I), so finden wir 


|2v-<— «ls efzu(g)du(g) ==E. 
Ü 


Analog läßt sich beweisen, daß |@ zu —x|ı gegen Null strebt. Der Beweis 
hierfür ist etwas schwieriger, da es notwendig ist, die Funktion A(g) ein- 
zuführen (vgl. $ 27, Nr. 5). Wir überlassen den Beweis dem Leser. 


Bemerkungen. 1. Die Sätze I und II bleiben auch dann richtig, wenn wir 
den Raum L1(&) durch den Raum 2?(©) ersetzen (dazu brauchen wir nur U 


mit bikompakter abgeschlossener Hülle U zu wählen). Insbesondere ist dann 
für jede Funktion x(g) € L?(®) 


Ie—a-27la<e 
bei passender Wahl der Umgebung U des Einselements. 


2. Ist x(g) € L(©), so existiert für jedes e > 0 eine Umgebung U mit der 
Eigenschaft 
ev )()—z()|<e füralle gE®; 


denn wählen wir U derart, daß U bikompakt und |x(97!9) — x(g)| < e für 
gEU ist (vgl. $27, Nr. 3, Satz V), so erhalten wir 


er da —aW|=|fzu Tea! —z(laun| 
U 
<efzu(g)dug)=e. 
U 


IIL Für x, 2, € I2(6) ist (2, 23) (9,) eine stetige Funktion von 9,- 
Beweis. Auf Grund der Bemerkung 1 ist das Element 
eg) = rel") 
eine stetige Funktion von g, im Sinne der Norm in L2(&), und somit ist auch 
das Skalarprodukt 
RAD En] ER OLCAPROLITAG)) 
= KOEAEENLIZIG)) 


. . = (%,' X) (90) 
eine stetige Funktion von 99. 


IV. Ein abgeschlossener Teilraum I von I!(©) ist genau dann Links- bzw. 
Rechisideal von L!(G), wenn er gegenüber Links- bzw. Rechtsverschiebungen 
invariant ist. 

Beweis. Es sei z7 wie im Beweis von Satz II definiert. Ist / ein Links- 
ideal von L!(6), so ist auch zu, € I. Nun ist 


zug (g) = [u (N) )Aulg‘) 
[NE NAulg)= erg: 
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Hieraus folgt wegen Satz I 
20 Leer Wi: 


Folglich ist «,€ I, d.h., I ist invariant gegenüber Linksverschiebungen. 

Ist umgekehrt; I gegenüber jeder Linksverschiebung invariant und ist z EI, 
so setzen wir zunächst voraus, daß 2° € L(&) außerhalb einer bikompakten 
Menge @ verschwindet. Dann ist die Funktion 2’ (g,)«,, stetig bezüglich der 
Norm in L! (wegen Satz I) und außerhalb © gleich Null, und wir können 
zeigen, daß 


u EACHEARTTCH ES EACALARICH) 
{5} Q 


Limes (bezüglich der Norm) von endlichen Summen 
2 2 (9), € T 


ist. Wegen der Abgeschlossenheit von I muß 2’-xz EI sein. Nun ist L(&) 
dicht in L!(&) (vgl. $ 6, Nr. 7), so daß für jede Funktion z € L!(®) und jedes 
e>0 eine Funktion 2° € L(&) mit |’ —z]|ı <e existiert. Dann folgt‘ 

|" -=— 2 zjı<elel 
und somit z-x € I. Analog läßt sich der Satz für ein Rechtsideal beweisen. 


V. Die Gruppenalgebra einer lokal bikompakten topologischen Gruppe ist eine 
reduzierte Algebra. 


Beweis. Für jede Funktion « € ZL!(&) definieren wir einen Operator 4, 
des Hıngerrschen Raumes 12(&), indem wir 


A,t=a-£ für £EL(6) a) 


setzen. Wir zeigen, daß A, beschränkt ist. Dazu setzen wir T,E=&(g"g). 
Der Operator 7',, ist unitär, denn er bildet 72(®) eineindeutig. auf sich selbst ab 
und ist = wegen 


I7„EeR=[fle@'nlaug) =[E) Pau) =|ER- 
Die Formel (1) läßt sich auch in der Form 
A,s=[alg)T„Edu(g,) 
schreiben, woraus 
14.2 ,<fle@ || TE du) =fla)ldu)-|E=lel-|El. 


folgt. Also ist A, beschränkt und |A,| < |a],. Man kann leicht zeigen, daß die 
Zuordnung a—> A, eine Darstellung der Algebra L!(®) ist. 
Wir setzen 


Aeta—Al+A, 
und erhalten eine Darstellung der ganzen Algebra R(&). Daher ist 
FAet+a)=AE, D+<AS, 
für jede Funktion &€ L2(&) ein positives Funktional über R(&). 
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Es sei f(afa)=0 für jedes positive Funktional. Dann ist insbesondere 
1A,&)> 0 für alle &€ L2(©). Dies bedeutet, daß für jede Funktion &(g) € L2(6) 


Jet) &ttg)dutg) =0 


für fast alleg € © ist. Hieraus können wir schließen, daß a (g) = 0 fast überall 
auf © ist, indem wir für & die charakteristische Funktion einer beliebigen 
symmetrischen Menge einsetzen. Ist also a == 0, so existiert unter den Funk- 
tionalen f(x) = <(A,E, &> ein solches, für das a*a)-+0ist. Somit ist die 
Algebra R(&) reduziert. 

Gleichzeitig haben wir damit folgenden Satz bewiesen: 

VI. Mü x,(g)E LI(&) und x,(g) € 12(&) ist auch &, 2, € (6). 

VII. Die Gruppenalgebra einer lokal bikompakten Gruppe ist halbeinfach. 

Das Radikal ist nämlich stets in dem reduzierenden Ideal enthalten (vgl. 
$18, Nr. 2, Satz VII), das wegen Satz V gleich (0) ist. 


$29. Unitäre Darstellungen einer lokal bikompakten Gruppe. 
Ihr Zusammenhang mit den Darstellungen der Gruppenalgebra 


1. Unitäre Darstellungen einer Gruppe. Wir nennen jeden Homomorphismus 
einer Gruppe & in die Gruppe der unitären Operatoren eines HILBERTschen 
Raumes 9 eine unitäre Darstellung von ©. Eine unitäre Darstellung ist also 
eine Abbildung g> U, der Gruppe & in die Gruppe der unitären RER U, 


für welche 
D, pn U 98 U,= —1 


gilt. Es sei & eine lokal bikompakte Gruppe. Eine unitäre Darstellung von & 
heißt schwach meßbar, wenn die Funktion 


o()=<U,E, nm 


für alle Vektoren &, nn € $ meßbar ist, und sielig für g = 9,, wenn. 
|U,E-U,E>0 für g9>9 
und alle Vektoren &€ $ strebt. 


Ist die Darstellung für g = e stetig, so ist sie auch für alle g stetig. Dies folgt 
aus der Gleichung 


| U,8— U„El zu | UPAUFEFT Zu 8) | = Oy1,E— &) | & 
2. Der Zusammenhang zwischen den Darstellungen der Gruppe und der 


Gruppenalgebra. Es sei c— 4A, eine Darstellung der Gruppenalgebra R(&) 
im Raum 9. Mit % bezeichnen wir die Gesamtheit aller Vektoren £, für die 


A,E=0 fürall sEL®) 
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gilt. N ist ein invarianter Teilraum; denn ist r=Je-+a,, a, € L1(6), 
me ax=a(le+a)=Aa-+ aa, € L(B) 
und folglich AsazE= A =0; 


d.h., aus EEN ergibt sich A,EENR für alle ze R(6); also ist N ein in- 
varianter Teilraum. In % hat die Darstellung die triviale Form 


Aryl. () 


Diese Darstellung nennen wir die ausgearteie Darstellung. Ist N =F (0), so 
brauchen wir die Darstellung nur in 9 — N zu betrachten. Im folgenden werden. 
wir stets NR = (0) voraussetzen. Dann können wir sagen, daß die gegebene 
Darstellung x—> A, keine ausgeartete Darstellung enthält. 

Theorem 1. Jeder Darstellung «— A, einer Gruppenalgebra R(©) ohne 
ausgearteie Darstellung entspricht eine steiige unitäre Darstellung g> U, der 
Gruppe ©. Umgekehrt entspricht jeder schwach stetigen unitären Darstellung 
g> U, der Gruppe © eine Darstellung ©— A, ihrer Gruppenalgebra R(®), 
die keine ausgearteie Darstellung enthält. Diese Darstellungen sind durch die 


Formel 
Apr = Al + [alg) U,du(g) 
miteinander verknüpft!) 

Beweis. Es genügt, den Satz für eine zyklische Darstellung zu beweisen, 
denn jede Darstellung ist die direkte Summe zyklischer Darstellungen. Es 
sei also x— A,eine zyklische Darstellung der Algebra R(G). Mit &, bezeichnen 
wir einen zyklischen Vektor dieser Darstellung. Ist a=a(g) € LZ1(&) und 
setzen wir a, — a(9,"9), so ist offenbar auch a, aus [(®). 

Ferner gilt 


(b,)* a, b*-a (2) 

für je zwei Elemente a,bE _L!(®); denn es bestehen wegen $27, Nr. 5, 
Formel (32), und der Linksinvarianz des Maßes die Beziehungen 
ab (Nat) =[blg)alıındulg) 


= Sbgtglaltdulg) [dla (Eng) 
= by, " üg, “ 

Wir bezeichnen mit &’ die Gesamtheit aller Elemente £ der Form = 4,&,, 
aecL!(6); dann ist 9 in 9 dicht. Denn anderenfalls existiert ein Vektor 
&, == 0, der zu $ orthogonal ist, d. h., es gilt 


CH, An 0 
für alle «€ 21(©). Setzen wir hier a= b*.x mit ze R(6), bEL!(G®), so 
erhalten wir 
A,är, ArEn = (Er; Ay. — 0: 


1) Bezüglich der Integration von Operatorfunktionen vgl. $ 6, Nr. 19. 


25 Neumark, Algebren 
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Der Vektor A,£, ist also zu allen Vektoren A,&,, x € R(©), orthogonal. Da £&, 
ein zyklischer Vektor ist, bilden die Vektoren A,£, eine in 9 diehte Menge. 
Folglich ist A,&, = 0 für alle b ED (©), also &, ER. Dies widerspricht jedoch 
der Voraussetzung % = (0). 

Somit ist 9’ tatsächlich in $ dicht. Wir führen nun in $ einen Operator U,, 
ein, indem wir für &= A,&, «€ Z!(6), 

| U„E — Aug 

setzen. Der Operator U, bildet 9’ auf sich selbst ab. Außerdem ist U, iso- 
metrisch. Aus der Gleichung (2) folgt nämlich 


U, &, U, & == Aa, &6s Aan, En = Ads ag 2 &) 
== KAar.a&o: 52 = (Audo; Au: = SE, 2) 


Daher kann der Operator U,, eindeutig zu einem unitären Operator des 
Raumes & fortgesetzt werden. 

Offenbar ist a, (@g,),. Hieraus folgt U,.,= U,U,,. Also ist die Ab- 
bildung g> U, eine unitäre Darstellung der Gruppe & im Raum 9. 

Diese Darstellung ist stetig; denn wegen $ 28, Nr. 2, Satz I, ist 


I elı=/\mta'd— a ldun—0 für ge. 
Andererseits ist jede Darstellung einer Bawachschen symmetrischen Algebra. 
stetig (vgl. $17, Nr. 3, Theorem 1), und es gilt demnach 

Ads A| —>0 für ge: 
Areo— And >0 für ge, 

|U.E-— €] —0 für ne 
für alle Elemente & aus $. Da $ in 9 dicht und |T,,| = 1 ist, gilt diese Be- 
ziehung in ganz 9. 

Hiermit ist bewiesen, daß die Darstellung g> U, für g= e und damit für 
jedes g stetig ist. 

Nun zeigen wir, wie sich aus-dieser Darstellung von © die” ursprüngliche 


Darstellung der Gruppenalgebra ergibt. 
Es sei a,(g) € L!(6), und wir setzen 


Bu=[a(g) U,du(g). 
Wir zeigen, daß A, B., ist. Dazu setzen wir 
f(x) = Aue; En: 
Dann ist für &=4,&,n=4,& und a, be L1(®) 
Bas, m = [a (KU, E, Marty) =[a(gı)KU Aue, Avsydu(gı) 
—fay(g;)Ay-A a 60, Endulgı) = [ao(gı)t(b*- a dung). 


1) Aus (U, E, U„E> = <&,E> ergibt sich leicht, daß der Operator U,, unabhängig ist. 
von der Wahl des Elements a mit &= A,&.— Anm. d. Red. 


Hieraus folgt 
d.h. 
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Da f ein stetiges Funktional in L1(6) ist, wird der letzte Ausdruck gleich 
1(6* » f “% ()a„dulg))- Andererseits ist 


Sa) aaa) [aaa lg) = a: « 
Daher ist 


(Ba; N =, fb*a,a) = (Aymaso: Eo> — AuAato: Aydı —. Auf: NY: 
Da die Vektoren &, 7 in Ö eine dichte Menge bilden, folgt hieraus A., = Ba. - 
Somit ist Aa, = [a(g) U,dyu(g) und 
Azul -+falg) U,du(g). (8) 


Wir haben somit bewiesen, daß jeder Darstellung der Gruppenalgebra R(®) 
eine Darstellung der Gruppe & entspricht, aus der sich diese Darstellung von 
R(&) mit Hilfe von Formel (3) ergibt. 

Jetzt nehmen wir an, U, sei eine schwach stetige unitäre Darstellung 
von G. Setzen wir für «€ L(6) 


Ast, m=[algKU,E, mdulg), (4) 


so wird durch diese Gleichung ein beschränkter Operator A, in 9 definiert, 
denn es ist 


\an<dsE, aug)|</lawidun- 


Man sieht leicht, daß die Zuordnung a— A, eine Darstellung von Z1(6) ist. 
Setzen wir 


Ara =AltA,; aeL(©), 


so gelangen wir zu einer Darstellung von R(&). Dabei ist X = (0), d. h., die 
Darstelung x— A, enthält nicht die ausgeartete Darstellung. Denn aus 
&#+0 folgt <E&,E> +0. Wählen wir dann eine Umgebung V des Einselements 


von & derart, daß V bikompakt, u(W/)< 1und KU, 9 —<& 8] on X, & 
für gE V ist, und ist ferner a(g) die charakteristische Funktion der Menge v, 


so gilt 


also A,E=0. Damit ist Theorem 1 bewiesen. 
Auf Grund dieses Satzes entspricht der eben konstruierten Darstellung von 
_E(6) eine stetige unitäre Darstellung U; von & mit 


A,=fanUdug), AEG). 


Dann ist aber 
Au, m fatg)<ULE, mdudg). 
Ein Vergleich dieser Beziehung mit (4) ergibt 
Set<U,E 1) Anl) =[algKUGE, my dulg). 
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Diese Gleichung gilt für eine beliebige summierbare Funktion #(g). Somit ist 


für alle g 
KU,8,m=KU,8, MD. 
Hieraus erhalten wir die 
Folgerung 1. Jede schwach stetige unitäre Darstellung von & ist stetig. 
Bemerkung. In Theorem 1 läßt sich die Algebra R(&) durch L1(®) 
ersetzen. Dabei ist die Darstellung «— 4, der Algebra L’(&) natürlich eine 
ausgeartete Darstellung, wenn A, für alle a € L!(®) verschwindet. 


3. Der Vollständigkeitssatz. Für eine unitäre Darstellung der Gruppe ® 
kann man genauso wie für die Darstellung einer Algebra den Begriff des in- 
varianten Teilraums, der Irreduzibilität und der Aqyuivalenz einführen. 

Von der Richtigkeit des folgenden Satzes können wir uns leicht überzeugen: 

Ein Teilraum M ist genau dann gegenüber einer unitären Darstellung g> U, 
der Gruppe © invariant, wenn er gegenüber der entsprechenden Darstellung 
x—> 4A, der Gruppenalgebra R(&) invariant ist. 

Hieraus folgt, daß eine uniiäre Darstellung der Gruppe © genau dann vrre- 
duzibel ist, wenn die entsprechende Darsiellung der Gruppenalgebra R(&) 
irreduzibel ist. 

Weiter läßt sich nachweisen, daß zwei unitäre Darstellungen der Gruppe © 
genau danm äguivalent sind, wenn die enisprechenden Darstellungen der Gruppen- 
algebra R(®) äquwivalent sind. 

Diese Sätze erlauben es, die Ergebnisse aus $17, Nr. 1, 2, 6, und $21 auf 
unitäre Darstellungen von Gruppen zu übertragen. Dabei wird die direkte 
Summe von unitären Darstellungen einer Gruppe analog zur direkten Summe 
von Darstellungen einer Algebra definiert. 

Wir nennen ein System von Darstellungen von & vollständig, wenn für 
jedes Element g,+ e aus © eine Darstellung 9> U, dieses Systems existiert, 
für die U,„=+1 ist. 

Theorem 2. Jede lokal bikompakte Gruppe besülzt ein vollständiges System 
irreduzibler unitärer Darstellungen. 

Beweis. Es existiert ein Element a(g) € Z!(6) mit a, — «a = 0.!) Infolge 
$ 19, Nr. 4, Theorem 3, gibt es dann eine irreduzible Darstellung > A, der 
Gruppenalgebra R(6), für welche A,.-a +0, also Au, + 4, ist. Deshalb 
existiert ein Vektor £&,, der der Bedingung 


Aan&o+ Auto 2) 
genügt. Setzen wir A,&,= & Aa, &= U, &, so erhalten wir aus (1) 3 
U„ErE8. 


Somit genügt die mit Hilfe der Darstellung «> A, von R(&) konstruierte 
irreduzible unitäre Darstellung g> U, den gestellten Forderungen. 


1) Es genügt beispielsweise, als Funktion a(g) die charakteristische Funktion einer Um- 
gebung V des Einselements zu wählen. Dabei sei V bikompakt und, VnV=®. 
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4, Beispiele. 

1. Unitäre Darstellungen der Gruppe der linearen Transformationen einer Geraden. Es sei 
&, die Gruppe der linearen Transformationen y = «# + ß der reellen Achse, wobei « eine 
beliebige positive und ß eine beliebige reelle Zahl ist (vgl. $27, Nr. 1, Beispiel 5). Diese 
Gruppe enthält die beiden folgenden kommutativen Untergruppen: a) die Gruppe 7 der 
Verschiebungen &—> © -+ $; ihre Elemente bezeichnen wir mit 15; b) dieGruppe © der 
Dehnungen &-> «2; ihre Elemente seien s,. 

Jedes andere Element von @, läßt sich als Produkt eines Elements aus r mit einem 
Bleinent aus © darstellen. Daher ergibt sich eine Darstellung von ©,, wenn die Operatoren 
Tg und 8, bekannt sind, die den Elementen 15 und s, dieser Untergruppen entsprechen. 

Die Gruppe &, besitzt eine Reihe eindimensionaler Darstellungen, die sich ergeben, 


wenn man 
Tl, ey 


setzt, wobei x(x) = «'? und g beliebig reell ist. Den verschiedenen Werten von g ent- 
sprechen nichtäquivalente Darstellungen dieser Reihe. 

Nun konstruieren wir mehrdimensionale Darstellungen der Gruppe &,. Dazu bezeichnen 
wir mit H, die Gesamtheit aller im Intervall 0O<A <» quadratisch integrablen Funk- 
tionen. 9(A) mit der üblichen Definition des Skalarprodukts. Jedem Element g: > ax -+ß 
aus G, entspreche der Operator 


Uo(n=eHpAn)ar 
des Raumes H,. Insbesondere ist 1 
Tjp= ep), Sra)=pana?. 


.Man sieht leicht, daß U} ein unitärer Operator aus H, und 9> U; eine Darstellung 
von ©, ist. Diese Darstellung ist irreduzibel. Um dies zu zeigen, wählen wir einen Operator 
A aus H,, der mit allen Operatoren U} vertauschbar ist. Wir haben zu zeigen, daß A 
Vielfaches des Einselements ist. Da A mit allen 75, d. h. mit allen Operatoren der Multi- 
plikation mit e’4# vertauschbar ist, 14ßt sich A auch mit allen Linearkombinationen 
dieser Operatoren und ihren Grenzwerten (im Sinne der schwachen Topologie in 8(9); 
vgl. 58, Nr. 3, Beispiel 2), d.h. mit jedem Operator vertauschen, der die Multiplikation 
mit einer wesentlich beschränkten Funktion vermittelt.!) Dann ist jedoch 4A selbst ein 
Operator, der die Multiplikation mit einer wesentlich beschränkten meßbaren Funktion 


1) Der Raum L% (— ©, o0) ist nämlich zum Raum L!(— x, oo) konjugiert (vgl. $ 6, Nr. 16), 
wobei die Linearkombinstionen der Funktionen e'%# eine in L%°(—o, oo) dichte Menge 
im Sinne der schwachen Topologie bilden. Das folgt daraus, daß die Beziehung 


f z(A)eAPdiA= 0 für z(A) e L!(—, ©) und alle reellen $ nur im Fall x = O gilt (vgl. $ 3, 
-09 

Nr. 11, Satz II). Folglich existiert für jede Funktion (A) € L®°(—x, ») und. beliebige 
0 O0 und z(A) € L!(—oo, ©) eine Linearkombination f} (A) = Lore mit der Eigenschaft 


[uw -haysaar <e. Setzen wir hier z(A) = aA) mit y,2€ L2(—o, ), so 


- 0 
oo 
_ erhalten wir | (fa hd)y(a)z(jdil<e. 
-00 
Dies bedeutet, daß der Operator der Multiplikation mit f(A) der Grenzwert Kim Sinne 


der schwachen Topologie) der Operatoren ist, die die Multiplikation mit f,?)= 2 ehr 
vermitteln. 
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vermittelt (vgl. $26, Nr.5, Satz IV), 
AM)=oMel): 


wobei (A) wesentlich beschränkt und meßbar ist. Hieraus folgt 
1 


AS, =ohpAa)a?, 
1 
SAygM)=uwÜiRplAn)a?. 
Die Vertauschbarkeit der Operatoren $5 und A ergibt (Aa) =w(A) für fast alle A. Dies 
ist aber nur für o (A) = const möglich. Folglich ist A der Operator, der die Multiplikation 
mit einer Konstanten, also mit einem Vielfachen des Einselements ausführt. Damit ist 
die Irreduzibilität der Darstellung 9 U; bewiesen. 

Analog läßt sich auch die Gesamtheit H_ aller meßbaren, im Intervall —o <A = 0 quadra- 


tisch integrablen Funktionen p{}) untersuchen. Setzen wir 
1 


Uply=eißfp(iu)a®, 


so erhalten wir eine irreduzible Darstellung g> U, von ©,. 

Man kann zeigen, daß jede irreduzible unitäre Darstellung von ©, äquivalent ist einer 
der eindimensionalen Darstellungen von ©, oder einer der Darstellungen U}, U, . Außerdem 
läßt sich jede unitäre Darstellung von &, in eine direkte kontinvierliche Summe von Dar- 
stellungen zerlegen, die diesen irreduziblen Darstellungen äquivalent sind (für die 
Beweise dieser Sätze vgl. GELFAnD und NEUMARk [3]). . 

Gehen wir von der Funktion (A) zu ihrer Fouriertransformierten 

+ 
Ka= nn [minor 
j Var 
2 
über, so werden die. Räume H_, H_ auf die Räume 9*, 5” der aufder Achse -o<#<+x 
quadratisch integrablen Funktionen f(x) abgebildet, die Grenzwerte von Funktionen dar- 
stellen, welche in der oberen bzw. unteren Halbebene analytisch sind. Dabei werden in 
jedem dieser Räume die Operatoren U} und U, durch dieselbe Formel gegeben, und zwar 
durch 


ı 
UFf()=u? far!(a+B). 

2. Unitäre Darstellungen der LoRENTZ-@ruppe. Wir bezeichnen mit &, die Gruppe aller 
Matrizen g = 5 A zweiter Ordnung mit komplexen Elementen und detg= 1. Jeder 
Matrix g entspreche die Matrix 


| Re(@ö+7ß) —Im(aö—yß)  Relar—ß6) Re (a7 +9) 
Im(a8+7ß) Re(aö—FP) Im («7 — 8) Im (a7 +9) 
a Re («&ß — 8) — Im (aß —y0) — nr nrynt 
Re(af-+yd) —Im(ad-+yö) el 5 28 u man 


vierter Ordnung mit reellen Elementen. Man kann leicht zeigen, daß die Abbildung g> @ 
ein Homomorphismus der Gruppe ©, aufdie Gruppe aller Matrizen « ist, die die quadratische 
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Form 2 +&8-+ & — € invariant lassen und den Bedingungen deta=1, a,, = 1 genügen 
(vgl. etwa NEUMARK [8, $4]). Dies ist die LoRENTZ-Gruppe. Der Kern des Homomorphismus 
besteht aus den Matrizen 
ö 10 1 0 

ale: Eos: 


und daher werden nur die Matrizen * A und = = auf ein und dieselbe Matrix a ab- 
17 0 re 
gebildet. 

Hieraus folgt, daß jeder unitären Darstellung «> U, der LORENTZ-Gruppe eine unitäre 
Darstellung g> U, von. ©, entspricht. Es genügt nämlich, U, = U, zu setzen, wobei a 
das Bild von g ist. Umgekehrt entspricht jeder unitären Darstellung g> U, von ©, eine 
eindeutige oder zweideutige!) unitäre Darstellung der LoORENTZ-Gruppe. Daher können wir 
an Stelle der Darstellungen der Loßsntz-Gruppe die Darstellungen von &, betrachten, die 
in folgender Form, geschrieben werden können. 

Wir bezeichnen mit 5 die Gesamtheit aller meßbaren Funktionen (fe) = f{@ + iy), 
die im Komplexen quadratisch integrabel sind, und führen in 9 wie gewöhnlich eine 
Addition, eine Multiplikation mit einer Zahl und ein Skalarprodukt ein. Dann ist 9 ein 
Hiınzertscher Raum, Wir setzen für f(e)e$ " 

2 s 

= Brote); © 

dabei sei n eine beliebige ganze und g eine beliebige reelle Zahl. Dann ist U, ein unitärer 
Operator aus 9. Es ist nämlich 


,1r= [Io,r@ranas= [Bro (5 
Ir [IreoPanan- eat) 


die letzte Gleichung erhält man mit Hilfe der Substitution z, = es) d.h., es ist 


U, fl? = |f|?; außerdem bildet U, den Raum $ eineindeutig auf sich selbst ab; also ist DT, 
unitär. Man sieht leicht, daß g> U, eine unitäre Darstellung von ©, ist. Somit ist jede 
dieser Darstellungen von ©, durch ein Zahlenpaar (n, 0) bestimmt. Die Gesamtheit dieser 
Darstellungen bildet die Hauptserie der Darsiellungen der Gruppe ®&,. 


Alle Darstellungen der Hauptserie sind irreduzibel. 


(ara 


dzdy 


Zum Beweis gehen wir von den Funktionen /(2) zu ihren Fouriertransformierten bezüg- 
lich x und y über und erhalten 


1 2 es 
Du | Te Maray. 


1 = 
Bezeichnen wir ferner mit sg und i5 die Elemente | 0 ] bzw.| ö e von @, und ist U, ein 
u) 
Operator im Raum der Funktionen 9 (w), so folgt aus der allgemeinen Formel (1) 


U; pw) zer ing (m), 
Dr, p(w) = [öl +tet?ö" row). 
!) Dies bedeutet, daß jedem Element g € ©, zwei Operatoren U (k = 1,2) entsprechen, 


wobei UM Un= u, für alle 9,92€ &,%,1=1,2 und ein gewisses von k und I 
abhängiges j=1, 2 ist. 
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Jeder beschränkte Operator A, der mit allen Operatoren U, vertauschbar ist, läßt sich 
insbesondere mit allen Operatoren OD, und U,, vertauschen. Daraus ergibt sich wie in 
Beispiell, daß A ein Operator ist, der die Multiplikation mit einem Vielfachen des 
Einselements, also mit einer Konstanten vermittelt. Damit ist die Irreduzibilität der Dar- 
stellung U, bewiesen. 

Die Gruppe ©, besitzt noch andere irreduzible unitäre Darstellungen, die den Dar- 
stelungen der Hauptserie nicht äquivalent sind und die man folgendermaßen beschreiben 
kann. 

Es sei g eine reelle Zahl aus dem Intervall 0 <e = 2 und 5 die Gesamtheit derjenigen 
Funktionen (2) = f{«+iy), die der Bedingung 


fa- are fa)] If) da dyıda,dy, < 00 


genügen. In 9; sei eine Addition und eine Multiplikation mit einer Zahl wie üblich definiert 
und das Skalarprodukt durch 


A Ide=f\a- Bl ref ale (R)dndyıdazdy, 


gegeben. Dann sind für 0<o<2 alle Axiome des Skalarprodukts erfüllt. Zum Beweis 
brauchen wir nur zu zeigen, daß das Skalarprodukt positiv definit, d.h. 


nV 


ist. Gehen wir von der Funktion f(2) zu ihrer Fouriertransformierten 


1 BR 
ou) =, [oem Gm dsay 


73) 
3-1+e 


r(1-8) 


Somit ist $, ein euklidischer Raum. Seine vollständige Hülle Bezeicbach wir mit 9, In 
ihr führen wir den Operator 
3-0, ?+Y 
; = - 2-0 & 5 

Us =1Ba+ 01er (3%) @) 
ein. Wir können leicht nachweisen, daß U; den Raum $; isometrisch auf sich abbildet. 
Aus diesem Grund können wir U, eindeutig zu einem unitären Operator auf ganz $, fort- 
setzen. Bezeichnen wir diesen Operator wieder mit U;, so ist die Zuordnung g> U/ eine 
unitäre Darstellung der Gruppe &, im Raum ,. Jedem Wert g aus dem Intervall 0 <o <2 
entspricht eine solche Darstellung. Man nennt sie die Darstellungen der ergänzenden Serie 
der. Gruppe &,. 


Alle Darstellungen der ergänzenden Serie sind irreduzibel. 


über, so ist!) 


De fwreivtwrauae w=u+in. 


Der Beweis verläuft analog dem der Irreduzibilität der Darstellungen der Hauptserie. 
Die Darstellungen der ergänzenden Serie schließen sich auf natürliche Art an die 
Darstellungen für n=0,0=0 an. Die Formel (2) für U, ergibt sich formal aus der 
Beziehung (1) für U,, wenn n=0 ist und wir io durch g ersetzen. Für o=2 erhalten wir 


ukde=fhe)dedyfi@dedy. 


1) Eine ausführliche Herleitung dieser Formel vgl. bei Nuumark [8, 871. 
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Somit ist / gleich Null für f f@)ddy = 0. Also ist der Raum 9, eindimensional, und seine 
Elemente werden eindeutig durch die Zahlen 


E=[f@a)dedy 
definiert. Dabei ist 


U;5 I +öj=*f (5) dady -[1dady=5, 


d.h., U/ ist der Einheitsoperator. 

Somit ist also für g = 2 der Raum 9, eindimensional, und jedem Element der Gruppe ©, 
entspricht der Einheitsoperator. Darstellungen solcher Art heißen Einheitsdarstellungen. 

Man kann zeigen, daß jede von der Einheitsdarstellung verschiedene irreduzible unitäre 
Darstellung der Gruppe &, einer der Darstellungen der Hauptserie oder der ergänzenden 
Serie äquivalent ist.!) Außerdem ist jede unitäre Darstellung von ©, eine kontinuierliche 
direkte Summe dieser irreduziblen Darstellungen (vgl. GELFAnD und NEUMARK [4]). 

Wir weisen noch darauf hin, daß die Darstellungen der Hauptserie, die den Zahlen- 
paaren (n,o) und (—r,—e) entsprechen, äquivalent sind. In allen übrigen Fällen sind 
verschiedene Darstellungen der Hauptserie und der ergänzenden Serie paarweise nicht 
äquivalent. 

Nun bezeichnen wir mit ® die Gesamtheit aller unitären Matrizen der Gruppe ©,. 
Dann ist ® offenbar eine Untergruppe von &,. Die Darstellungen der Hauptserie mit 
n = 0 besitzen die folgende Eigenschaft. 


Im Raum $& der Darstellung g> U, existiert ein Vektor fo= (2), der gegenüber allen 
Operatoren U,, ve DB, invariant ist. 


Zunächst bemerken wir, daß jede Matrix ve ® die Gestalt 


| e a mit |eje+jöj=1 


_ B & 
hat. Auf Grund von (1) ergibt die Bedingung für die Invarianz von f,(z) die Beziehung 
a2—B f 
era (ER) u, 


woraus sich für z= 0 


ern (-B)ee 


mit c=f,(0) ergibt. Setzen wir 2 gleich 2, so ist 


PS. ER 1 1 
je]? eeH Ip IB 


Also ist 
e 


. -1ri 
f@)=e(l+z]%) ur 


Wir sehen, daß für eine gegebene Darstellung in & ein und bis auf einen konstanten Faktor 
nur ein invarianter Vektor f,(2) ewistiert. 


3) Die Verallgemeinerung dieses Resultats für nicht unitäre Darstellungen ist bei Nav- 
MARK [6] zu finden. 
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ö 1 
Wählen wir c= 17 ‚so erhalten wir den normierten Vektor 
7 


2 e 
ka=-Lu+|e) EZ 
Tr 


Vz 


eg) =<U,fo: I. 


Dies ist die der gegebenen Darstellung g> U, entsprechende Kugelfunkiion. Um sie zu 
berechnen, müssen wir zunächst berücksichtigen, daß jede Matrix ye ©, in der Gestalt 
g= vh dargestellt werden kann; dabei ist ve 8 und Ah eine positiv definite hermitesche 
Matrix. Ferner läßt sich } auf Diagonalform bringen, d.h., wir können h = v3! ev,schreiben, 
wobei & die Diagonalmatrix 


Wir setzen jetzt 


10 
| 0 | „ A>O 
und ER ist. 

Die - Matrix e wird durch die Matrix g bis auf eine Vertauschung der Diagonalelemente 
definiert und ist folglich durch die Bedingung A=1 eindeutig bestimmt, die wir im 


folgenden stets als erfüllt annehmen wollen. Somit haben wir schließlich 
g= Ver, Y,%nEB. 
Hieraus folgt wegen der Invarianz von fy 
Pg)=<U, 0, Ufo In = KU. Uyfo, Uiln = <Uels ir = re. 


Es genügt also, @(e) zu berechnen. 
Mit 


1448.24: 
U 0 PER EN BET) = aaa 7 aan 
Vr 
erhalten wir n Be el. 
ar arm" Fanay 
2n oo 
24, = 2 1-52 
-11 u | farers ra Frdrdd 
0% 


-2+i0 14: 1-2 
=/ ja +&2%) "149 2 de. 


Setzen wir im letzten Integral 


_1-4 
* > u i+6' 
so ergibt sich 1-74 
io 14:2. 
pie)=i aa) 1-2) da 
0 
u AAea AI ,, _.2 wert 
=—- 20 (Arie 7 BEE 


Für das Folgende ist es bequem, den Parameter {= In} zu wählen. Dann nimmt o(e) 
nämlich die Gestalt 


Pt — Gsinh 27 @ 
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Analog könnte.man zeigen, daß im Raum $, der Darstellung g-> U; der ergänzenden 
Serie ein bezüglich U},ve%, invarianter Vektor existiert. Die entsprechende Kugel- 
funktion hat dann die Gestalt 
_ 2sinh gt 


re = osinh 2: 


Übrigens werden wir dies im folgenden nicht benutzen.!) 


3. Beispiel einer nicht vollsymmetrischen Gruppenalgebra. Wir bezeichnen mit R(®,) 
die Gruppenalgebra der in Beispiel2 betrachteten Gruppe ©, und zeigen, daß R(&,) 
eine nicht vollsymmetrische Algebra ist. 

Es sei L!(&,) die Gesamtheit aller auf ©, summierbaren Funktionen «(g) und W die 
Gesamtheit der Funktionen a(g) € L! (&,), die der Bedingung?) 


ewg)=algv)=alg) füralle vE% 
genügen. %W ist eine Teilalgebra von R(&,). Um dies nachzuweisen, brauchen wir nur zu 
zeigen, daß für a,,a,e W die Funktion ' 
«=fa (a. grtNdulgı) 


ebenfalls zu 2’ gehört (dabei bezeichnet du das Differential des zweiseitig invarianten 
Maßes auf ©,). Dies folgt aber aus den Gleichungen 


ag) =fa,(g)a,rtgoydug)=[a)a,i'ndug)=a(g), 
aug)=fa()a(gitvgdug)=[a @g)a,gi’gNdulg)=a(g). 


Daher ist die Gesamtheit der Elemente der Form Je+a,aeW, eine (offenbar ab- 
geschlossene) ein Einselement enthaltende Teilalgebra X von R(G,). Die Teilalgebra U 
ist kommutativ. Dazu brauchen wir nur zu zeigen, daß für ,,,c W 


fu)a@'ndug)=[a)aWr'Ndug) (4) 
ist. Bezeichnen wir die zur Matrix g hermitesch konjugierte Matrix mit g*, soist a (g*) = a() 
für jede Funktion a(g) € W; denn setzen wir g= v, &vy, so erhalten wir 
a(g')=alwz!ery')=al)=a(vjen,)=alg). 
Außerdem güt für jede Funktion a(g) € ZI(®,) 
fewdau)=[agNdug).- 
Dies folgt aus der Beziehung 


du(B)duly)duld 
du(g) u(B) nz rät 2a 


wenn wir der Matrix g die Parameter ß, y, ö zuordnen; dabei ist allgemein du(2) = dedy 
für #= Rez, y= Imz. Diese Beziehung für ds (g) ergibt sich leicht durch direkte Berech- 
nung der Funktionaldeterminante der Transformation 9-> 99, der Variablen ß, y, 6. Diese 
Bemerkungen besagen, daß für .,.,cW 


Sata) ai ndug) [a (Ha, du) = [ar galt t)dulg) 


!) Für Verallgemeinerung dieser Resultate auf Darstellungen verschiedener Klassen 
von Gruppen, insbesondere der allgemeinen Theorie der Kugelfunktionen siehe Macxev[2] 
und GoDEMmExT [9]. 

2) Wir behalten hier die Bezeichnungen aus Beispiel 2 bei. 
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gilt. Da das letzte Integral eine Funktion aus W’ ist, ist es gleich 
[a0 due) =[atiNa,(gg)dug)=[atr'Nna ger). 


Damit ist (4) und infolgedessen auch die Kommutativität von W bewiesen. 

Wir zeigen nun, daß Y nicht vollsymmetrisch ist. Auf Grund von $ 14, Nr. 1, genügt es 
zu zeigen, daß in X nichtsymmetrische maximale Ideale existieren. 

Wir wollen zunächst sämtliche maximalen Ideale von X bestimmen. Dazu zerlegen wir 
das Integral über g in Integrale über v,, und v,. Es sei I’ die Gesamtheit aller unitären 
Disgonalmatrizen zweiter Ordnung und ® die Gesamtheit aller rechten Nebenklassen % 
von ® bezüglich I‘. Die Multiplikation mit »v, führt auf eine Transformation im Raum B. 
Mit ©v, bezeichnen wir die Klasse, in die dabei die Nebenklasse 5 übergeht. 

In der Darstellung g = v, ev, werden die Matrizen v, und v, durch die Matrix g nicht. 
eindeutig bestimmt; denn es ist g= v‚z!erv, mit r € I’ ebenfalls eine Darstellung dieser 
Form. Normieren wir v, so, daß« > 0 ist, und suchen wir aus jeder Klasse ©, den dadurch 
bestimmten Repräsentanten v, heraus, so werden die Matrizen v, und e durch die Matrix g 
eindeutig definiert, wobei v, die ganze Gruppe ® durchläuft und v, mit der Klasse ?,, 
identifiziert werden kann. 

Nun sei du,(®,) ein differenzierbares Maß!) in ®, und es seien außerdem du (v,), du(e) 
invariante Maße der Gruppe ® bzw. der multiplikativen Gruppe der positiven Zahlen. 
Ferner wählen wir du(v,) so, daß „(®) = 1 ist. Dann ergibt sich offenbar 


StadauWd=[feso)ote, &, d9)dulw)du(e)du (ö,); (8) 


wobei &(v, , &, 9,) die Funktionaldeterminante des Übergangs von g zu v,, &, D, ist. Infolge: 
der Linksinvarianz von du(g) gilt 


Srendaugn=[Iduß), 
d.h. 
Stwrev.)@(n, &, d)dulo)da(e)dm (Br) 


=[f(o,e0)@ (v1, &,d,)du(v)dule)du&). (6) 
Wegen der Linksinvarianz von du(v,) ist das erste Integral gleich 
ft wE0)w(v"io,, e, Vo)dulo)dnle)du,(d). 


Somit folgt aus (6), daßw(v"to,, &, %,) =w(v,, & d,) fast überall bezüglich », gilt, denn /(g) 
ist eine beliebige Funktion. Somit hängt w nicht von v, ab, so daß wirw =w(e, Ö,) setzen 
können. Infolge der Rechtsinvarianz von du(g) gilt ferner 


Stevdugd=[Hadug: 
d.h. 
[twsvd)o@(e, ö)du(o)du(e)du,) 


=fj (H1Ev2)w(E, d)dulor)du(e)dud), N 


wobei vz ein normierter Repräsentant der Klasse ?, ist. Nehmen wir im zweiten Integral 
die Variablensubstitution %,> v3, also %,—> d,v vor und bezeichnen wir mit A(ö,, v) die 


1) Das Maß u, auf 3 heißt differenzierbar, wenn du,(dg,) differenzierbar bezüglich 
du,(ö) für alle g,€ ©, ist. 
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Funktionaldeterminante dieser Transformation, so können wir das zweite Integral in der 
Gestalt 
fi (01808) @ (8, 9,0) 1 @,, v)du(w)du(e)dun (%) 


schreiben. Somit folgt aus (7) 
@(&,d)=Ww(£,d50)A(öy, dv). 
Wir geben ?, den festen Wert 9 und setzen dann 99» - 5. Hiermit erhalten wir 
@(£,0)=w(e)A!(v) 
mit i 
. w()=w(e, 0), Aw)=Al,v). 
Mit dau(&,) = A"(v)du,(9,) gekt die Gleichung (5) in 
Stadug@)=[te0)o (dato) dule)du@) 
über. Insbesondere ist für «ae W 
lelı=fle@ldaud=fla@lo@duß). 8) 
denn die Konstante f du(v,) kann man als Faktor zu w nehmen. 
Ferner bestimmen wir das Multiplikationsgesetz in W. Dazu betrachten wir eine der 


Hauptdarstellungen g> U, der Gruppe ©, für n = 0. Es sei /, ein normierter Vektor, der 
gegenüber allen Operatoren U,,ve 3, invariant ist. Setzen wir 


i=[U,Uidnl), 
so ist f ebenfalls invariant gegenüber allen Operatoren D,, denn es ist 
V,f=U,[U,U.hduw)=[UmVehduw)=[U,Uhduw)=t. 
Daher unterscheidet sich f von f, nur durch einen konstanten Faktor, 
f= cf. 
Um diesen Faktor näher zu bestimmen, überlegen wir uns, daß 
=, ID =[<U, Ufer) duo) =[<UehUr- > dnl) 
= «Ufo, tr [Ante) = «Veh Id = Pe) 


ist, d.h., c stimmt mit der der gegebenen Darstellung entsprechenden Kugelfunktion 


überein. 
Es gilt also die Formel 


fe. U,hduW)=PAT- 
Hieraus folgt für ae W 


Asfo =[a(g) D,fodu(g) =[a(e)w(e) U, U,foeulw)du(e) 
 =fol)w()pl)dulelos 


f, ist also ein Eigenvektor des Operators A, der entsprechenden Darstellung der Algebra 4. 
Daraus ergibt sich 


Analı= An Aalo= fa (e)@(e)Ple)drld) [ao e)Pl)dnle)h- 
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Die Zuordnung : 
je+ams-[atd)w(e)p(e)du(e) (9; 


ist also ein Homomorphismus der Algebra A in den Körper der komplexen Zahlen. 
-i 
Die Matrix & = # 1 ‚)21,18ßt sich mit Hilfe des Parameters /= In A angeben. Wegen 
Az1listt=0. Wir setzen 
_ (dw (e) 
Nie sinh 21 


und bilden damit %’ auf die Gesamtheit R) aller Funktionen f{£) ab, die wegen (8) der 
Bedingung 


If =[1f@& |sinh 22dt < oo 


genügen, wobei ||/| = |je|j ist. Wir übertragen auf R, sämtliche Operationen aus X und 
wollen schen, wie sie sich in R, ausdrücken lassen. Offenbar sind die Addition und die 
Multiplikation mit einer Zahl wie gewöhnlich definiert. Um das Multiplikationsgesetz in BR, 
zu finden, überlegen wir uns, daß sich wegen (3) die Zuordnung (9) jetzt in der Gestalt 


me 


i0> 1 ot a (10) 


schreiben läßt. Diese Zuordnung ist somit ein Homomerphismus der Algebra R, in den 
Körper der komplexen Zahlen. Hieraus folgt, daß das Multiplikationsgesetz in E\, die 
Form 

X :+u 


iW)=f fhaf.@dsdi 
0 |t-u) 
besitzt, denn es ist 


x of oo t+u 
Er 
jez] Jnonoaa) et 


6 \6 Ita] 


© 00 st A 
-[ kon [set ae)jau 


Bi aı) 


BE sin ot dsdt 


-[ AOJAO 


xo 


[e,+} 
= [ho as (no Fe a. 
0 0 


Da (10) ein Homomorphismus von Rj ist, stimmt der letzte Ausdruck mit 


2singou 
f (h > Fa) (w) du überein. Somit folgt aus (11) die Beziehung / = f, - f,, denn die 


° 
Funktionen sin gu bilden ein vollständiges System. 
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Zum Schluß bemerken wir, daß die Involution in RB} durch die Formel f*(f) = f{i) 
definiert wird. Dies ergibt sich aus 


eg=agh)=aluzteturt)=ale). 


Aus den Formeln für f, - f, und f* erhalten wir, daß W der in $20, Nr. 3, Beispiel 2, be- 
trachteten Algebra E, vollisomorph ist. Daher stimmen die maximalen Ideale der Algebren. 
R,und X überein. Da aber, wie wir sahen, R, nichtsymmetrische maximale Ideale besitzt, 
kann X nicht vollsymmetrisch sein. 

Wir zeigen nun, daß R(®&,) keine vollsymmetrische Algebra ist. Besitzt das Element. 
e+a,0EW, ein Inverses in R(®,), so gehört dieses Inverse zu %, d.h., es hat die Form 
e-+bmwitbeW. Denn iste+b,be L!(&,), mverszue+a,aeW, so ist 

(e+a)(e+b)=e, 
also b=—a—a-b,d.h. 
dg=—alg)—falg)digi'gndut. 
Dann silt für ve 8 


bwg)=—alwg) [ag digrtvg)dulg,) 
—a(g)—falvg)digr'g)du(g) 
=—ag)—fag)dgi'ndug)=blg), 


denn nach Voraussetzung liegt @ in W’. Analog können wir zeigen, daß b(gv) = b(g) ist, 
wenn wir die Gleichung (e+b) (e-+a) = e benutzen. Folglich ist be W, e+beU. Da 4 
nicht vollsymmetrisch ist, existiert in X ein Element a derart, daße + a*a in X und infolge 
des eben Erwähnten auch in R(®,) kein Inverses besitzt. 

Also ist R(®,) nicht vollsymmetrisch. 


$30. Positiv definite Funktionen 


1. Positiv definite Funktionen und ihr Zusammenhang mit den unitären 
Darstellungen. Eine auf einer Gruppe © gegebene Funktion p(g) heißt positiv 
definit, wenn 

. Rn 


u pl! 9x) Ar 0 d) 


für alle endlichen Systeme 9,,..., 9, von Elementen der Gruppe & und alle: 
komplexen Zahlen A,,...,A, ist. 
Jede positiv definite Funktion genügt den Bedingungen 


90=0, 2) 


e(()=plg), (3) 
|P()|<P(e). (4) 


Setzen wir nämlich n=1, = 64 = lin (l) ein, so erhalten wir (2). Für 
»=2, 9 =9 p=% h=1hA=/ ergibt sich aus (1) 


Pl) HYlWAHp(lgYA+ple)|A?>0; (5) 
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also ist p(g)A-- p(g”!)i für jedes komplexe A reell; mit A=1 und A=i 
erhalten wir, daß @(g) + g(g”*) und ö(p(g”!) —p(g)) reelle Zahlen sind; dies 
ist aber nur für p(g!)=9(g) möglich. Nun beweisen wir noch die Un- 
gleichung (4). Wegen (2) können nur die beiden folgenden Fälle auftreten: 
a) 9 (e)= 0, dann folgt aus (5), wenn wirA—= —o({g) setzen, 2|p (g)?=0,9()=0; 


b) p(e)>0, dann erhalten wir aus (5), wenn wir 1-29 


Pe ulz 0, also |o(g)®=< (p(e))’. Damit ist (4) in beiden Fällen 
bewiesen. 


Ist eine unitäre Darstellung g> U, einer Gruppe © gegeben, so läßt sich 
eine positiv definite Funktion dadurch konstruieren, daß wir 


PN <U,E 8 
setzen, wobei £&, ein fester Vektor aus dem Raum der Darstellung ist. Es ist 
nämlich 5 u In 
PR) Aykı = 2 Ua’ Ogy&o, ED Ardı 


zu ee 4: UP &o > dr U,, &> >0. 


Ist dabei die Darstellung g> U, stetig, so ist es auch die Funktion 9(g). 
Es sei umgekehrt 9 (g) == 0 eine beliebige positiv definite Funktion. Ihr ent- 
spricht eine unitäre Darstellung g> U, von & mit o(g) = <U,&,, &. Um dies 
zu beweisen, setzen wir 2 gleich der Gesamtheit aller Funktionen x(g) auf &, 
die nur für endlich viele g von Null verschiedene Werte annehmen. In & 
definieren wir eine Addition und eine Multiplikation mit einer Zahl wie üblich. 
Dann ist 2 ein linearer Raum. Ferner definieren wir in & eine Bilinearform 


wp= I plh'g)zi)y(h). 
ghE® 
Da 9(g) positiv definit ist, gelten die Beziehungen (1) und (2). Folglich ist 
Yoa=a,yp und w,D)>0. 


Man kann aber zeigen, daß <x, x> auch für x == 0 verschwinden kann. Ist % 
die Gesamtheit aller x € 8, für welche <x, &> = 0 ist, so ist W ein Teilraum 
von 8, und (x, y> definiert das Skalarprodukt <&,n> im Quotientenraum 
H = UN durch die Formel 


GE, m=%, Y; xEE, yen 
(vgl. $5, Nr. 1, Satz I). Somit ist die vollständige Hülle 9 von $’ bezüglich 
der Norm |&| = 123 &> ein Hınzertscher Raum. 
Jedem Element g, € © entspricht ein Operator 7, vermöge der Beziehung 
T,x(g) = x(g5'g). Dann bildet 7, den Raum % auf sich ab, und es ist 
Tor, Tgy) =2 Pkg) z(g'g) y(go'h) 


= ph g'I0g) z(g)y(h)=<x, y). 


9 


setzen, 
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Folglich ist N invariant bezüglich 7, und T',, ist also ein Operator in $’ mit 
der Eigenschaft <T', 8, T,mp= En), bildet ars $’ isometrisch auf $’ ab, d.h., 
7, 1&8t sich eindeutig zu einem unitären Operator auf 9 fortsetzen, den 
wir mit U,, bezeichnen. Dann ist die Zuordnung g- U, eine unitäre Dar- 
stellung der Gruppe ©. 

Ist x,(g) die durch die Formeln 


1 für g=e, 
=) 


0 für g=+e 


auf & definierte Funktion und £, die Restklasse bezüglich N, die x, enthält, 
so gilt 
KU, Fr Tata Tor = olh'g) zog" g) zo) = P (go): 
j 2 


Die Darstellung g> T, genügt also allen an sie gestellten Forderungen. Wir 
erwähnen noch, daß = ein zyklischer Vektor der Darstellung g> U, ist. 

Ist 9(g) stetig, so ist auch die mit ihrer Hilfe konstruierte Darstellung 
9> U, stetig. Ist nämlich 9 (g) stetig, so ist für feste ne undze&,yEn 
der Ausdruck 


KU DT ar, y> =upng) x(,'9) y(h) 
= P(htgog) z(g) y(h) 


eine stetige Funktion von g,. Da 5’ in 9 dicht und |U, | = 1 ist, folgt hieraus 
die Stetigkeit der Funktion <U,£,n> für alle &,nES. 
Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen. 


Theorem 1. Jeder stetigen unitären Darstellung g> U, einer topologischen 
Gruppe & und einem Vektor &,+0 aus dem Raum der Darstellung entspricht 
eine stetige positiv definite Funktion p(g) = <U, £,, Ey. Umgekehrt entspricht 
jeder stetigen positiv definiten Funktion p(g) = ö eine stetige unitäre zyklische 
Darstellung 9> U, von © mit einem zyklischen Vektor &, derart, daß 

Y(Q)= <U,£g; Ey ist. : 


2. Der Zusammenhang der positiv definiten Funktionen mit den positiven 
Funktionalen einer Gruppenalgehra. Es sei & eine lokal bikompakte Gruppe. 
Das positive Funktional /,(x) der Gruppenalgebra R(&), das durch die 
Beziehung 


fAe+a)=Ac 
definiert ist, wobei c eine positive Konstante ist, heißt ausgeartetes Funktional. 


Ein positives Funktional /(z) einer Gruppenalgebra heißt regulär, wenn das 
ausgeartete Fuunktional ihm nicht untergeordnet ist. 


Hilfssatz. Eine zyklische Darstellung > A, einer Gruppenalgebra enthält 
genau dann keine ausgeartete Darstellung, wenn das sie definierende positive 
Funktional f(x) = <A,E,, &> regulär ist. 


26 Neumark, Algebren 


so erhalten wir 
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Beweis. Die Darstellung &— 4, enthalte eine ausgeartete Darstellung, 
und es sei R% der zugehörige invariante Teilraum. Setzen wir 


= ht HER, SEHR, 


fa) = <Azdo: En = (Azkı: a: &., E). 


Folglich ist das ausgeartete Funktional f,(&) = <A,& &ı> dem Funktional 
f&) untergeordnet. 

Nun sei umgekehrt das ausgeartete Funktional f, (x) dem Funktional f(x) 
untergeordnet. Wegen $19, Nr. 1, Theorem 1, ist 


h (x) = <A,BS,, Ed; 


wobei B ein mit allen Operatoren A, vertauschbarer positiv definiter Operator 
aus 9 ist. Da für a € DI(&) auch x*a € L1(6) für alle x € R(&) ist und f,(x) 
auf L1(&) verschwindet, folgt 


0=flwta) = (AZ A BE: Er = (As B&o, Audor- 
Die Vektoren A,E, bilden eine in 9 dichte Menge, so daß 
4A,B&=0 füralle aEeL(G) 
ist. Daher spannen die Vektoren der Gestalt AB£, einen eindimensionalen 
invarianten Teilraum von 9 auf, in welchem x— A, eine ausgeartete Dar- 
stellung ist. 

Es sei nun g> U, eine mit Hilfe einer positiv definiten Funktion o(g) 
konstruierte stetige unitäre Darstellung der Gruppe &. Dieser unitären 
Darstellung g> U, entspricht eine Darstellung > A, der Gruppenalgebra 
R(6), die keine ausgeartete Darstellung enthält. Der Darstellung «> 4A, 
entspricht ihrerseits wieder ein reguläres positives Funktional 


f(Ae-+.a) = A: + Audos &o> 
—Aple) + [a(g) <U,En, En du(g) 
= pe) +falg) P(g) dulg)- 


Nun beweisen wir die Umkehrung. Einem regulären positiven Funktional f(x) 
von R(&) entspricht eine zyklische Darstellung z— A, von R(6), die keine 
ausgeartete Darstellung enthält, mit der Eigenschaft 


FAe+a)=Acd,, E24 Autos 89; A) 
dabei ist &, ein zyklischer Vektor der Darstellung > A,. Ist g> U, eine 
stetige unitäre Darstellung von ®, die der Darstellung «— A, entspricht, 
so daß A, = f a(g)U,du(g) ist, und setzen wir diesen Ausdruck für A, in (1) 
ein, so erhalten wir 

fhe+a) = AcE, ED + [al <U,E0, En du) = Ale) + [at Pant); 


dabei ist »(g) = <U,&,, &> eine stetige positiv definite Funktion auf ©. 
Damit ist der folgende Satz bewiesen. 
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Theorem 2. Es existiert eine eineindeutige Zuordnung zwischen der Gesamiheit 
aller regulären positiven Funktionale f{Ae-+ a) über R(6) und der Gesamtheit 
aller stetigen positiv definiten Funktionen p(g)=0 auf ©. Diese Zuordnung 
wird durch die Formel 


A —/ la 
hergestellt. füera)=Ap(e) + f aloldulgd 


Wir weisen darauf hin, daß der Vollständigkeitssatz (vgl. $29, Nr. 3) auch 
mit Hilfe positiv definiter Funktionen hergeleitet werden kann (vgl. GELFAND 
und RArkow f2]). 

Wir bezeichnen mit L*°(®&) den Raum der in bezug auf ein linksinvariantes 
Maß auf & wesentlich beschränkten Funktionen (vgl. $6, Nr. 13). Infolge 
Formel (4) aus Nr. 1 gehört jede stetige, auf © positiv definite Funktion 
zu L*(&). Der Raum L* (6) ist zum Raum L1!(&) konjugiert (vgl. $ 6, Nr. 16). 
Daher ist die schwache Konvergenz in ZX(&) durch die Umgebungen 
Up; Ad: 56 mit, mE LS), e>0, definiert, die von den 
Gesamtheiten der Funktionen @(g) € LX(G) gebildet werden, welche den 
Bedingungen 

feld —Pg)) arlg) dung <e Kern) 


genügen. Die Funktion »(g) €. L*(G) heißt positiv integral-definit, wenn für 
jede Funktion a(g) € L1(6) 
site SSets) atgıg) PL) Ang) din(g) 0 () 


1. Die Gesamtheit aller positiv integral-definiten Funktionen bilde eine 
schwach abgeschlossene Menge in L* (©). 
Beweis. Wir setzen b=a*-a und können dann (1) in der Gestalt 
[ b(g)o(g)du,(g) = 0 schreiben. Andererseits ist der Ausdruck 
Ko) [bie (g)au(g) 


ein in der schwachen Topologie stetiges lineares Funktional über L*(®&). Ist 


‚also (1) für eine Menge von Funktionen p auf.L* (6) richtig, so gilt sie ebenfalls 


für jeden schwachen Häufungspunkt dieser Menge. 
Die Überlegungen aus Nr. 1 lassen sich auf positiv integral-definite Funk- 
tionen übertragen. Setzen. wir nämlich 


a, a9 = [alaı) ang) Pin Anl) dmg), (2) 


so erhalten wir eine Bilinearform in L!(®), die die Bedingung <a, a> > 0 
erfüllt. Es gilt also <a, + Aa,, a, + Aag> > 0 für alle a,, a, € L!(G) und jedes 
komplexe }. Hieraus läßt sich leicht schließen, daß die Form <@ 1 ; Ga) hermitesch 
ist. Daher definiert sie ein Skalarprodukt <&, n> im Quotientenraum 
9 = L(6)N; dabei ist X der Teilraum aller Funktionen « € L!(G), die der 
Bedingung <a, a) = 0 genügen. Die vollständige Hülle von 9 bezüglich der 
vn |E|= Y<&, € ist ein Hırzurrscher Raum, den wir mit 9 bezeichnen 
wollen. 


26* 
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Setzen wir 7’,a(g)= @(g95'g), so ergibt sich aus (2) und der Linksinvarianz 
des Maßes die Beziehung <T',,a,, 7,45 = “44 , Aa). 

Hieraus folgt wie in Nr. 1, daß 7‘, einen unitären Operator U, von $ definiert 
und die Zuordnung g> U, eine unitäre Darstellung der Gruppe © ist. 

Diese Darstellung ist stetig. Denn ist a,(g), u(g)EZ(6) und EE, 
%€Cn, so ist 


<U,E, = <T ya, a9 =[az(g1) a, (95'919) P(g) Aum(g,) dr) 
eine stetige Funktion von g,, da infolge $ 28, Nr. 2, Satz I, die Vektorfunktion 


d, = bug} = a) T 19,4 (9) dung) = (a2) 0, (90'919) dung} 
mit Werten aus Z!(G) im Sinne der Norm!) in Z!(6) stetig und 


<U,E, = fbu(g) FI) Aulg) = ld) 


ist, wobei f({b) = f b(g)o(g)du,(g) ein stetiges lineares Funktional über L!(©) 
ist. 

Da $ in $ dicht und |U,| = 1 ist, folgt hieraus die Stetigkeit der Funktion 
<U,E,n> für alle &,n € 9. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen. 

II. Jede positiv integral-definite Funktion p(g) auf © definiert eine steiige 
umitäre Darstellung g> U, der Gruppe © 


Dieser Darstellung entspricht eine Darstellung. der Gruppenalgebra R(6) 
von &, die keine ausgeartete Darstellung enthält, und somit ein reguläres 
positives Funktional f(x) über R(&) mit 

fafa,) = <a,, a) =[ [az(g1) a1(919) P(g) dung) ding). (3) 
2) Wählen wir eine bikompakte Menge Q C © derart, daß 

€ 
f a, (ld (gr) < 2la.h 
®-Q 
ist, und eine Umgebung U(g,) mit der Eigenschaft 
& 
era Farin < Tas, 


für alle gg € U(g,) und g, € 9, so erhalten wir nämlich 
| fe@ Tora, ad 9)-[® (9:) To-1o, ad (91) I 


= fi 2,(91)| | T gr Ta Ton 9, hd (9.) 
Q 
+ file] (\Torio; |, nn Terror do) 
6&-Q 


Su, jean +2ja,lı [la ldm(on <2:. 
@ Q 
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Nach Theorem 2 ist 


fa, a) —/ [a,(g,) (u) a1lgıg) Pılg) dung) dung) 
mit einer stetigen positiv definiten. Funktion o, (9). Ein Vergleich dieser Formel 
mit (3) zeigt, daß p(g)= o,(g) lokal fast überall auf & ist. Folglich gilt: 


III. Jede auf & positiv integral-definite Funktion ist lokal fast überall gleich 
einer stetigen positiv definiten Funktion. Umgekehrt gilt: 


IV. Jede stetige positiv definite Funktion ist auch positiv integral-definit. 
Die Behauptung von Satz IV folgt unmittelbar aus Theorem 2, wonach 
Fa)= f a(g)p(g)du;(g) ein positives Funktional über L!(®) ist. Daher ist 


Sets) (19) Pl) dmlg) dulg) = Ka*a) 20. 


3. Reguläre Mengen. Es seien 9,, 9, stetige positiv definite Funktionen auf einer 
lokal bikompakten Gruppe G und f,, /, die entsprechenden positiven Funktionale. Man 
nennt die Funktion 9, der Funktion 9, untergeordnet und schreibt 9, < g,, wenn ,— 9, 
eine positiv definite Funktion, d. h., wenn f, dem Funktional f, untergeordnet; ist. Ins- 
besondere nennt man eine positiv definite Funktion elementar, wenn jede andere, der 
Funktion 9 untergeordnete positiv definite Funktion ein Vielfaches von ihr ist. Somit ist @ 
genau dann elementar, wenn das entsprechende positive Funktional elementar, d.h. die 
ihr entsprechende unitäre Darstellung der Gruppe & irreduzibel ist. 

I. Es sei 9,(g)=<U, &,, E25 dabei sei g> U, eine zyklische Darstellung der Gruppe © 
mit einem zyklischen Vektor &,. Die Beriehung 9, < P, gilt genau dann, wenn o,(g) gleich 
<BU, E,, &> mit einem positiv definiten Operator B ist, dessen Norm höchstens gleich Eins 
und der mit allen Operatoren U, vertauschbar ist. 

Beweis. Es seien f,, /, reguläre positive Funktionale über R(&), die den positiv 
definiten Funktionen 9,, 9, entsprechen, so daß 


Ka)=faWandug, el) =fa(g)p.(N) dmg) 169) 
für alle ae L1(6) ist. Die Beziehung op, </ op, ist gleichbedeutend mit f, </, und diese 
ihrerseits mit 

hia)= <A. BE &> (2) 


für alle a e L1(6); dabei ist .B ein positiv definiter Operator, der mit allen Operatoren A, 
oder, was dasselbe ist, mit allen Operatoren U, vertsuschbar ist (vgl. $19, Nr. 1, Theo- 
rem 1). Wegen (1) besagt (2), daß 


fe Wand) =<A,. BE, Er fa g) <BU,E, Er du(g) 
ist. Daraus folgt 9, (g) = <BU, £,, &0); da die Funktionen &(g) € L!(&) beliebig sind. 
Wir. setzen. jetzt H = VB. Da £, ein zyklischer Vektor ist, gibt es für jedes & > O.eine 
Linearkombination € = & A,Us,&, mit |H&,— E| <e. Dann ist 


KBU,E, 8 —<U,E, = |KU,HE,, HEy— <U,E, 82] 
S|<U,HE&, HEy—<U,E, HE] + |KU,E, HED —<U ED 
z |UKA&- | - IAEol| + 19,81 - 178 -Ell 
<el| HE + ED <Ee@| HH] +2: 
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Andererseits ist 


DE = IA 99). 
Also können wir der obigen Ungleichung die Form 


9,(9) = 21,%,92(97 "99p) <e@]H&|+e) 


geben. Wir erhalten somit den Satz: 


IL Isto, < o,, so ist p, Limes einer geeigneten, auf & gleichmäßig konvergenten Folge von 
Funktionen 


+(g) = Ed, 929, '99,)- 


Wir bezeichnen mit P die Gesamtheit aller stetigen positiv definiten Funktionen 9 (g) 
auf & und mit P, die Gesamtheit derjenigen Funktionen aus P, die der Bedingung (e) <1 
genügen. P, ist eine schwach abgeschlossene konvexe Teilmenge der Einheitskugel in 
L®(&) und daher bikompakt in der schwachen Topologie von Z®(6&) (vgl. $3, Nr. 7, 
Satz III). 

Zum Beweis nehmen wir an, daß @, ein schwacher Häufungspunkt der Menge P, ist. 
Auf Grund von Nr. 2, Satz IV und I, ist 9, eine positiv integral-definite Funktion, und wir 
können @, € P voraussetzen (vgl. Nr.2, Satz III). Wir müssen zeigen, daß @,(e) < 1 ist, 


und nehmen dazu das Gegenteilan. Essei also g,(e) =1-+smite > 0.Da p,(g)—gu(e)! < > 


in einer Umgebung U des Einselements e ist, können wir, wenn wir Ü als kompakt 
voraussetzen, die Funktion 


1 = 
z | FAQ) 2 
0. für geUÜ 

bilden, und wir erhalten für geP, ; 


fe (vu(g) - (9) aua|=—— 


(W) [a -eW@) dan) 
{i 


Ü 


PRO E ICKOEL NOLTE KIOLTAO) 
T T 


BR 
u (d) 


eE- r m En) 


nd -;-Po2(1+9)-——-1=5- 


Hieraus folgt entgegen der Voraussetzung, daß die Umgebung a 965% 5 3) keine Funktionen 
der Menge P, enthält. Also ist pu(e) <1. 

Wir nennen eine Menge ACP, einen regulären Teil der Menge P,, wenn folgende 
Bedingungen erfüllt sind: 

a) X ist konvex und schwach abgeschlossen; 

b) aus 9, € Po» Pa n W, ‚A <o, folgt ,E%; 


ec) aus gel folgt ? a eu. 


Aus b) ergibt sich =0 € X; 0 ist Extremalpunkt dieser Menge, denn aus 9 € Ps 
und 9, +95 = 0 folgt gu (e) + 9,(e)= 0 und somit ae) = Pa(e) = 0, 9, = 9a = 0. 
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Offenbar ist die Menge P, regulärer Teil von P;- 

Eine positiv definite Funktion p(g) heißt normiert, wenn p(e) =1 ist. 

III. Ist die Menge U regulärer Teil von P,, so stimmt die Menge ihrer von 0 verschiedenen 
Extremalpunkte mit der Menge ihrer elementaren normierten positiv definiten Funktionen 
überein. 

1 
PO) vEeX 


Beweis. Es sei p ein Extremalpunkt der Menge Y und +0. Wegen VEN, 
o| in Xenthalten. Die Funktion 9 ist extremal und muß dem- 


ist auch das Segment [6 2 
P 1 
zufolge mit dem Endpunkt ol? dieses Segments übereinstimmen. Hieraus folgt 
oe) =1,d.h., @ ist normiert. rt 
Nun wollen wir zeigen, daß 9 elementar ist. Es sei 9, <g. Dann ist —9, <gpund 
somit infolge b) MEN, P- mei. 
Wegen c) gehören die Funktionen 


1 1 9=Pı 
ee AT TIge 
zur Menge %. Die Gleichung 
9=Aleyı+ (l—9ıl))Ya 
zeigt, daß @ dem Segment [%Y,, ya] angehört. Da 9 nach Voraussetzung extremal ist, gilt 
entweder =, oder 9 = y,. In jedem dieser Fälle ist 9, = 9, (e)p, d. h., die Funktion @ 
ist elementar. 


Umgekehrt sei nun 9 € X eine normierte elementare Funktion. Wir zeigen, daß dann p 
extremal in W ist. Es gehöre 9 zum Segment [9,, 92] C NW, es sei also 


P=ip+il—Np Pr Mel, 08i=l. 


Daraus folgt A 9, <o. Ist A=+ 0, so muß, da @ elementar ist, @, = up sein. Analog ergibt 
sich 9, = v9 für 4 <1. Also gilt für O<A<I 

p=iup+(l—Avp. 
oder 1=-Au+(l-N». 
Wegen 1=g,(e)=up(e), 1=9,(e)=vp(e), also u=r, ist dies aber nur füru=v=1 
möglich; also folgt @, = 9, = p. Damit ist Satz III vollständig bewiesen. 


Wenden wir jetzt auf einen regulären Teil X von P, Theorem 1 aus $3, Nr. 9, an, so 
erhalten wir 


Theorem 3 (GELFAnD und Rarkow [2]). Es sei U ein regulärer Teil der Menge P;. 
Dann ist jede Funktion ge U schwacher Häufungspunkt in L®{®) von Funktionen der 
GR 2), A=0, ZA,=ple), 


wobei die p, elementare normierte Funktionen aus X sind, 
Insbesondere gilt dieser Satz für die ganze Menge P, und somit auch für P. 


Yı 


4. Trigonometrische Polynome auf einer Gruppe. Wir nennen jede Funktion der Form 
Apılg) ++ 2n9n(9) 


mit elementaren normierten Funktionen @,(9) aus P ein trigonometrisches Polynom auf 
der Gruppe & mit Koeffizienten A,. Ist insbesondere & die additive Gruppe aller reellen 
Zahlen 2, so stimmen, wie wir später in $31, Nr. 1, Beispiel 1, sehen werden, die tri- 
gonometrischen Polynome auf dieser Gruppe mit den gewöhnlichen trigonometrischen 
Polynomen Ji,e'«** überein. 
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I. Ist (g) ein trigonometrisches Polynom und z(g) € L! (©), so stellt die Punktion 
hi)=fta)e@i'n) du 


ebenfalls ein trigonometrisches Polynom dar. 


Es genügt zu zeigen, daß dieser Satz für den Fall erfüllt ist, daß /(g) eine elementare 
positiv definite Funktion ist. Dann gilt aber 


16) = <U, Ey; Ed; 
wobei g> U, eine irreduzible unitäre Darstellung der Gruppe © ist. Damit folgt 
hO=SUn &o Er tgr’g)dn(g) 
= (KU, &o Enalgi)dulg)=<U,E, 8) 
& =fa(g )U,&dmgı). 
Die Funktion /, (g) läßt sich also durch eine Linearkombination der Funktionen 
MlgN=<U,lEr+E), E48 
Y2(g) = <U,(E— 8); E— 9 
MD=KUEH IE). E+iED, 
ld) = <U,lE- IE), E15) 
darstellen, die alle elementar und positiv definit sind. Daraus folgt, daß /, (g) ein trigono- 


metrisches Polynom ist. 
Analog läßt sich auch der folgende Satz beweisen: 


II. Jede Rechts- oder Limksverschiebung eines trigonometrischen Polynoms ist ebenfalls 
ein trigonometrisches Polynom. 


mit 


5. Das Spektrum. Es sei & eine Menge stetiger beschränkter Funktionen auf &. Wir 
sagen, eine Funktion f(g) wird durch Funktionen aus © auf jeder bikompakten Menge 
gleichmäßig approximiert, wenn für jede bikompakte Menge Q@C & und jedes &>0 eine 
Funktion oe © mit der Eigenschaft 


VIn-pP@l<e auf Q 
existiert. 


Es sei p € P,. Mit X, bezeichnen wir die Menge aller Funktionen 
= LP IE" II) 


und der endlichen Summen dieser Funktionen, sofern sie in P, liegen. A, sei die Menge der- 
jenigen Funktionen aus P,, die auf jeder bikompakten Menge durch Funktionen aus W, 
gleichmäßig approximiert werden. 


Hilfssatz 1 (Raıkow [7]). Die Menge U, ist schwach abgeschlossen. 
Beweis. Es gehöre 0 zur schwach abgeschlossenen Hülle von W,. Wir wollen zeigen, 
daß6e X, ist, Es sei ye Z1(6). Zur Abkürzung!) setzen wir 


y.()=yW’g) 


d 
u ua Solr"agı) yı) yo) dung) du (go)- 


1) Der einfacheren Schreibweise wegen weichen wir jetzt von den Bezeichnungen 


aus $27, Nr. 4, ab. 
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Durchläuft g’ die bikompakte Menge Q C ©, so durchläuft y, eine relativ kompakte Menge 
sc Z2.(6). 

Hier genügt es zu beweisen, daß für jedes e> 0 in der Menge $ ein endliches e-Netz 
existiert (vgl. $2, Nr. 14, Satz I). Da Ir eine im Sinne der Norm in L!(®) stetige Funktion 
von g’ ist, entspricht jedem Punkt gg €Q eine Umgebung U (g}) derart, daß für ge U(g}) 
die Ungleichung |y,—%5 |, <e füllt ist. Wegen der Bikompaktheit der Menge Q 
können wir aus diesen Umgebungen eine endliche Überdeckung U(g),-.., U(g) der 
Menge Q auswählen. Offenbar bilden die Punkte %,;, . . ., 4, in der Menge 8 ein e-Netz. 

Also ist 8 und folglich auch die Menge $*y aller Funktionen z = (y)*-y ge Q, relativ 
kompakt. Nach Satz II von $19, Nr. 4, ist der schwache Häufungspunkt 6 der Menge X, 
auch ihr Häufungspunkt im Sinne der auf jeder kompakten Menge a Topologie. 


Deshalb existiert eine Funktion y € g, derart, daß 
ee) 00) 2@) am) 
für alle ge @ ist. Dies ergibt, wie man leicht sicht, für alle ge die Ungleichung 
90—-9,(al<e- 


<eE 


Mit anderen Worten, die Funktion 9,(g) wird auf jeder bikompakten Menge durch die 


Funktionen y,(g), pe 2. gleichmäßig approximiert. Offenbar ist für 0,(e)s1 auch 
y,(=l. 
Es sei 9 U, eine unitäre Darstellung mit einem zyklischen Vektor &,: 


Y)=<U,E E95 


dann ist y,(g)= <U,A,E, A,&0). Da der Vektor £, zyklisch ist, muß A,£, der Grenzwert 
(bezüglich der es von Vektoren der Form 

2%,U, 9, & 

& 


sein, Daher ist y,(g) der auf der ganzen Gruppe & gleichmäßige Grenzwert der Funk- 
tionen 


Pak %lD, U,80: D,, do) Say '99) %,d, € %,. 


Also ist yp,(g) und auch 0,(g) aus N,. Andererseits existiert für ein beliebiges <> 0 und 
eine beliebige bikompakte Menge Q C & eine Umgebung U des Einselements von © mit 
der Eigenschaft 

Od -oWI<e 
für 9,,95€ U, g€Q. Dabei können wir U als bikompakt annehmen. Wählen wir ein 
y(g) € LI), für das y(g)= 0, y(g) = 0 außerhalb 7 und 
Sodu)=1 


gilt, so erhalten wir 


0,9 -HWl= ff IOlaz! ag) — Ola)|ytaı) Ygo) dugı) du (92) 
vö 


< e/ [ve ya) du, (g)dun(ge) = 
vo 


für geQ. Somit ist He‘, 
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Hilfssatz 2. Die Menge R, ist ein regulärer Teil der Menge P,. 

Beweis. Wir müssen zeigen, daß W, den Bedingungen a), b), c) von Seite 406 genügt. 
Die schwache Abgeschlossenheit wurde schon in Hilfssatz 1 bewiesen. Offenbar ist W,, 
also auch a, konvex. Ferner ist mitye W,,y= 0,auch Se) € Y,; demnach gilt diese Eigen- 


schaft auch für p € ,. Die Bedingungen a) und e) sind also erfüllt. 


Nun sei ye Ü, 0e P,9 <y; wir wollen zeigen, daß 0 ebenfalls zu K, gehört. Es sei Q 
eine bikompakte Menge von & und & > 0. Infolge Satz II aus Nr. 3 gibt es eine Funktion 
der Gestalt 


zZ 8,8» 95 '99,) 
derart, daß j 
ZB, B0@,"09,) -20| <s 


für alle g €. & ist. Andererseits ist y in %, enthalten, so daß eine Funktion 9 € Y„ existiert, 
die die Eigenschaft 


W-Pal< —— 
en 276,8, 


für alle ge U 97'Qg, hat; denn diese Menge ist in & bikompakt. Hieraus ergibt sich 
für ge Q 7 
1 BoBevtaz 00) — ZBoBa 2" 00) <e 


[ed — 26,B.7 500 <2e. (a) 


bzw. 


Nun bleibt noch zu zeigen, daß man die Funktion 
PO=ZR,B,r 7"99) 


aus YW,so wählen kann, daß 9” (e) = 1 ist. Dazu genügt es, eine Menge Q zu nehmen, die e 
enthält. .Die Ungleichung (1) gilt dann auch für g= e, d. h., es ist 

Ile) —g’’(e)| <2e. 
Aus 0 <y folgt O(e) < 1, so daß sich @”(e) <1-+ 2s ergibt. Man kann also die Funktion 


"72 ‚ 
+” (g) durch N. en ersetzen. 


Damit ist die Bedingung b) ebenfalls erfüllt. 2 
Die Gesamtheit aller normierten elementaren positiv definiten Funktionen aus N, pe 
heißt das Spektrum der Funktion ge P. 


_ Theorem 4 (Gopzment [3}). Jede Funktion ge P läßt sich auf jeder bikompakten 
Henge durch trigonometrische Polynome aus Elementen des Spektrums von @ mit positiven 
Koeffizienten gleichmäßig approximiern. 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir o{e)=1 annehmen. 
Wenden wir Theorem 3 auf X, an, so erhalten wir, daß 9 ein schwacher Häufungspunkt 
der Funktionen y(g) = I'A,9,(9) ist, wobei die Funktionen p, dem Spektrum der Funktion 


5 ? 
Y angehören und ),=0, WA,=1 ist. Wir müssen nun auf jeder bikompakten Menge die 


» 
schwache Topologie durch die gleichmäßige ersetzen. Dazu berücksichtigen wir, daß für 
yeL1(6) die Funktion 9,(g) auf bikompakten Mengen durch die Funktionen »,(g) € Ag 


1. Die maximalen Ideale der Gruppenalgebra 411 


gleichmäßig approximiert werden (vgl. den Beweis von Hilfssatz1). Wegen y(g) = Ah? (9) 
ist p,(g) = hr) mit o,,€ K,. Es sei g> U, eine unitäre Darstellung yon &, für 


‚die 9,(9) = 2 U, Eos E02 ist. Diese Darstellung: ist irreduzibel, da 9,(g) eine elementare 
positiv definite, Funktion ist. Daher ist o,, „= <U,A,80, A,&0> ebenfalls elementar und 
positiv definit. Also gehört o,, „ zum Spektrum von 9, und y, (g) ist ein trigonometrisches 
‚Polynom mit positiven Koefüzienten A,. Wir brauchen nur noch zu bemerken, daß die 
Funktion 9 durch die Funktionen 9,9) auf © gleichmäßig approximiert wird (vgl. den 
Schluß des Beweises von Hilfssatz 2). 


Theorem 5 (dopzmanr [3}). 7 ede auf © stetige Funktion lapı sich auf jeder bikompakten 
Menge durch trigonometrische Polynome gleichmäßig approwimieren. 


Beweis. Es sei fe L(&). Dann ist /- f* eine positiv definite Funktion, die sich wegen 
'Theorem 4 durch trigonometrische Polynome approximieren läßt. Für /,, f, € L(&) stellt 
die Funktion f,-ff eine Linearkombination der Funktionen (}-+F)- (hf) 
(h& fa) (h + 37,)* dar. Folglich läßt sich Theorem 4 auch auf die Funktion f, - f£ über- 
tragen. Da die Funktion f auf & durch die Funktionen f, - / gleichmäßig approximiert 
werden kann (vgl..$28, Nr. 2, Bemerkung 2 zu Satz II), gilt Theorem 5 auch für alle 
‚Funktionen fe L(&). Hieraus folgt schließlich, daß dieser Satz für alle stetigen Funktionen 
richtig ist; denn jede stetige Funktion f läßt sich auf bikompakten Mengen durch 
Funktionen aus L(&) gleichmäßig approximieren. 


$31. Die harmonische Analyse 


auf einer kommutativen lokal bikompakten Gruppe 


1. Die maximalen Ideale der Gruppenalgehra einer kommutativen Gruppe. 
Charaktere. Es sei jetzt & eine kommutative lokal bikompakte Gruppe. Man 
sieht leicht, daß ihre Gruppenalgebra R (©) ebenfalls kommutativ ist. Wir wollen 
aun alle maximalen Ideale von R(&) bestimmen. Eins dieser maximalen Ideale 
ist M,= L21(6), aus dem sich R(&) dureh Hinzufügen des Einselements 
ergibt. Wir bestimmen also alle maximalen Ideale M = M,. 

Ist M = M,, so existiert eine Funktion bE ZI(6) mit 107; )=#0. Durch 
Normieren können wir erreichen, daß b(M)=1 ist. Wir setzen 


bl) = blg5'g) 


und 
x) = duM): 63) 
Dann ist (vgl. $11, Nr. 2, Satz I) 
y 
xl |dolh=ldlh, zo=1. 2) 
Außerdem ist 
by S by, =b. bu, 923 (3) 
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denn es gilt, da © kommutativ ist, 
(dd) = [dur (h) bu,(hRg) du(h) 
= [b(g'h)b(gintg)du(h) 
—=(b(h)b(g'h!gitg)du(k) 
= [b(h)b(g'gi"htg)du(h) 
= [b(h)by.,(ktg)duh) = (b-dum)(9)-. 
Aus (3) folgt b,, (M)b,(M) = b(M)b,.(M) = b,,0,(M), also mit (1) 


2) x) = (gg). (4) 

Wenden wir er af n=+1 +2, 43,. a statt auf g, an, so erhalten 
wir |7(9)1” < ]d]|, für alle n= I, +2, +3, . Dies ist aber nur für 

x(@|=1 (8) 


möglich. Schließlich folgt aus der Beziehung 


2) —x(0)| s | b,—bu|lı 0 für 9 > Io 


daß x(g) eine auf & gleichmäßig stetige Funktion ist. _ 

Jede auf & stetige Funktion x (g), die den Bedingungen (4) und .(5) genügt, 
heißt Charakter der Gruppe ©. Offenbar ist ein Charakter eine unitäre, und 
zwar eindimensionale Darstellung von ®. 

Somit haben wir zu einem gegebenen maximalen Ideal M = M, einen 
Charakter x(g) der Gruppe © konstruiert. 

Wir zeigen jetzt, daß wir zu jedem Charakter ein Ideal M oder, was dasselbe. 
ist, eine Funktion «(M) aufstellen können. Es sei a € LI(®). Dann ist 


(d))=[a)b(gtg)dug) fat) d.)dnn): 
d.h. 


a-b=[a(g,) b„du(gı); - (6) 


wobei das Integral in (6) im Sinne der Norm in L1(&) konvergiert. Daraus: 
folgt wegen der Stetigkeit des Homomorphismus #— x(M) 


a(M)=a(M)b(M)=[a(g)b,(M)anlg)=[atgı)y()dun)- 
Demnach ist für 2=Ie+ a 
x(M)=(Ae+a)(M)=1+[a(lg)x(nduig). (7) 


Umgekehrt können wir unmittelbar zeigen, daß (7) für jeden Charakter 
{(g) von © einen Homomorphismus &— x(M)) der Algebra R (6) in den Körper 
der komplexen Zahlen, d.h., ein maximales Ideal dieser Algebra bestimmt. 

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
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Theorem 1. Es existiert eine eineindeutige Zuordnung zwischen der Gesamt- 


heit aller maximalen Ideale M + L!(6) der Gruppenalgebra R(G) einer 


kommulativen lokal bikompakten Gruppe & und der Gesamtheit aller Charaktere 
von &. Diese Zuordnung wird ausgedrückt durch die Formel 


=(M)=(le+a)(M)=?+[a(xigdug): 
Aus (7) folgt unmittelbar 


_a,{M) 


für jede Funktion a € 21(&) mit a(M) +0. 

Folgerung 1. Die Gruppenalgebra einer kommutativen lokal bikompakten 
Gruppe ist vollsymmeirisch. 

Beweis. Aus (7) folgt nämlich x&*(M) = x(M) für jedes maximale Ideal M; 
denn es ist „(Y)=y(g). 

In $29, Nr. 4, Beispiel 3, sahen wir, daß für eine nichtkommutative Gruppen- 
algebra diese Behauptung im allgemeinen nicht gilt. 

Folgerung 2. Jede auf einer kommutativen lokal bikompakten Gruppe 
‚elementare normierte positiv definite Funktion ist ein Charakter dieser Gruppe. 

Beweis. Einer elementaren normierten positiv definiten Funktion o(g) 
entspricht ein elementares positives Funktional 


fRe+a)=r+[ag)p(dulg) (8) 
über R(6). Da R(6) kommutativ ist, wird dieses Funktional durch ein 


maximales Ideal!) M von R(®) mit Hilfe der Formel fAe+a)=A/-+a(M) 


definiert. Wegen (7) folgt hieraus fke+ )=}-+ f alg)x(g)du(g), und ein 
Vergleich mit (8) liefert 9(g9)=x.(g). 


Folgerung 3. Für je zwei Elemente 9, +9, der Gruppe © ewistiert ein 


Charakter x, mit Xo(91) # Xo(9a)- 

Beweis. Diese Behauptung ist ein Spezialfall des allgemeinen Vollständig- 
keitssatzes (Theorem 2 aus $29, Nr.3) und läßt sich direkt folgendermaßen 
beweisen. Wir setzen 9, g3'g,; dann ist g,=#e. Auf Grund des Urvsommnschen 
Lemmas existiert eine Funktion x(g) € L(&) mit der Eigenschaft x(g,)= 1, 
x(e) = 0. Somit ist, wenn wir x, (9) = x(g,'g) setzen, &, =* x. Da R(6) eine 
halbeinfache Algebra ist (vgl. $28, Nr.2, Satz VII), gibt es ein maximales 
Ideal M, von R(&) mit =, (M,) + x(M,). Setzen wir x” (x) — [e(9)y (Ndu(lg), 
so folgt 2,,(%,) #2” (40), also xu(96)%* (X) # x” (x,), wobei x, der dem Ideal M, 
entsprechende Charakter von & ist. Hieraus ergibt sich %,(90) = 1, Nr 
%o(92"9,) #1 und somit x.(g:) + %0(92)- 

Folgerung 4. Jede auf einer kommutativen lokal bikompakten Gruppe © 
stetige Funktion f{g) läßt sich auf jeder bikompalkten Menge durch Linearkombi- 
nationen der Charaktere. von © gleichmäßig approximieren. 


1) Vgl. die Bemerkung zu Theorem 3 aus $20, Nr. 2. 
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Dies ergibt sich unmittelbar aus der Folgerung 2 und aus $ 30, Nr. 5, Theo- 
rem 5, aber auch aus dem Stonxzschen Satz (vgl. $2, Nr. 10), denn auf Grund 
von Folgerung 3 bilden die Linearkombinationen der Charaktere eine sym- 
metrische Algebra von Funktionen, die die Punkte von © trennen. 


Beispiele.1. Es sei © die additive Gruppe der reellen Zahlen ti, —o <t<x. Dann 
. sind die stetigen Funktionen y(g) = x(£), die den Bedingungen 


iterdrt), IxWi=1 


genügen, die Charaktere. Wie man leicht sieht, muß eine stetige Funktion z(t), die diese 
Bedingungen erfüllt, die Gestalt 


x) = e® 


haben, wobei « eine beliebige reelle Zahl ist. Die Algebra L1(&) ist in diesem Fall 
die Algebra L!(—-oo, oo) aller summierbaren meßbaren Funktionen «a(t); dabei ist 


Ialı= fleW@ldt, (-H)ü= [at)dt—t)dt,, 
"t=al). 


Theorem 1 behauptet, daß in diesem Fall jedes von M,= L!(—», oo) verschiedene maxi- 
male Ideal M der Algebra R(&) durch die Formel 


s(M) = (Ae--a)(M)=1+ [alt) ett@ dt 


- 0 
definiert wird. Insbesondere ist 
ur iS 
aM) = f alt)\eitedt, 
-0 


so daß der Übergang von «a(t) zu a(M) in diesem Fall eine Fourikktransformation ist. 
Daher läßt sich der Übergang von a (9) zua(M) im Fall einer beliebigen kommutativen lokal 
bikompakten Gruppe als verallgemeinerte Fourıkektransformation ansehen. 

Wenden wir die Folgerung 3 auf die additive Gruppe der reellen Zahlen an, so finden 
wir den folgenden Satz: 

Jede stetige Funktion fl), -—o <t<o,.läßt sich auf jedem endlichen Intervall durch 
Linearkombinationen der Funktionen e*'= gleichmäßig approzimieren. 

2. Es sei © die additive (diskrete) Gruppe der ganzen Zahlen » = 0, +1, +2,.... Die 
Funktionen x(g) = x({n), die den Bedingungen 


an tn)=Kla)ain), Il 


genügen, sind die Charaktere. Setzen wir.y(1) = e’=, so sehen wir leicht, daß y(n) = er « 
ist; dabei ist « bis auf ein additives Vielfaches von 2x bestimmt. 
Die Gruppenalgebra R(6©) ist in diesem Fall die Gesamtheit aller Folgen {a,}, für die 
co 


a.] <o 
N=—- 00 


gilt, wobei 


a Ede nn lalı= 2 la 
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ist. Theorem 1 besagt, daß alle maximalen Ideale dieser Algebra durch die Formel 


a(M) = 2; a„er« 


definiert werden. (Dies läßt sich übrigens auch unmittelbar zeigen.) 


3. Es sei & die Drehungsgruppe des Kreises. Dann sind alle möglichen Charaktere 
von & durch die Formel 


xW)=er (n=0, +1, +2,..; 0sts2n) 


gegeben. Wenden wir auf diese Gruppe die Folgerung 3 an, so erhalten wir den Satz: 


Jede stetige Funktion fit, O<t=2n, die der Bedingung f(0) = (Ar) genügt, kann im 
Intervall [0, 2r] durch Linearkombinationen der Funktionen e"(n=0,+1,+2,...) 
gleichmäßig approwimiert werden. 


2. Die Gruppe der Charaktere. Sind Xı> X zwei Charaktere der Gruppe ©, 
so definiert die Formely (g)= x, (9) xa(g) einen Charakter von ®. Diesen nennt 
man das Produkt der Charaktere x,, x, und bezeichnet ihn mit y,x,. Somit ist 


die Gesamtheit ® aller Charaktere von & eine kommutative Gruppe, die 
Gruppe der Charaktere von ©. 

Es sei M der Raum der maximalen Ideale der Algebra R(&). In Nr. 1 
zeigten wir, daß eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Charakteren 


4€ © und den maximalen Idealen M == M, von R(®) existiert. Diese erlaubt. 
uns, auf & die Topologie des lokal bikompakten Raumes M — M, zu über- 
tragen, wobei wir als Umgebungen in ® die Bilder der Umgebungen in R—M, 
bei der Abbildung M — x einführen. Dann ist ®& ein lokal bikompakter Raum. 
Wir weisen darauf hin, daß nach Definition der Umgebungen in M als Um- 


gebung des Charakters y, € & die Gesamtheit aller Charaktere x zu nehmen 
ist, die den Bedingungen 
(m) — | =| [rl (X) ug) Au) |<e (1) 


(= /Aye-+ a,) für feste a,,...,«,„EL!(&) genügen. Diese Umgebungen 
es eine Basis in ®. 

x(g) ist eine in den beiden Veränderlichen gE& und gE © gleichzeitig 
Dr Funktion. 

Beweis. Es sei y, ein beliebiger Charakter der Gruppe & und M, das ihm 
entsprechende maximale Ideal. Wegen M, == M, existiert ein 69) € 2(6) 
mit a(M;)=# 0. Die Ungleichung 

ja, (M) —0,(M})| s |a,,(M) —a,(M)| + ja, (MH) —a,(M})| 
< | —@ li + aM) — a, (M1)| 
besagt, daß a,(M) eine in den Veränderlichen ge und MENM—M, 


gleichzeitig stetige Funktion ist. Folglich ist auch x(g)= on 


Funktion der Veränderlichen g und M oder, was dasselbe ist, der Veränderlichen. 
g und x in einem Punkt (g,, ı)- 


eine stetige 
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II. Die Topologie in & stimmt mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz 
auf bikompakten Mengen überein. 

Beweis. Der Satz besagt, daß die Mengen U(x,;Q;e) der Charaktere y, 
die der Bedingung |x(g)—x(g)|<e für gEeQ (Q bikompakt) genügen, 
a) offen sind und b) eine Basis in ® bilden. 

Die Behauptung a) folgt unmittelbar aus $2, Nr. 12, Satz V. Zum Beweis 
von b) betrachten wir die durch die Gleichungen (1) definierte Umgebung 


Ua; %,.--,%; 8). Wählen wir eine bikompakte Menge Q derart, daß 


Natlaud<z ®=12....n) 
0 
ist, und wählen wir 


ö<-— (k=1,2,...,n), 


al Ih 
so erhalten wir für ye U(x.; 0; 3) 
fat (ka) — X0(g Aue 


</latn 


<ölarlı +24 <e- 


— u(g)ldulg) 


— Xo(lauig) + [lar(g) 
8-Q 


Also ist U(y5 056) C U(xo; &s - - -, Qy; &), womit b) bewiesen ist. 
III. Mit der oben in ® definierten Topologie ist & eine topologische Gruppe. 


Beweis. Fürye Un; 0; 3). we u (1:0; 5) und gEeQ ist 


AO EA EAU EA a ACER 
=) -n + -Kn|<e; 


also yy’ € U(x0X0; @; e). D. h., das Produkt yy’ und auch der Übergang zum 


inversen Charakter x" !(g) = a. sind stetig. 
Im folgenden werden wir somit unter der Gruppe & der Charaktere stets 
die so erklärte topologische Gruppe verstehen. 


3. Positiv definite Funktionen auf einer kommutativen Gruppe. Es sei 
$(g) eine positiv definite Funktion auf einer kommutativen lokal bikompakten 
Gruppe ©. Nach $30, Nr.2, Theorem 2, entspricht dieser Funktion ein 
ie positives Funktional 


fie +a) = Aple) +JaPindatg) (1) 


über der Algebra R(G©). Arderersefte läßt sich dieses positive Funktional ein- 
deutig in der Gestalt 


ft) =[z(M)do{M) ( 
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darstellen, wobei o das durch das Funktional /(x) definierte Maß auf M ist 
(vgl. $20, Nr. 4, Folgerung 1). Dabei ist o(M,)= 0 (wie im vorhergehenden 
bezeichnet M, das Ideal L!(&) von R(©)); denn wäre o(M,) > 0, so würden 
wir, wenn wir der Formel (2) die Gestalt 


fa)= [ =(Mdot) +z(M)o(Mo) 
M-Mo 


geben, erhalten, daß das erzeugende Funktional f,(&)= x(M,)= für 
z=Ae+a,a€ L!(6), dem Funktional f(x) untergeordnet ist; das ist jedoch 
nicht möglich, da f(x) regulär ist. Somit hat (2) die Form 


f@)=fe(M)do(M) (2) 
Mm 


mit W=M— M,. Wegen der in Nr.1 angegebenen Zuordnung My 
können wir o auch als Maß auf & betrachten. Es ist für «= /e-+ a 


AM) =r+f[algx()dulg). 
Setzen wir diesen Ausdruck in (2’) ein und vergleichen wir das Ergebnis mit n 
so gelangen wir zu der Beziehung 
19) +fae(d)dn(e) an du(g))do(z), 


woraus sich 


j (8) = p( 
= fat plant) lei: MEIRO)ERIO) 6) 


ergibt. Da wir auf der rechten Seite von (3) die Reihenfolge der Integration 
vertauschen können, die Funktion a(g) € L!(&) beliebig ist und die Funk- 


tionen x(g) und y x(g)do(x) stetig sind, finden wir schließlich die Gleichung 


va)=/xWdew). 


Uingokähn sehen wir leicht, daß jede durch diese Formel definierte Funk- 
tion 9 (g) positiv definit ist. Diese Überlegungen führen uns auf folgenden Satz: 


Theorem 2 (Rarkow [3]). Jede auf einer kommutativen lokal bikompakten 
Gruppe © stetige positiv definite Funktion p(g) läßt sich durch eine Formel der 
Gestalt 


e()=[x(g)de(z) (4) 
eindeutig darstellen. Dabei ist o ein Maß z ©, das der Bedingung 
(8) =ple 


genügt. Umgekehrt definiert die Formel (4) ei jedes Maß o auf ©, das der 
Bedingung o[(®) < & genügt, eine auf ©.stetige positiv definite Funktion o(g). 
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Beispiele. 1. Es sei & die additive Gruppe der reellen Zahlen. Stetige positiv definite 
Funktionen auf & sind in diesem Fall die stetigen Funktionen p(f), —o <t< m, die der 
Bedingung ” 

RIO —1)1,),20 (5) 
v,a=1 
für alle reellen i,,.. .,t„ und komplexen },,.... ., }, genügen. In diesem Fall ist & ebenfalls 
die additive Gruppe der reellen Zahlen, wobei x und « durch die Formel x(t) = e'« 
einander zugeordnet werden. Mit Theorem 2 gelangen wir zu dem Rulgenden Satz 
(BocHnER n]). 
Jede stetige Funktion o(f), die der Bedingung (5) genügt, läßt sich in der Form 
oo 
pt) = [ e'*do(a) 
-&© 
darstellen; dabei ist o ein ae aß auf der Zahleigeradeh, das die Forderung ol, ©) =g9(0) 
erfüllt. 

2. Es sei & die additive Gruppe der. ganzen Zahlen. Positiv definite Funktionen auf & 

sind in diesem Fall die Folgen p(n) = p,, die der Bedingung 


3 
SZ Mm- «11,2 0 3 | (6) 
j P,4=-% z 
für alle komplexen A, (r= 0, +1, +2,..., -+n) und alle » genügen. Hier können wir & mit 
den Punkten des Einheitskreises oder mit den Punkten « des Intervalls [0, 27) identifizieren, 
wobei y und « einander durch die Formel 

x (n) nn eö na“ 
zugeordnet werden. Mit Theorem 2 erhalten wir für , eine Darstellung der Form 

27 


-[ enado(e). | 2) 


Die Aufgabe, zu einer gegebenen Folge p,, deren Glieder die Bedingung (7) erfüllen, 
das Maß 6 zu bestimmen, heißt irigonomeirisches Momentenproblem. Somit führt die 
Anwendung von Theorem 2 auf den Satz von Hrreuorz [1]: 


Das trigonometrische Momentenproblem ist für eine gegebene Folge Y, genau dann lösbar, 
wenn diese Folge der Beziehung (6) genügt. 


4. Die Umkehrformel und der Plancherelsche Satz für eine kommutative 
Gruppe. Wir bezeichnen mit P= P(®) die Gesamtheit aller auf einer ge- 
gebenen kommutativen lokal bikompakten Gruppe © stetigen positiv definiten 
Funktionen und mit [ZUN P] die lineare Hülle der Funktionen aus zZ NP, 
wobei U = 2(6) ist. 

Hilfssatz. Die lineare Hülle [L!N P] ist in L!= L!(®) und in L2= L2(6) 
dicht. 


Beweis. Wir setzen L= L(®). Die Funktionen der Gestalt y*-x, »,yE L, 
bilden eine in L im Sinne der Norm von L! dichte Menge (vgl. $28, Nr. 2, 
Satz II). Sie sind dann auch in Z! dicht, da L in Z! dicht ist. Andererseits 
ist y*.x die Linearkombination der vier positiv definiten Funktionen 
(+ yY*- «+tY), (e+iYy)*- (@ 4 6y) und gehört somit zu [L!N P]; folglich 
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ist [NP] dieht in L*. Analog können wir beweisen, daß [!NP]in 2? 
dicht ist. 
Wir setzen jetzt u 
Ra EICP ALICE a) 


für jede Funktion ig) € Z* und jeden Charakter 1€ 6. Dieses Integral 


existiert und stellt eine auf der Gruppe ® stetige Funktion x“ (y) dar. Die 
Funktion x” (x) ist die Fourizkiransformierte von x(g) € L!. Auf Grund der 
Resultate aus Nr. 1 ist =” (y) gleich z(M), wobei M das maximale Ideal der 
Algebra R(&) ist, das dem Charakter xy entspricht. Hieraus folgt 


[tea ti, Ak) =iet lg); 
Nr ra) 
und insbesondere 
+.) ee: 


Die Richtigkeit, dieser Formeln läßt sich übrigens unmittelbar nachweisen. 
Ist © die additive Gruppe der reellen Zahlen t, so ist y(g) = x (f) = e”*, und 
Formel (1) geht über in die gewöhnliche Fourizktransformation 


x” (a) [2 etz dt. 


Wir bezeichnen nun mit u(y) dasinvariante Maß auf der Gruppe ® und mit 


L!(&) den Raum der auf ® bezüglich w(y) summierbaren Funktionen. Der 
folgende Satz (der verallgemeinerte klassische Satz über das Fourizeintegral) 
zeigt, wie die Funktion «(g) durch ihre Fourıertransformierte x” (x) aus- 
gedrückt werden kann. 


Theorem 3. Ist x(g) in [EIN P] enthalten, so ist «* (x) € L!(®) und 
fe Wradu), 


wobei u(x) das passend normierte invariante Maß auf © ist. 


Beweis. Wir bezeichnen mit / die Gesamtheit aller Funktionen x (g) € I}, 
die auf der Gruppe & gleichmäßig stetig sind; I ist, wie wir leicht sehen, ein 
Ideal von Z2!(&). In I definieren wir ein lineares Funktional 


fie)=xte) für zEI. 

Dieses Funktional ist auf ] positiv, denn für = y*-y,yEI, ist 

(9) =[yi) yigg) dual) 
und daher \ 

x(e) =[}y Yang) >20 
Auf f(x) können wir nun Theorem 5 aus $20, Nr. 4, anwenden, denn L!(6) 
ist eine vollsymmetrische kommutative Algebra (vgl. Nr.1, Folgerung 1) 
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und J dicht in L!(&). Auf Grund dieser Folgerung gibt es auf W=-M-— M, 
und somit auch auf © ein Maß u derart, daß p* € Z!(®) und 

ro) =[p(W)2’ (Wang ) 
für jede bezüglich f(x) positive Funktion p(g) € I ist. Diese Eigenschaft hat 
jede Funktion aus INP, demn für yeINP ist 

Mopzta) = Pete) N)dulg)dulg) 

= (pw )(NelgYdulg')dulg) 

—[ [et w(g) Plg tr) Anl’) dutg) 

Io Pl yARN)dulg) 0, 
denn mit p(g) ist auch p{g”')= p*(g) eine positiv definite, also integral- 
definite Funktion (vgl. 3 30, Nr. 2, Satz IV). Daher gilt (2) für jede Funktion 
pelL!N P und somit auch für jedes p € [I!N P]. Setzen wir in (2) x* statt & 


und die Ausdrücke für f(px*) und x**(y)=x”(y) ein und ändern wir auf 
der rechten Seite von (2) die Reihenfolge der Integration, so erhalten wir 


LIDEIOL/AO) -/29) (Pwr@arn)dug). 
Hieraus folgt, da die Funktion x(g) € ZI. beliebig ist, 


= Wade: 
Es bleibt noch zu zeigen, daß du(y) ein invariantes Maß auf & ist, Dazu 
bemerken wir, daß für Pe "NP undy,E® auch p()y()EHNP ist; 


die FourIErtransformierte dieser Funktion lautet 
Je) nt) zddulg) =[B) an) (ddug)=P" (Xi): 
Hiermit ergibt sich 
Sp want) = Po = Dle) zle) =[P"Ko)dut). (3) 
Da die Funktionen p € . N.P] eine in L! dichte Menge bilden, ist die von 


den Fouzikktransformierten p* in C,(®) gebildete Menge ebenfalls dicht 
(vgl. $14, Nr.3, Folgerung 3). Aus (3) folgt also die Invarianz des Maßes 


du(x) auf ©. Damit ist das Theorem bewiesen. 
Folgerung 1. Für ya)ELNP gilt P(y)>0. 
Beweis. Für pyeLINP ist nach Theorem3 auch p*(y)E Z1(®) und 
= au; daher gilt für jede Funktion x(g) € L1(®) 
EORIOLIIO ES N EIOFTOLIAO) RL 
[ar (du) 
-(WPWdu)- 
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Ersetzen wir hier x durch &*x, so erhalten wir 
Se or man) 0; (4) 


denn fx) -[ x(g)p(g)du(g) ist ein positives Funktional über L!(©) (vgl. $ 30, 
Nr. 2, Theorem 2). Die Funktionen x “u ze L'(6), bilden eine in 0,(®) 
dichte Menge; aus (4) folgt daher f o()p" Ada) = 0 für jede nichtnegative 
Funktion p(y) € 0,(&). Dies ist nur Pi , *(z) 2 0 möglich. 


Folgerung 2. Ist fy)EL{®), fx) 0, und gehört die Funktion 
| x(g) lan) 
der Menge (6) an, so gilt fast überall auf & 
n=[e)z()duk)=r" (2). 
Beweis. Nach Nr.3, Theorem 2, liegt x(g) in P, also auch in NP. 


Infolge Theorem 3 ist 
Di KIOEAIALTIGF 


so daß wegen der Voraussetzung die Beziehung 


tan) [xx du) 
gilt. Hieraus ergibt sich für jede Funktion y(g) € L'(®) 


fr oa twaun =[([v@rWduk)indu) 
=[y)(aatw)du)ante) 
ul BIO LADE ALT) LIU) 


ER VERALTIGE 
Aus dieser Formel ist ersichtlich, daß f(x) = x” (x) fast überall auf ® gilt, 
denn die Funktionen y* (7) bilden eine in 0,(©) dichte Menge. 
Theorem 4. Die Fourikkiransformation x—> x” ist eine isomelrische 


Abbildung einer in L2{®) dichten Menge auf eine in L.(&) dichte M. enge und 
läßt sich deshalb eindeutig zu einer isometrischen Abbildung von I2(&) auf 


L:(®) fortsetzen. 

Beweis. Es mögen I, f(x) und P dieselbe Bedeutung haben wie oben. 
Setzen wir in (2) x= g* mitgE[Z!N P], so erhalten wir 

PpwaWdu) =t@) =fp WE WAR); 

folglich ist die FouriEktransformation 2—> p” eine isometrische Abbildung 
der Teilmenge [L!N P] des Raumes L?(6) in den Raum 22(&). Da [ÜUN P] 
in 22(®) dicht ist, 1äßt sich diese Abbildung eindeutig zu einem isometrischen 
Operator T fortsetzen, der L?(®) in den Raum 22(&) abbildet. 
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Es bleibt zu zeigen, daß 7 den Raum L?(6) auch auf den Raum 1:(®) 
abbildet. Das ist der Fall, wenn das Bild von 2L?(&) bei der Abbildung 7 


in L2(©) dicht ist. Dazu bestimmen wir den Operator 7*. Es sei 
=) EL(E)NL(B) und z(g)E Z!(G)N LG). 
Setzen wir = T*f, so ist (Ta, D= «x, ff), d.h. 
EIOZIOHOLIIOLIA ES EIOTZOEIIGE 


Daraus folgt I)=-TW)=[IWrWdu)- (8) 


Wir setzen jetzt f, ge Z{®E)N L(®) mit >20 und > 0 voraus. Dann 

liegt f-p ebenfalls in Z{E)NL2(E) (vgl. $28, Nr.2, Satz VI), und aus 

Formel (5) folgt sofort!) i 
Ti p=fpELAGO)NLAB), 

denn es ist /—= T*fE 12(6), 9 = T*p € L2(6). Außerdem ist f-p € L’(©) 

und f-9> 0. Damit ergibt sich auf Grund der Folgerung 2, daß f-9= T(f’y’) 

in TI2 (6) enthalten ist. 

Es seien nun f und 9 beliebige Funktionen aus Z1{E)N Z2(&). Jede von 
ihnen läßt sich als Linearkombination von vier nichtnegativen Funktionen 
I, 9 € L(E)N L2(), die Funktion f-p folglich als Linearkombination von 
16 nichtnegativen :Funktionen f;- 9, darstellen, die auf Grund des Vorher- 
gehenden zu TL2(&) gehören. Also liegt f-@ ebenfalls in 7’L2(&). Da die 
Funktionen f-@ eine in Z2(®) diehte Menge bilden (vgl. $28, Nr.2, Bemer- 
kung l), ist TL2(®) in L2(&) dicht. Damit ist das Theorem vollständig 
bewiesen. _ 

Wir weisen darauf hin, daß die Gleichung TL2(&)—= L2(®) auch eine 
Folgerung des kontinuierlichen Analogons des Schurschen Lemmas ist 
(vel. $26, Nr. 5). 

Theorem 4 verallgemeinert den PLancHereuschen Satz über das klassische 
Fouriersche Integral und wird deshalb der PLANcHERELsche Satz für die 
kommutative Gruppe & genannt. 

Folgerung 3. Die Mengen 8, und S, aller Funktionen x(g) aus L!(G) 
bzw. L?(®), für welche x" (x) außerhalb einer bikompalkten Menge verschwindet, 
sind in L(6) bzw. L?(&) dicht. 

Beweis. Die Menge $, enthält das Urbild der in Z2(®) dichten Menge 
L(®) bei der isometrischen Abbildung 7. Folglich ist 8, in L?(®) dicht. 

Für ze D(6) ist x= yz mit y, z€ 22(6).) Folglich existieren Elemente 


!) In diesem Paragraphen bezeichnet f «»die Faltung und f'y’ das Produkt der Funktionen 

[undo. 
2) Beispielsweise können wir 0 für &=0 
=|e, 2= | i 


|a|"s2 für &+0 
setzen. 
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Y, 21€ 8%, derart, daß |y—yla<s |2e— 2]. <e ist. Dann ist yı2, € 8, 
und auf Grund der Schwarzschen Ungleichung auch 


| —-yalhslyvkl-—al+ alla nlb<etlyletlziet ed 


so daß 8, in Z1(&) dicht ist. 

Wir bezeichnen mit B= B(&) die Gesamtheit aller endlichen Linear- 
kombinationen der Funktionen. f-p mit f,@ € L(®). Offenbar ist B(&) eine 
Teilalgebra von L!(&). Auf Grund der Bemerkung 2 aus $28, Nr. 2, ist B(&} in 
L1(&) bzw. L(&) dieht im Sinne der Norm Yelı bzw. |x|«- 

Folgerung 4. Das Bild TB der Algebra 8 vst bei der a 
mation T in L!{©) dicht. 

Beweis. Nach Theorem 4 bilden die Funktionen f = Tf, fe _L(6), eine 
in 226) dichte Menge, so daß also die zu TB gehörigen Funktionen 
fg” = T(f-o) eine in L!(®) dichte Menge bilden (vgl.den Schluß des Beweises 
von Folgerung 3). 


5. Trennbarkeitseigenschaft der Menge [m np]. Esit Y= AU(6)=[ZNP] 
eine symmetrische Teilalgebra von ZI}; denn ist u yEW, so läßt sich © y 
aus den zu IN P gehörigen Funktionen 

ey arry), Brtiy) @*Hiy) 
linear kombinieren; also ist auch z-yE\. 
Hilfssatz. Zu jeder bikompakten Menge FC & und jeder offenen Menge U DF 


existiert eine Funktion x(g) E X, die auf F gleich Eins und außerhalb U gleich 
Null ist. 


Beweis. Wir wählen eine symmetrische Umgebung V des Einselements 
derart, daß ar < oo und (vgl. $ 27, Nr. 3, Satz III) 


PFCU 
ist. Es seien y, 2 die charakteristischen Funktionen der Mengen V bzw. VF. 


Setzen wir <— = soist zEWX und 


1 
vony® 


1 1 
= Veen [ande 
14 
1 ® 
<= m [ewdn); () 
vg 
für gE F haben wir VgCcVF und somit 
1 
= zm, } du) mul=. 


‘ Ferner ist für g& U auch g& V?F, also schneidet Yg die Menge V F nicht. 
Damit können wir aus (1) schließen, daß x(g) für g& U verschwindet. Die 
Funktion x(g) genügt also allen an sie gestellten Forderungen. 
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. Aus diesem Hilfssatz ergibt sich insbesondere: 

Für zwei verschiedene Punkte g,,9g€ © existiert eine Funktion z{g) EX, 
die ın g, gleich Eins und in g, gleich Null wird. 

Diese Behauptung folgt, wenn wir im Hilfssatz g, statt F und G— 
statt U setzen. . 


6. Dualitätssatz. Es sei © eine lokal bikompakte kommutative Gruppe 


und © die Gruppe ihrer Charaktere. Für ein festes g € & genügt die Funktion 
f(x) = x(g) den Bedingungen 


Mil Tolzıza) = (Kr) (9) = Ku) el) = Talıı) Tolae) 


und ist somit ein Charakter auf ®. Dabei gilt 
Ina) =) =) RT 


so daß die Zuordnung g> f,(x) ein Homomorphismus von & in die Gruppe & 
der ‚Charaktere der Gruppe ® ist. H 

Theorem 5 (Pontksagısscher Dualitätssatz; vgl. PONTRIAGIN [2,4]). 
Die Zuordnung g—x(g) ist ein Isomorphismus und eine Homöomorphie der 
Gruppe & auf die Gruppe & der Charaktere von ®. 

Beweis. Auf Grund der Folgerung3 aus Nr.1 existiert für g, +9, ein 
Charakter „,€ © derart, daß z,(9,95*) #1, also x,(94) # %0(9,) ist. Hieraus 
folgt f,(%0) # fa(%0); d- h-, die Zuordnung 9 },(x) ist eineindeutig. Folglich 
ist sie ein Isomorphismus der Gruppe © in die Gruppe &; wir können also 
&c © annehmen und ı)= f(x) g(x) setzen. Wir müssen dann zeigen 
daß &—= © ist und die Topologien in & und ® übereinstimmen. 

Wir bezeichnen wieder mit ® die Algebra aller Linearkombinationen der 
fo, RoPEL(®) (vgl. S.423). Offenbar ist BCA(G), so daß auf Grund von 
Theorem 3 jede Funktion x(g) € B die Gestalt 


()=fa* (drdutz) () 


hat; dabei ist x"(x) € ee z(H)EB"—= TB. Andererseits trennen auf 
Grund des Urysounschen Lemmas die Funktionen fE _L(&) die Punkte 
von 6, und außerdem existiert für jeden Punkt g, € & eine Funktion f(g) € L(©) 
mit f(g,) +0. Da 8 in L(G) dicht ist im Sinne der Norm ||flio, haben die 
Funktionen aus B diese Eigenschaft. Außerdem verschwinden alle Funktionen 
aus ®B im unendlich fernen Punkt, denn es ist BC L(®). Daraus folgt, daß die 
durch die Algebra 3 definierte schwache Topologie in & mit der ursprüng- 
lichen Topologie in & übereinstimmt (vgl. $2, Nr. 11, Satz II). 

Infolge Formel (1) bedeutet dies, daß die Mengen T (g,; x], ....,©; e) von ©, 
die durch die Ungleichungen der Form 


| EA Aroye x@0)) du(x )| <E (2): 
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(G=12,..,n;27 EB";e>0) definiert werden, eine Basis von Um- 
gebungen in & bilden. Da sich (2) auch noch in der Gestalt 


we -n@ldum|<e 


schreiben läßt, sind auf Grund der in der Gruppe der Charaktere definierten 
Topologie (vgl. Nr. 2) die Mengen U(g,; &,..., &n;e) Umgebungen in der 
Gruppe &, welche Teilraum des topologischen Raumes © ist; diese Mengen 
bilden eine Basis von Umgebungen, denn ®“ ist wegen Nr. 4, Folgerung 4, 
in ZA(®) dicht. 

Somit ist & ein lokal bikompakter Teilraum von ® und folglich in © ab- 


geschlossen. Ist nämlich g’ ein Häufungspunkt von Gin 6, {g,} ein gegen g’ 
konvergierendes gerichtetes System von Elementen aus & und U(e) eine Um- 
gebung mit bikompakter abgeschlossener Hülle, so gehört 9, für ein geeignetes 


io und alle 5 >i, zu 9, U (e). Daher muß auch g’e Fi, U(e)c & gelten, d.h., & 
ist in © abgeschlossen. Zeigen wir jetzt, daß & in & dicht ist, so können wir 
daraus schließen, daß & = @ ist. 


Ist & nicht dicht in ©, so existiert in © eine offene Menge mit bikompakter 
Hülle, die & nicht schneidet, und auf Grund des Hilfssatzes aus Nr. 5 gibt es 
eine auf & aber nicht identisch verschwindende Funktion x(9) = (y - 2) (9) 


mit y, 2 €L.(6) N L:(6), 4y=0,220. Wie beim Beweis des PLANCHERELschen 
Satzes (Nr. 4) können wir ‚schließen, daß 


mei Eavar1VALI0)) (3) 


ist, wobei x” (x) zu L.(®) N L:(6) gehört. Nach Voraussetzung ist x(g) = 0 
auf ©, so daß sich x (g) =“ (drla)dulg) = 0 für alle gE © ergibt. Hieraus 
folgt T*x” = 0 oder x*= 0 und wegen (3) auch x(9)=0, was: jedoch der 


Definition der Funktion (9) widerspricht. Die Gruppe ® ist also in & dicht. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Dieser Dualitätssatz wurde zuerst von PONTRJAcın [2] nach eingehenden Unter- 
suchungen der Struktur kommutativer topologischer Gruppen aufgestellt. Der hier an- 
gegebene analytische Beweis, der sich auf die allgemeine Theorie der Fovrrektransfor- 
mation auf einer kommutativen Gruppe stützt, stammt von Raıkow [4]. 


7. Unitäre Darstellungen einer kommutativen Gruppe. 


Theorem 6. Jede unitäre Darstellung g> T', einer kommutativen lokal bi- 
kompakten Gruppe © wird durch die Formel 


T,=[x(dP (x) 


angegeben, wobei P(A) ein Spektralmaß auf © ist. 
Beweis, Der unitären Darstellung g> T, der Gruppe © im Raum $ ent- 
spricht die Darstellung «— 7, ihrer Gruppenalgebra R(®), d.h. der voll- 
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ständigen Hülle dieser. Algebra in einer minimalen regulären Norm. Jede 
dieser Darstellungen hat die Gestalt?) 


T,=[e(M)dP(M); a) 


hierbei ist P(A) ein Spektralmaß im Raum M der maximalen Ideale der 
vollständigen Hülle von R(®), also auch von R(®) selbst [denn R(©) 
ist eine reduzierte vollsymmetrische Algebra]. Wegen der Zuordnung M — x 
zwischen den maximalen Idealen und den Charakteren kann man P(4) auch 


als Spektralmaß auf © auffassen. Formel (1) geht dann über in 
Sea T,du) =fe’WdP | 
=/fz(o) zWanm]arın 
= fetalfznarw]are). 
woraus T, = (dry) folet, 


8. Sätze vom Tauberschen Typ. 


Theorem 7. Die Gruppenalgebra einer lokal bikompakten kommaiativen 
Gruppe ist regulär. 

Beweis. Da M — M, der Gruppe © homöomorph ist, genügt es zu. zeigen, 
daß für jede bikompakte Menge F ‚c & und jeden Punkt %o € F eine Funktion 
x € L!(&) derart existiert, daß x —=1 auf F und «”— 0 im Punkt x, gilt. 
Wir werden eine stärkere Behauptung beweisen, nämlich daß für bikompak- 
tes F, eine offene , Menge U von ® und Fc U eine Funktion « € L!{(6) mit den 
Eigenschaften x’=1 auf F und x&*=0 außerhalb U existiert. 

Wenden wir nämlich den Hilfssatz aus Nr. 5 auf die Gruppe © an, so 
existiert eine Funktion x’ (x) EA(®), die die obige Eigenschaft besitzt. 
Infolge Nr. 4, Theorem 3, ist dann x” (y) die Fouriertransformierte einer 
Funktion z(g)E (6), so daß x{g) ebenfalls die gestellten Forderungen 
erfüllt. 


Theorem 8. Ist & eine lokal bikompakte kommutative Gruppe, so ist jedes 
abgeschlossene Ideal von L!(&) in einem maximalen regulären Ideal enthalten. 

Dies ergibt sich unmittelbar aus Theorem 7, der Folgerung 3 aus Nr. 4, 
der Folgerung aus $15, Nr. 5, und der Halbeinfachheit der Algebra 7(®) 
(vgl. $28, Nr. 2, Satz VII, und $7, Nr. 5, Formel (3)). 

Folgerung 1. Ist die Fourikkiransformierie x“ einer Funktion x € L!(6) 


nirgends auf © gleich Null, so erzeugen die Verschiebungen der Funktion x(g) 
den ganzen Raum L(6). 


Beweis. Nach Voraussetzung gehört x zu keinem maximalen regulären 
Ideal von L!(®). Andererseits ist infolge $28, Nr. 2, Satz IV, der von den 


2) Vgl. 817, Nr. 4, Satz I. 
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Verschiebungen der Funktion x erzeugte abgeschlossene Teilraum & ein 
Ideal von L!(&) oder der Raum L!(&) selbst. Ist 2 ein Ideal von Z!(®), so 
ist nach Theorem 8 dieses Ideal und demzufolge die Funktion x in einem 
maximalen regulären Ideal von L1(&) enthalten, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Also gilt 2= L}(®). 

Folgerung 2 (Verallgemeinerter Tauserscher Satz von WIENER). Es 
sei & eine lokal bikompalkte, jedoch nicht bikompakte kommutative Gruppe 
und x(g) eine Funktion aus D1(G©), für welche x* (x) nirgends auf & verschwindet. 
Hot dann y(g) € L*(©) die Eigenschaft, daß =» y im Unendlichen verschwindet, 
so ist 2-y im Unendlichen für alle 2€E L!(®) gleich Null. 


Beweis. Die Menge I derjenigen Funktionen z, für welche 2 - y im Unend- 
lichen verschwindet, ist offenbar ein linearer Teilraum von L!(&). Setzen wir 
2, == 2(99,), 80 ist I invariant gegenüber den Verschiebungen z— 2, ; denn ist 
2.y im Unendlichen gleich Null, so besitzt 2, -y= (2 - y), ebenfalls diese 
Eigenschaft. Außerdem ist I abgeschlossen; denn ist z € I, so existiert für ein 
gegebenes &>0 eine Funktion 2’ € I mit 

_y een 
|z % < 2(]9]%) > 
und da y-2’ im Unendlichen verschwindet, gibt es eine bikompakte Menge 
0c6 derart, daß 


vl <z außerhalb Q 
ist; wegen 
va@-Wal=iylel--7h<z 


ist auch |(y - 2) (9)| < e außerhalb Q, so daß y - zim Unendlichen verschwindet. 
Daraus folgt z€ I, also ist I abgeschlossen. 

Es ist also I ein Ideal von L!(®), oder es ist I—= L1(&). Da I das Element x 
enthält, ergibt die Folgerung 1, daß [= Z!(®) ist. Damit ist der Satz be- 
bewiesen. 


Folgerung 3 (Tavgerscher Satz von Wiener [24]). Ist «{t) in L!(—oo, ©) 
enthalten, =” («) für jedes & ungleich Null und y{t) a Funktion aus L? (—, ©) 
derart, daß (x - y)({)— 0 für 100, so.strebt (2. y)(t) für jedes z € L!(—oo, oo) 
undt— oo gegen Null. 

Obwohl dieser Satz kein Spezialfall von Folgerung 2 ist (in ihm treten ein- 
seitige Grenzwerte auf), können wir doch den Beweis wie bei Folgerung 2 
führen. 

Theorem 8 besagt, daß die Hülle A(I) des abgeschlossenen Ideals I nicht 
leer sein kann. Im Zusammenhang mit diesem Satz ergibt sich die Frage nach 
Bedingungen, unter denen ein abgeschlossenes Ideal der Algebra L!(6) gleich 
dem Kern seiner Hülle ist (vgl. $ 15, Nr. 3). Daß dies nicht immer der Fall ist, 
wurde beispielsweise von L. Schwartz [1] bewiesen.. Zur Beantwortung 
der Frage beweisen wir zunächst den folgenden Hilfssatz. 
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Hilfssatz 1.) In einer regulären halbeinfachen Banxachschen Algebra R 
mögen jfolgende Bedingungen erfüllt sein: 
a) Es gibt in dieser Algebra eine Menge, die das Einselement approximiert; 
b) die Gesamtheit R’ derjenigen Funktionen x(M ) der Algebra BR, die URN 

einer bikompakten Menge verschwinden, ist in.R dicht. 


Dann genägt R im Unendlichen der Bedingung (D).) 

Beweis. Wir müssen zeigen, daß für jedes x€ R und & > 0 eine Funktion 
4=y{M)E R’ existiert, für welche |xy— x| < e ist. Infolge a) existiert ein 
«€ R mit ie — «| <z- Infolge b) gibt es eine Funktion y= y(M) € R’ mit 
y— u << 22 r Daraus folgt |exy — xu| <z oder ley—x|<e. 


Folgerung 4. Es sei R wie in Hilfssatz 1 gegeben. Besitzt das abgeschlossene 
Ideal I aus R eine bikompakte Hülle, so enthält I jedes Element «€ R mit 
k(Icinth(e)). 


Beweis. Wegen Hilfssatz 1 gibt es ein yE R’ mit |ey— x| < e. Auf Grund 
von $15, Nr. 4, Satz ILL, können wir aus der Bedingung kI)cCimth((e)) 
schließen, daß «(M) und folglich auch x(M)y(M) in jedem endlichen Punkt 
Iokal zu 1 gehört (vgl. $15, Nr. 5); z(M)y(M) verschwindet außerdem in 


. einer Umgebung des unendlich fernen Punktes und gehört somit auch im 


unendlich fernen Punkt lokal zu I; also ist xy € I (vgl. $ 15, Nr. 4, Theorem 3°). 
Da I abgeschlossen und & eine willkürliche positive Zahl ist, legt auch x 
in I. 

Um nachzuprüfen, ob die Bedingung (D) auch im Eindlichen erfüllt ist, 
beweisen wir den folgenden Hilfssatz. 


Hilfssatz 2. Ist & eine lokal bikompakte kommutative Gruppe, so existiert 
für jede bikompakte Menge QC © und jedes & > 0 eine Funktion ze I1(®), die 
PITEN Bedingungen genägt: 

a) 2"=l in einer Umgebung des Einselements von ©; 

b) | <2; 

e) | 2—2,lı<e für alle gEQ. 


Beweis. Es sei U eine symmetrische Umgebung des Einselements von ®, 
deren abgeschlossene Hülle bikompakt ist, und V eine andere solche Um- 
sohmnB, deren abgeschlossene Hülle in U enthalten ist und die der Bedingung 
iO) 
ur) 
bzw. V und u, v ihre Urbilder in L2(&) bei der Fouriertransformation. Dann 


gehört die Funktion 2(g) = rn zu L*!(®), und es ist 


02) 
Ichs yrlekloh= Ly le ler b-[E]"<2. 


!) Dieser Hilfssatz gilt nur für eine Algebra R ohne Einselement, d. b. für den Fall, 
daß ® nicht bikompakt ist. 
2) Vgl. $15, Nr. 4. 


) a 4 genügt. Ferner seien «“, v“ charakteristische Funktionen von U 
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Weiter gilt für y € W, wenn W eine Umgebung des Einselements von © mit 
VWCUD ist, 


RE ION LER Se ER HH. EN ‚A (2 A t-1 N 
z "w= m (ur) un s® WU) = 
Die Gesamtheit aller yE€ ©, die der Bedingung 
1-x(g|<— für alle geQ 


genügen, bezeichnen wir mit U”. Offenbar ist U’ eine offene Menge (vgl. $2, 
Nr. 12, Satz V), die das Einselement von & enthält. Daher können wir Uc U’ 
wählen. Dann ist für alle gEQ 


lu, = [WO —zalauy <a (E) 


P-uR<um(z)" 


und analog 


Hieraus folgt 
1 
I2-%|= zu) uw) +20 u) |h 


Son =, (elle —wle+| vl —% |2) | 
<a IM) IR <e 


für alle g. € Q, so daß die konstruierte Funktion 2(g) tatsächlich allen gestellten 
Forderungen genügt. 


Folgerung 5. Es seien U und z= zu wie in Hilfssatz 2 gegeben. Ist dann 
xzELNG) und x a2 —=(, so strebt x. zu gegen Null, wenn U unbeschränkt 
abnimmt. 


Beweis. Für ein gegebenes ö>0 wählen wir für Hilfssatz 2 eine sym- 
metrische Menge Q und eine Zahl e> 0 derart, daß 


[IeW@las<z: e<gper 
©-8 


ist. Wegen x" (e*) —[(g)du( N=0 


feed [Nee eldng) 
ad folglich 
FR: a </e|l2,+—z hau) 
-[IatlIsrn—ehänte) 
+22 —2|1dulg) 
®-8 i 


<Iehe+$-4<0. 


430 831. Die harmonische Analyse auf einer kommutativen lokal bikompakten Gruppe 


Folgerung 6. Es existiert eine gleichmäßig beschränkte gerichtete Menge von 
Funktionen w€ DI(®) derart, daß u“ = 0 in einer Umgebung des Punktes e” 
ist und x» uw für alle x € L!(&) mit x” (e”) = 0 gegen x strebt. 

Beweis. Es durchlaufe v die Elemente einer Menge aus L?(®), die das Eins- 
element approximiert, und wir setzen u=v—z-v. Dann ist |w]|,<3 und 
u‘ = v* — v”z2* = 0 in einer Umgebung, in der 2” identisch gleich Eins ist. 
Außerdem gilt (vgl. Folgerung 5) 

|e—x- vhs ]|e—x-vol+]2-zIloh—0- 


Die Folgerung 6 sagt aus, daß im Punkt e* die Bedingung (D) erfüllt ist. 
Mit Hilfe einer Verschiebung können wir erreichen, daß dies auch in allen 


anderen Punkten der Gruppe ® und infolge des Hilfssatzes 1 auch im Un- 
endlichen der Fall ist. Wir können also auf L!(&) den ScHLowschen Satz 
anwenden (vgl. $15, Nr. 4, Theorem 5), so daß wir das folgende Ergebnis 
erhalten. 


Theorem 9. Ist I ein abgeschlossenes Ideal von L!(G), x(g) eine Funktion 
aus L"(®), die zu kh(I) gehört, und enthält der Durchschnitt der Ränder der 
Mengen h(x) und h(I) keine nichtleere perfekte Menge, so isix € 1. 


Folgerung 7. Ist I ein abgeschlossenes Ideal von L!(&), dessen Hülle diskret 
ist (d. h. nur aus isolierten Punkten besteht), so ist I= kh(I). 


9. Bikompakte Gruppen. 


Theorem 10. Eine kommutative Gruppe © ist genan dann bikompakt, 
wenn © diskret ist. 


Beweis. Ist & diskret, so enthält L1(&) ein Einselement (vgl. $28, Nr. 1), 
und die Gruppe © ist homöomorph dem Raum aller maximalen Ideale einer 
Banachschen Algebra mit Einselement und infolgedessen bikompakt. Ist 
umgekehrt © bikompakt, so gehört die Funktion x, (y)=1 zu Z{{&)N P(®), 
und die ihr entsprechende Funktion x,(g9)E€E L(&) ist Einselement von 
L!(&). Dies ist aber nach $ 28, Nr. 1, nur dann möglich, wenn © diskret ist. 
Die Behauptung des Theorems erhält man nun, wenn man mit Hilfe des 


Dualitätssatzes die Rollen von ® und & vertauscht. 

Theorem 11. Ist eine kommutative Gruppe © bikompakt und das invariante 
Maß auf © normiert, so daß u(©)=1 ist, so läßt sich im Umkehrsatz das 
invariante Maß auf © so normieren, daß das Maß jedes Punktes gleich 1 ist. 


Beweis. Das Maß u auf ® sei so normiert, daß es in jedem Punkt gleich e 
ist. Dann ist die Funktion 


= für y=e” 
u(y)= 
0 für y=re* 
Einselement von L1(®). Da der Faltung in L!(®) die Multiplikation der 
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Funktionen x(g) SDRPACHE, ist v(g)=1 die entsprechende Funktion; daraus 
folgt 


ı 
für y=e”, 
u (x) eh )du(g) = Ü) 
6 für g#e”. 
Insbesondere ist für y= e* 
1 
= [An =ni9), 
und dies ist genau für c=1 gleich Eins. 
Da. wir aus (1) für c=1 die Beziehung 


1 für Kı Ya 
= d ‚ 
Se) g) Kl ann (9) =‘ I\Ndulg)= Io für yo 


erhalten, haben wir bewiesen: 


Folgerung . 1. Die Charaktere einer bikompakten kommnutativen Gruppe 
bilden. ein Orthonormalsystem in L2(®). 


-Theorem 12. Die Charaktere x, einer bikompakten kommutativen Gruppe 
bilden .ein vollständiges Orthonormalsystem in L?(&), und die Entwicklung (ver- 
allgemeinerte FOURIERrEeihe) 


z(g)= 2 %, Kn?Xn(9) (2) 


einer Funktion z(g) € L:(6&) ist die inverse FourIERtransformierte. 
Beweis. Auszx(g) e L22(& ) folgt x" @ € L2(®); also sind höchstens abzählbar 
viele x" (x,), etwa &” (x), ©” (xe), . . ., von Null verschieden. Setzen wir 


=‘) een 


end wenden wir die PLANCHERELSche Formel an, so erhalten wir 
SIztaPaun Ste Wr) = |]. 
NR 


Dies bedeutet (vgl. $5, Nr.4, Satz IX), daß die Charaktere y(g) ein voll- 


x RN 
ständiges System in L?(&) bilden. Ferner ist z,(9)= S’c,x,(g) die inverse 
Fouxisrtransformierte der Funktion 1 


(X) -| 


% für =. kzsn, 
0 sonst. 


Da x, (X) > x” (x) im Sinne der Norm i in L2(®) gilt, strebt auch x, im Sinne 
der Norm in L2(&) gegen x, so daß (2) tatsächlich die inverse FOURIER- 
transformierte ist. 

Ist & die Drehungsgruppe des Kreises, so sind y„= e*!(n=0, +1, +2, ...) 
die Charaktere, und wir erhalten als Spezialfall den Satz über die Vollständig- 
keit des Systems der Funktionen 4, = e"(n=0,4+1,+2,.. .)in 12(0, 2x). 
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Folgerung 2. Jede auf einer bikompakten kommutativen Gruppe stetige 
Funktion wird von endlichen Linearkombinationen ihrer Charaktere gleichmäßig 
approzimiert. 

Dies ergibt sich unmittelbar aus Nr. 1, Folgerung 4. 


10. Kugelfunktionen, Der Begriff der Kugelfunktion ist die Verallgemeinerung des 
Begriffs des Charakters auf nichtkommutative Gruppen. Ist © eine lokal bikompakte 
Gruppe und K eine bikompakte Untergruppe von ®, so nennen wir jede elementare, 
auf © positiv definite Funktion »(g), die der Bedingung 

y(kıgk)=y(g) füralle k,, eK (D) 


genügt, eine der Untergruppe K entsprechende Kugelfunktion auf ©. Ist g> U, eine irre- 
duzible unitäre Darstellung von ©, für welche p(g) = <U,£,, &,> gilt, so sehen wir sofort, 
daß die Beziehung (1) der Bedingung U,&,= &, für alle ke K äquivalent ist. Somit ist 
eine elementare positiv definite Funktion genau dann eine Kugelfunktion, wenn im Raum 
der entsprechenden irreduziblen Darstellung g> U, ein Vektor &,=+ 0 ewistiert, der die Be- 
dingung U,&,= & für allekeK erfüllt. 

Wir können die Kugelfunktion 9(g) auch als Funktion auf der Mannigfaltigkeit X 
der rechtsseitigen Nebenklassen Kg von & bezüglich der Untergruppe K auffassen. 
Setzen wir nämlich 


Ya, 29=gp(lgıg5?) für 2, mei, m=kg, m=Kg, @) 


so folgt aus (1), daß diese Definition nicht von der Wahl der Elemente g, € x,, 9g€ %, 
abhängt. 

Den Elementen g,€ & entsprechen Transformationen Kg> Kygg, im Raum X, die 
wir in der Form #- xg, schreiben wollen. Aus (2) folgt @(#,9, 2,9) = e(@,, @,) für alle 
ge ©; außerdem ist p(zx,, %,) ein positiv definiter Kern). Wählen wir einen festen Punkt 
&, EX, so ist die Funktion y(2) = 9(&, &,) invariant gegenüber allen Transformationen g, 
die den Punkt x, als Fixpunkt haben, d. h., y(z) ist auf einer „Kugel“ mit dem „Mittel- 
punkt“ in x, konstant. 

Wir stellen nun an die Gruppen G und K eine zusätzliche Forderung; wir verlangen 
nämlich, daß in & ein nichttrivialer Automorphismus g- g’ (d.h. ein Isomorphismus 
der Gruppe ® auf sich) existiert derart, daß a) g’=g,b) *=kfürallekeK gilt. In. 
diesem Abschnitt werden wir diese Bedingung stets als erfüllt ansehen.?) 

In diesem Fall lassen sich die Kugelfunktionen mit Hilfe der maximalen Ideale der 
folgenden kommutativen Algebra beschreiben. Es sei Ry die Gesamtheit der Funktionen 
#(g)e L!(6), die der Bedingung 

#(kgk)=x(9) füralle ku, ikseK (@) 
genügen. Wir sehen leicht, daß R% eine kommutative®) Teilalgebra von L!(G) ist, wenn der. 


oben genannte Automorphismus existiert. Ist .R, die Algebra, die wir aus Rg durch Hinzu-- 
fügen des Einselements erhalten, so gibt .es eine eineindeutige Zuordnung M- Yu(9) 


1) Eine Funktion 9(2,y) wird positiv definiter Kern genannt, wenn 
N. - 
Z 28, 9) 44,20 
„kl 


für jede Wahl der Elemente »,,...,%, aus X und beliebige Zahlen A,,...; A, gilt. 
— Anm. d. Red. 

2) Diese Bedingung ist z. B. erfüllt, wenn X ein symmetrischer Rrismansscher Raum 
und © die Gruppe der Bewegungen in X ist. 

3) Der Beweis dieser Tatsache sowie anderer hier ausgesprochener Behauptungen ist 
nur eine Verallgemeinerung der entsprechenden Überlegungen aus $ 29, Nr. 4, Beispiel 3. 
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zwischen der Gesamtheit aller von R, verschiedenen symmetrischen maximalen Ideale 
von R, und der Gesamtheit aller Kugelfunktionen; diese Zuordnung ist durch die Formel 


z(M) = f 2(g)Pu(g)du(g) für alle z(g) € Rd gegeben. Hieraus und aus $20, Nr. 2, Theo- 


rem 3, können wir schließen, daß jede positiv definite Funktion p(g), die der Bedingung (1) 
genügt, in der Form 


ed) =[Pu(g) de(M) (4) 
"mM 


dargestellt werden kann, wobei M der Raum der symmetrischen masimalen Ideale von R, 
und o ein Maß auf M ist. 

Wir bezeichnen mit 8 die Menge aller zweiseitigen Nebenklassen s= KgK der Gruppe & 
bezüglich der Untergruppe K, d. h., der Mengen s aller Elemente k,gk, für ein festes g. 
Diese Klassen s können wir auf Grund des oben Erwähnten als „Kugel “in X auffassen. 
Infolge (1) muß die Funktion p(g) auf jeder Klasse konstant sein, und man kann sie als 
Funktion o(s) der Klasse s ansehen, 

Analog läßt sich jede Funktion f(g) € Ey als Funktion /(s) auf $ auffassen. 

Gehen wir vom Integral über & zum Integral über K x K und $ über, so ist das Produkt 
f=f fs in R, durch die Formel 


!(&) =/[h(s) T2(82) © (81, 82, 5) dsıds, (3) 
8 


gegeben; dabei ist a (s,, $,, s) eine Funktion von s,, s,, s. Hieraus folgt, daß für eine Kugel- 
funktion p,,(s) das Multiplikationsgesetz 


Pm(Sı) Pur (Se) =[a(s,, 59,8) Pu(s)ds (6) 
5 


gilt. . 

Nun setzen wir voraus, daß & eine halbeinfache Lissche Gruppe ist. In diesem Fall 
genügen die Kugelfunktionen gewissen Differentialgleichungen: Es sei &, &5 +. +> & 
eine Basis der infinitesimalen Gruppe Z’ von ©, und es seien E,, Ey,. . ., 2, die ihnen 
entsprechenden Differentialoperatoren in X (Liesche Operatoren einer unendlich kleinen 
Verschiebung). Mit @ bezeichnen wir die Algebra der formalen Polynome in e,, &, . . ., &% 
mit den Relationen, die den Vertauschungsrelationen in I’ entsprechen. 

Sind Ple,,&,...,e,) Elemente des Zentrums!) von Q, so sind P(E,,E,,..., #,) 
Differentialoperatoren in X, die mit allen Transformationen x xg vertauschbar sind. 
Da die Funktionen 9,„(&) irreduzible Darstellungen der Gruppe & definieren, folgt 
P(R,, Ba: .- -, E,)Ou(®) = APu(a), wobei A eine Zahl ist. 

Unter den Elementen des Zentrums von Q gibt es endlich viele P,,..., P„, so daß 
jedes andere Element des Zentrums ein Polynom in P,,..., P. ist. Setzen wir 
A;= PiE,,..., B,) füröi=1,2,..., m, so erfüllt die Funktion @,,(z) die Bedingungen 


Apr )=Apu(e) (i=1,2,..., m). (M 


Ist beispielsweise & die komplexe unimodulare Gruppe zweiter Ordnung und K eine 
unitäre Untergruppe von &, so stimmen die Kugelfunktionen mit den in $29, Nr. 4, 
Beispiel 2, berechneten Kugelfunktionen überein. In diesem Fall können wir X mit der 
LopBarscHkwskischen Ebene und & mit der Gruppe der Bewegungen in dieser Ebene 


4) Wir können zeigen, daß das Zentrum der Algebra Q aus denjenigen Polynomen 
P=al+ Yae,+ Zalte,e,+---- mit symmetrischen Koeffizienten a, a’! .... besteht, 
für die die Formen N a’&,, Nat&,E,,... invariant gegenüber den Transformationen der 
adjungierten Gruppe sind. ; 5 i 
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identifizieren; alle Elemente des Zentrums lassen sich mit Hilfe eines einzigen von ihnen 
ausdrücken, und. der entsprechende Operator 4 ist der LArraczsche Operator in der 
LoBATscukwskischen Ebene. 


11. Die verallgemeinerte Verschiebung. Es sei 7 ein lokal bikompakter HAusporrzscher 
Raum, u ein Maß auf 7 und L1(T) der auf das Maß u bezogene Raum L!. Wir betrachten 
die Schar der beschränkten linearen Operatoren A° von LI(T), die den folgenden Be- 
dingungen genügt!): 

a) Für jedes ie 7 existiert in ZI(T) ein Operator A'* mit der Eigenschaft 


[Az .7Odu=fet)AyOdu füralle ©, yEL(T); 


b) die Zahlenfunktionen |A!| und !A'*| sind u-meßbar und beschränkt auf jeder bi- 
kompakten Menge; ; 

e) Asz(t), A’*x(t) gehören zu L(7’xT) für jede Funktion ze L(T); 

d) A’z(t) gehört als Funktion von s für »({t) e ZI(T) und fast allete 7’ zu Z(T); 

e) es gibt eine Folge reeller Funktionen a„(t) e L!(T) derart, daß für jede Funktion 
f(x) e_L!(T) die Beziehungen 


lim [A 2,@)du)=i), 


N—X 


im [4102,)dn@=1W, 
lim [Ar f)a,()dul)=ft), 
Nn—0X0 Pr 


lim [A*f()2,(6) du) eI(T) 
N>00 


gelten; wir setzen 


o)= im [Ara du); () 
N->0o 
N Ar Aa=AAel;?) 
.) KANa)=A Ast); 
h) A" Aa)=4A/ Aa; 


die Beziehungen f) bis h) gelten für alle 7, se 7’ und fast alle ET. 
Jede Schar von Operatoren A‘, die den Bedingungen a) bis f) genügt, nennen wir 
Operation. der verallgemeinerten Verschiebung; sind außerdem g) bzw. h) erfüllt, so ist diese 
Operation kommutativ bzw. normal. 
Beispielsweise ist eine verallgemeinerte Verschiebung vorhanden, wenn 7 eine lokal 
kikompakte Gruppe und u ein linksinvariantes Maß auf 7’ ist. Dann genügt der Operator 
der. Linksverschiebung A’x(t) = (st) den Bedingungen a) bis f). Dabei ist 


A'*r(t) = w(sc}). 


Außerdem sind auch die Beziehungen g) und h) erfüllt, wenn 7 kommutativ ist. 
Ein weniger triviales Beispiel wird am Schluß dieses Abschnitts angegeben. 
Im folgenden wollen wir nur diejenigen Operationen der verallgemeinerten Ver- 


schiebung betrachten, die den Bedingungen g) und h) genügen. Außerdem setzen wir zur 


1) Bezüglich der Bezeichnungen Z(T) und L(Tx T) vgl. $6, Nr. 1 und 18. 
2) Ist z eine Funktion mehrerer Argumente t, t,, tz, ..., so bezeichnet der Index 3 
bei A}, daß dieser Operator auf x als Funktion von i angewendet wird. 


- 
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Vereinfachung voraus, daß | 44 *| < C ist (C konstant). Dann läßt sich Z1(T) zu einer voll- 
ständigen normierten symmetrischen Algebra machen, indem wir 


je]=C[jet)jau), @-WO=fA*zt) yo ds (2) 


setzen und die Involution mit Hilfe von (1) definieren. Dabei ergibt sich die Assoziativität 
der Multiplikation aus der Bedingung f). Fügen wir noch das Einselement hinzu, so erhalten 
wir eine vollständige normierte symmetrische Algebra R mit Einselement. Wir können 
beweisen, daß R wegen der Bedingungen g) und h) eine kommutative vollsymmetrische 
Algebra ist. Auch brauchen wir nur die in Nr. 1 angestellten Überlegungen zu wiederholen, 
um zu zeigen, daß die von L}(T') verschiedenen maximalen Ideale von R durch die Formel 


(Ae+2) M-A+[a PC, Miu) (8) 
gegeben werden; dabei ist p(t, M) eine auf 7 x M stetige Funktion, die der Bedingung 
Lot, M=o(s, M)od, M) (4) 


genügt. Umgekehrt definiert jede solehe Funktion nach Formel (3) ein maximales Ideal 
von AR. 
Eine stetige Funktion p(t) heißt posiiv definit beaiglich der Operation A’, wenn 


Rn 
Z Aurp(t)EE>0 
a Ü pt, € 


für beliebige. Punkte i,,...,t„e 7 und beliebige komplexe Zahlen &,,..., &, gilt. In 
diesem Fall bestimmt die Formel 


Fe +0)=71+[pl)a()dul) 


ein positives Funktional über 2. Wenden wir hierauf die Folgerung 1 aus 320, Nr. 4, 
an (vgl. die analogen Überlegungen in Nr. 3), so erhalten wir 

Theorem 13. Die Funktion p(t) ist genau dann stelig und bezüglich A® positiv definit, 
wenn sie sich in der Form B 


»d)=[pG, Mäc(M) 
M 


darstellen läßt; dabei ist o ein Maß auf 2 


Nun setzen wir M,= L!(T) und M’ = It — M,. Wiederholen wir im wesentlichen die 
Überlegungen aus Nr. 4, so gelangen wir zu an folgenden Ergebnis: 


Theorem 14 (PrawcHzrescher Satz für (die Operation der verallgemeinerten Ver- 
schiebung). Auf M’ existiert ein eindeutig bestimmtes Maß v derart, daß die Formeln 


ZN HNeR: M)dut), Fo) NEN M)dv(M) (9 


eindeutig umkehrbare isometrische Transformalionen von LET) auf LE(M) bzw. L3(D) 
auf Li (T) realisieren, wobei die Integrale in (5) in LE(M) Da: L2(T) der Norm nach kon- 
vergieren. 

Nun setzen wir 


B%*F(M)=[p, M ot, NiOdal) 
für (6) 
Io$=[F(M)pt, M)dv(M), New. 
Bi 724 


28* 
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Genügen der Operator B}* und der ihm entsprechende Operator BY den Bedingungen 
a) bis h) (hier mit M’ und » anstelle von 7’ und «) und ist auch [.B4*| <O,, so können wir 
eine normierte Algebra konstruieren, die wir mit R, bezeichnen wollen. Für jedes feste 
te T bestimmt die Formel 


2e+ FD) )=R-+[F(M)p(t, M)dv(M) 


ein maximales Ideal von R,, und hieraus können wir schließen, daß 7’ in dem Raum 7', 
der maximalen Ideale von R, enthalten ist. Ist v’ das zum Maß » auf M’ analoge Maß auf 
7’- T-{TAm)}, so gilt (vgl. Leweran [4]) 7’=T, wenn R,regulär und v (’—-T)=0 
ist, d. h., es gilt der auf diesen Fall verallgemeinerte Dualitätssatz für lokal bikompakte 
kommutative Gruppen. 

Ein nichttriviales Beispiel der verallgemeinerten Verschiebung erhalten wir, wenn wir 
mit AZf(&) diejenige Lösung der Differentialgleichung 


(e(@)—ey))a=0 (0<2< oo) 0) 


ru 0% 
0 öy: 
bezeichnen, die den Anfangsbedingungen u(z, 0) = f{#), «,(%, 0) = 0 genügt. Wir können 


zeigen (vgl. etwa Powswer [7]), daß sämtliche Bedingungen a) bis h) erfüllt sind und 
|4%| = ( = const ist, wenn o(?) reell, auf der Halbachse Os # <« stetig ist und der Be: 


dingung o (2) = de) ‚„e> 0, für ©-+ oo genügt. Folglich lassen sich auf den Operator 4% 


alle vorhergehenden Ergebnisse anwenden. Die entsprechende Funktion p(z, M) ist 


d2 
diejenige Lösung.der Gleichung - e@)wu+4u=0 (A reell), die den Bedingungen 
(0) = 1, 9 (0) = 0 genügt. Die Formeln (5) im verallgemeinerten PLancHereıschen Satz 
gehen in die Formeln j 


Fa=[fa)gpl, Ada, HKa)=fFüa pe, Adv) (8 
0 


-o 


über, die eine eindeutig umkehrbare isometrische Transformation von L?(0, ©) auf 
I2(—o, o) bzw. von L2(—o, o) auf L?(0, ©) vermitteln. 

Wir weisen darauf hin, daß die Formeln (8) in Wirklichkeit für umfangreichere Funk- 
tionenklassen gelten, z. B. für jede reelle meßbare Funktion 0 (2), die in jedem endlichen 
Intervall (0, ec), c>0, summierbar ist. Jedoch 1äßt sich dieses allgemeine Resultat mit 
den Methoden der Theorie der Algebren nicht erhalten. Das erklärt sich daraus, daß dann 
anstelle der symmetrischen normierten Algebren symmetrische topologische Algebren 
betrachtet werden müßten, deren Theorie bis jetzt noch nicht weit genug entwickelt ist. 
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Im Fall einer bikompakten Gruppe © ist der Raum L?(&) eine HıLBerrsche 
Algebra (vgl. die folgende Nr. 1). Eine Anwendung der allgemeinen Theorie 
der Hınsertschen Algebren (vgl. $ 25, Nr. 5) auf L2(6) führt zu Ergebnissen 
über unitäre Darstellungen einer bikompakten Gruppe. 
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1. Die Algebra L?(&). Ist & eine bikompakte Gruppe, so ist das invariante 
Maß u (©) der ganzen Gruppe endlich. Wir normieren das Maß so, daß u (©) = 1 
ist. Dann gilt 
Ich=]el= |&1o 
und 

Ie-Ylo=lzle-|ye- 
Hieraus folgt insbesondere, daß L?(&) eine Bawacusche Algebra ist, denn es 
bestehen die Ungleichungen | x- y=s |z-4lo=<1z]e-||y |. Wir können un- 
mittelbar zeigen, daß L2(&) mit dem inneren Produkt 


= [a(g)- ya) du) = =-y*le) 


sämtliche Axiome einer Hiırserrschen Algebra erfüllt, so daß wir auf L2(&) 
die allgemeine Theorie dieser Algebren anwenden können. Es zeigt sich, daß 
außerdem alle minimalen zweiseitigen Ideale von L2(&) endlichdimensional 
sind. Dieses Ergebnis erhalten wir aus den folgenden Hilfssätzen. 


Hilfssatz 1. Eine stetige Funktion 2(g) ist genau damn im Zentrum vor 


L2(6) enthalten, wenn 2(9,9s) = 2(929ı) ist. 
Beweis. Die Funktion 2(g) gehört genau dann zum Zentrum von 22(&), 


wenn 
fx 9) (gi N) aulgı) = [xt 91) z(gi' 9) Ar (gr) () 


für alle x(g) € L2(©) gilt. Ersetzen wir im ersten Integral g, durch gg, und im 
zweiten Integral g, durch 97!, so erhalten wir 


etw) —z(ag) «(”) dulg) =0. (2) 


Da die Funktion x (g) € L?(©) beliebig und die Funktion z(g) stetig ist, gilt (2) 
und demzufolge auch (1) genau dann, wenn 2(99,) — z(gıg) = 0 ist. 
Wir haben hier nur die Voraussetzung benutzt, daß & .unimodular ist. 
Hilfssatz 2, Jedes von (0) verschiedene abgeschlossene zweiseitige Ideal 
. ZCI2(6) enthält ein von Null verschiedenes Element des Zentrums von L2(), 
welches eine auf der Gruppe © stetige Funktion ist. 


Beweis.) Wir wählen ein von Null verschiedenes Element yE I und 
setzen = y - y*. Dann ist die Funktion x(g) stetig auf &. Setzen wir 
(feat) dulg): 


so ist 2(g) stetig und 2(e)= «(= [|y(ol2du(g) >06, so daß z(g)=0 gilt. 
Außerdem folgt aus der Invarianz des Maßes die Beziehung 2 (g’9) = z(gg’); 
: also gehört z(g) zum Zentrum von L2(©). 

Andererseits ist x(g) € I, also auch af(g) = x(g,997') € I (vgl. $28, Nr. 2, 
Satz IV) und 


2—=[ahdulg)El., 


!) Dieser Beweis wurde von Szeau [4] angegeben. 
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Wenden wir jetzt die Theoreme 5 und 12 aus $25 auf ein minimales zwei- 
seitiges Ideal IC L?(&) an und berücksichtigen wir den Hilfssatz 2, so erhalten 
wir den 


Hilfssatz 3. Jedes minimale zweiseitige Ideal IC L?(©) ist endlichdimensio- 
nal. 


In diesem Fall führen die Ergebnisse aus $ 25, Nr. 5, auf folgenden Satz. 

Theorem 1. Ist & eine bikompakte Gruppe, so ist L?(G) die direkte und 
orthogonale Summe ihrer minimalen zweiseitigen Ideale I,, die endlichdimensional 
und folglich der Algebra aller Matrizen einer festen endlichen Ordnung voll- 
isomorph sind. 

2. Darstellung einer bikompakten Gruppe. 


Theorem 2. Ist g> T,, eine stetige Darstellung einer bikompakten Gruppe & 
im FILBERTSchen Raum 9 so existiert in 9 ein anderes Skalarprodukt, das eine 
der ursprünglichen Norm äquivalente Norm definiert und für das alle REN 
T, unitär sind. 


Rn Wir setzen für x, yE9 
@, Wı=[T,®, T,pdutg). 
Dieses Skalarprodukt genügt allen Axiomen; insbesondere folgt aus 
@, = KT, T,x) dulg) = 


die Beziehung <T',x, 7,x>= 0, denn <T 8%, T,x> ist nichtnegativ und eine 
stetige Funktion von g. Setzen wir g= e, so erhalten wir 


de Wa, Td=0, z=0. 
Ferner ergibt sich aus. der Invarianz des Maßes du(g) 
Tor, Tu m=[T Tot, PT y2 du) 
(KT yn% Too y> 4u(g) 
= KT,%, T,ydu(g) =, Wı- 
a ist für das en <x, Y>, der Operator 7',, unitär. Setzen wir 
= Tr E 


wobei |7',| die Norm des Operators 7’, im Skalarprodukt <x, y> ist, so finden 
wir die Beziehung 


je =, Dı=[|T,e?dug)<craßfaug = jap. 


- Da andererseits die Ungleichung 


ars rlelt 
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folgt, wenn wir 
le=|7,-17,2'< 0?|7, x]? 


nach g integrieren, sind die Normen |x| und |x|, äguivalent. 

Im folgenden wollen wir nur unitäre Darstellungen der Gruppe © unter- 
suchen. Nach der allgemeinen Theorie (vgl. $29, Nr. 2) werden die unitären 
Darstellungen einer Gruppe & durch die Darstellungen!) ihrer Gruppen- 
algebra oder, was dasselbe ist, durch die Darstellungen 


4A, A,—[x(g) U,dutg) Ü) 


der Algebra L!(&) vollkommen beschrieben. Da & bikompakt ist, folgt 
L2(&)c L!(&). Somit erzeugt jede unitäre Darstellung der Gruppe © auch 
eine Darstellung der Algebra L?(6). Umgekehrt ergibt sich jede Darstellung 
x> A, von L2(®), die keine ausgeartete Darstellung enthält, mit Hilfe von (1) 
aus einer unitären Darstellung von ®. Um sich hiervon zu überzeugen, braucht 
man nur die Überlegungen aus $ 29, Nr. 2, für die Algebra L?(&) zu wieder- 
holen. Deshalb genügt es, die Darstellungen von L2(&) zu untersuchen. 


Theorem 3. Jede nicht ausgeartete Darstellung «> A, einer HıLBErtschen 
Algebra R läßt sich eindeuiig in die direkte Summe von Darstellungen zerlegen, 
die eineindeutige Darstellungen von minimalen zweiseiligen Idealen I, von R 
sind. 

Beweis. Wir bezeichnen mit H den Raum der betrachteten Darstellung und 
mit H, die abgeschlossene lineare Hülle aller Vektoren A,&, ECH, x€ Is 
Einige der H, sind eventuell gleich (0). Wir betrachten nur die H,=+ (0 ). 
Sämtliche Teilräume H, sind dann zueinander orthogonal. 

Es seien I,, I, zwei "Verschiedene, also orthogonale minimale zweiseitige 
Ideale der Algebra R. Für xEI,, y€&l; ist «*y= 0 und infolgedessen für 


S,nceH 
(A,E, 4,n == GE, AzyN? —(. 


Der invariante Teilraum RC H aller Vektoren, für die alle Operatoren 4A, 
verschwinden, kann ungleich (0) sein. Dann gibt es in H —% keinen solchen 
Teilraum. Wir können offenbar annehmen, daß dieser Übergang von H zu 
H —% schon ausgeführt ist und in H selbst kein Teilraum R% == (0) liegt. Dann 
ist H die direkte Summe aller H,, und die ursprüngliche Darstellung von R 


ist die direkte Summe der Darstellungen der Ideale I, in den Räumen H,. ' 


Diese Darstellungen sind Isomorphismen, denn die I, sind einfache Algebren. 
Ist x, die Projektion des Elements € R auf I,, so gilt A,&= A,.E für 
EecH,. Für &= A,n, yEl., nc€H, ist nämlich 
Aa-2,& = A, 4yN = A-2390 =0 


wegen (* — x,)y= 0; da die lineare Hülle der Vektoren A,n in H dicht ist, 
eilt A,-.,& — 0 für alle € H,,d.h., es ist A, 6 = A,efür£fcH,. 


1) Wir erinnern daran, daß wir nur symmetrische Darstellungen symmetrischer Algebren 
betrachten. 
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In dem eben bewiesenen Satz sind die Darstellungen der Ideale I, in H, 
im allgemeinen reduzibel. Daher werden wir uns im folgenden mit einer ein- 
eindeutigen Darstellung ‚einer einfachen Algebra I, beschäftigen. 

Es sei I eines der Ideale /,. Auf Grund der weiteren Anwendungen auf bi- 
kompakte Gruppen wollen wir zusätzlich annehmen, daß I endlichdimensional 
ist. Dann gibt es in dem Ideal I eine orthogonale Basis von Elementen 
Pr k=1,2,...,n), die den Bedingungen 

RN £ , u ( ne Pik, für k= I: (2) 
PET Pr» Pr» PjR?7 = Pır: Pıds Pjr Pi, = ) ? 2 dh = 


genügt, und die reguläre Linksdarstellung 
T,s—>ax, zEIPp 


ist ein symmetrischer Isomorphismus der Algebra I auf die Algebra B($,) 
aller linearen Operatoren im endlichdimensionalen Hirserrschen Raum 
8, = IPıı (vgl. $25, Nr. 5). 

Die Darstellung x— A, von I ist somit auch eine Darstellung der Algebra 
B(Hn)- 

Nun ist B(H„) ein Spezialfall der Algebra aller vollstetigen Operatoren. 
Auf Grund von Theorem 2 aus $ 22 ist jede Darstellung dieser Algebra eine 
direkte Summe irreduzibler Darstellungen, deren jede der identischen oder der 
Nulldarstellung äquivalent ist. So erhalten wir das folgende Ergebnis. 


Theorem 4. Jede irreduzible unitäre Darstellung einer bikompakten Gruppe 
ist endlichdimensional. Jede unitäre Darstellung einer bikompakten Gruppe ist 
die direkte orthogonale Summe ihrer irreduziblen (und folglich endlichdimensio- 
nalen) Darstellungen. 


Wir untersuchen jetzt eine der irreduziblen Darstellungen g9> U, der 
bikompakten Gruppe ®. Infolge des oben Erwähnten läßt sich die durch die 
unitäre Darstellung g> U, erzeugte Darstellung «— A, der Algebra L?(&) 
auf die Darstellung eines minimalen zweiseitigen Ideals I dieser Algebra, also 
auf die Darstellung von B(9,) mit 9, = Ip,, zurückführen. Die letzte Dar- 
stellung ist ihrerseits der identischen Darstellung von B($,) äquivalent. 
Folglich können wir annehmen, daß die Darstellung von B(9,) bis auf eine 
unitäre Äquivalenz gleich der identischen Darstellung von B{9,) ist. 

Das bedeutet, daß für a, zxE I, E= xp,, die Beziehung 


4, € =: af, 
U, AE=au5= af, (8) 
gilt, wobei a,(g) = a(g5!g), &,(g) = Elgu!g) ist. 


Setzen wir in (3) a=p, wobei p= Pa Pat ''"-+ Pan Gas Einselement 
von 7 ist, so erhalten wir 


U.E=&, ao U EN-EK'N- (4) 
Hieraus ergibt sich der folgende Satz. 


also 
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I. Jede irreduzible Darstellung einer bikompakten Gruppe & kann durch die 
Darstellung eines minimalen Linksideals von L?(&) realisiert werden, und zwar 
so, daß die Operatoren der Darstellung zu Operatoren der Linksverschiebung 
werden. 


Die Funktionen 9,1(9), P21(9); - - -; Pyı(g) bilden eine orthogonale und die 
Funktionen 


Pu): 99) er Et) (® = YKP; 2) (5) 


wegen (2) eine orthonormale Basis in /p,ı- 
Es sei || c,, (g) | die Matrix des Operators U, in der Basis (5), so daß wegen (4) 


1 = & I 
— Piı(9 19) = 2,9) 5 Prı(9) 
ist. Hieraus und aus (2) erhalten wir 


©r;(90) = 4 f EIFZTOKLA0N 


ı IN 
= [udn ta) ang) = ra: CO 
Wir wollen nun & bestimmen. Dazu bemerken wir, daß, da die Matrix |o,, (9) | 
unitär ist, ” 
Rn 
les)? —=1 
j=l 
und infolge von (6) 


1 n 
ne 2%; (9) = 1 


ist. Integrieren wir diese Gleichung unter Berücksichtigung von (2) und der 
Definition von w, so ergibt sich &"2n= 1, also = n. Somit gilt der folgende 
Satz. 


II. Die Mairizenelemente c,,(g) der irreduziblen. unitären Darstellung g> D, 
_.t ; 
einer bikompakten Gruppe & werden in der orihonormalen Basis n 2 Pr: 


-t _.ı 
n 2 Pors -- +, 2 91 durch die Formel 


l—. e 
N Pr(9) G:k=1,2,...,n) (7) 
gegeben. 
Die Funktion 


NT) +RdgN)+ + mn) = = Pure) + + PnnN): 


d.h. die Spur der Matrix |e,,(g)], heißt der Charakter der gegebenen irre- 
duziblen Darstellung g-> U,. Diese Definition besagt, daß unitär-äquivalente 
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Darstellungen ein und denselben Charakter 'besitzen und der Charakter x(g) 
dem Zentrum eines durch die gegebene Darstellung definierten minimalen 
zweiseitigen Ideals I angehört. Dabei ist 


een) + Re) tel tl+.-+l=n, 


so daß x(g) = 0 ist. 

Andererseits sind zwei verschiedene minimale zweiseitige Ideale I,, I; und 
somit auch die Charaktere x,(g), xg(9) der entsprechenden irreduziblen Dar- 
stellungen zueinander orthogonal. Daraus folgt x,(g) == xs(g). Wir können 
also schließen, daß die entsprechenden irreduziblen Darstellungen nicht 
äquivalent sind, und erhalten so den folgenden Satz. 


Theorem 5. Isi & eine bikompakte Gruppe, so definiert jedes minimale 
zweiseitige Ideal I,„c L?(G) eine ürreduzible unitäre Darstellung g-> Ui der 
Gruppe ©, und jede irreduzible unitäre Darstellung von © ist einer der Dar- 
stellungen g—> Ui äquivalent. Die Darstellungen g> U%”, die verschiedenen 
Idealen I, entsprechen, sind nicht äquivalent, und die ihmen entsprechenden 
Charaktere sind orthogonal. Die Mairizenelemente ci}(g) dieser Darstellungen 
bilden ein vollständiges Orthogonalsystem in L2(®). 

Die letzte Behauptung dieses Satzes folgt aus (7), denn’ die p,, bilden eine 
orthogonale Basis in dem zugehörigen Ideal I,, und L2(6) ist die ortho- 
gonale Summe der I,. 

Daraus ergibt sich auch, daß für zwei nichtäquivalente irreduzible Dar- 
stellungen g— |c;.(g)]| und g> 2 cr( % die Beziehungen 


IERORZIORLAG En (8) 
und 


1 
a fü i—i u k', 
IETORTIOKLIAOE, t ür j=j,,k n 


0 für 5j#j oder k+## 
gelten, wobei » die Dimension der Darstellung ist. 

Die Beziehungen (8) und (9) heißen Orthogonalitätsrelationen. Aus ihnen und 
der letzten Behauptung von Theorem 5 folgt 


[@raun-z In fe@ataana! (10) 


für jede Funktion x(g)EZ2(6). Da die Zahlen 2} — fr Ner(g)dulg) 
Matrizenelemente des Operators 


TP=[x(g) U du(g) (1) 
t 1 _L 
in der Basis n, ” Pirs Ra EN 9 Pr, Sind, ist die Summe 


2 ‚= 2 \Poa@odun! 
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gleich der Spur S(T@T@*) des Operators T@T®*, und die Formel (10) 
nimmt die Gestalt 
froraa=-2ms72T2% (12) 


'an. Dies ist die PLancHereische Formel für eine bikompakte Gruppe. Wir 
können sie als Analogon zur PLANCHERELschen Formel für eine kommutative 
Gruppe auffassen. Dabei spielt jetzt der Übergang von der Funktion x(g) 
zum Operator 7” gemäß (11) die Rolle der Fourızktransformation. 


8. Das Tensorprodukt von Darstellungen. Es seien g> U, und g> U’, Darstellungen 
der Gruppe & in den endlichdimensionalen Räumen R, der Dimension n bzw. R/, der 
Dimension m. Wir nehmen an, daß die Räume R,, By, die Räume aller Systeme 


{a Bgs.. 5 bzw. Y=lYı: Yas + Ind 


von komplexen Zahlen #,, 23, - : -, An» Yı> Yas: + +> Ym Sind. In ihnen seien die gewöhnlichen 
Verknüpfungsrelationen definiert und die Operatoren der Darstellungen in Form der 
linearen Transformationen 


n m 
= 249) In= ZU) G=1,2,..,„2;u=1,2,..,m) () 
= ve 


in diesen Räumen gegeben (vgl. $1, Nr. 2 und 5). 

Wir bezeichnen mit R,. den Vektorraum der Dimension nm, der aus allen Systemen 
2={(,360=-123...,n; 0=1,2,...,m) von komplexen Zahlen x,, besteht und, in 
dem die Operationen wie üblich durch die Formeln 


Is= Aal + y-,t+ Yu 


definiert sind; dabei ist 2 = {2,,}, y = {y;.}- Die lineare Transformation 


ei Zul) ung) Er (2) 
k=ly-l 

nennen wir das T’ensorprodukt U,x Us der Operatoren U,, U7, [d. h. der Transformatio- 

nen (1)]. 

Die Zuordnung g> U,x U; ist eine Darstellung der Gruppe ©; denn dem Produkt g,9, 
entspricht eine Anwendung der Transformationen (1) zuerst für g=9, und dann für 
g=9,, d.h., eine Anwendung der Transformation (2) zuerst für g=g, und dann für 
9=4- 

Die Darstellung g> U, x U; heißt Teensor- (oder KRONECKER-) Produkt der Darstellun- 
gen g> U, 9> U}. 

Nun seien die Darstellungen g> U,,9> U; unitär. Ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit können wir annehmen, daß die Skalarprodukte in R,, RA, durch die Formeln 


warm baw = 2 yuyh 
es nz 
gegeben werden. Definieren wir im R,, das Skalarprodukt durch 
Rn m rar 
“8, 2’) =. PIE PEARR 
k=1 u=1 
so zeigt eine einfache Rechnung, daß dann die Tensordarstellung g > U,x U, eine unitäre 


Darstellung im R,,, ist. Sind die Darstellungen g> U,, 9> U} irreduzibel, so ist im all- 
gemeinen die Darstellung g> U, x U7, nicht mehr irreduzibel. Eine der wichtigsten Auf- 
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gaben, die in der theoretischen Physik Anwendung finden, ist die Bestimmung von zwei 
verschiedenen Gruppen von Formeln, die die Zerlegung eines Tensorprodukts von zwei 
irreduziblen Darstellungen in irreduzible Darstellungen geben. 


4. Der Dusalitätssatz für bikempakte Gruppen. Es sei jetzt & eine bikompakte 
Gruppe. Sind g> U(g) und 9 V{g) zwei endlichdimensionale unitäre Darstellungen 
von ®, so ist ihr Tensorprodukt g> U(g) x V (g) ebenfalls eine unitäre Darstellung von ©. 
Daraus folgt, daß die lineare Hülle E der Matrizenelemente aller endlichdimensionalen 
unitären Darstellungen von ® eine kommutative Algebra von Funktionen auf & mit den 
üblichen Operationen bildet. Diese Algebra heißt darstellende Algebra!) der Gruppe ©. 

Ist g> |u,,(g)|| eine in Matrizenform gegebene unitäre Darstellung der Gruppe ©, 
so ist die Zuordnung g> | %;.(9) | ‚ wobei u,,(g) die zu %,,(g) konjugiert komplexe Funktion 
ist, ebenfalls eine unitäre Darstellung von &. Somit enthält die darstellende Algebra 
zu jeder Funktion auch deren konjugiert komplexe. en 

Wir untersuchen nun die. in Nr. 2 konstruierten irreduziblen Darstellungen g> U” 
oder, in Matrizenform, g-> ||e?(g)|. Jede endlichdimensionale unitäre Darstellung 
g-> U, ist der direkten Surame endlich vieler Darstellungen g- ||cY}(g)|| äquivalent. Aus 
diesem Grund bilden die Matrizenelemente c{%(g) eine Basis in .R. Insbesondere ist das 
Tensorprodukt g> U® x ur äquivalent der direkten Summe einiger Darstellungen 
g> U". Symbolisch können wir dies in der Form 


vo x UP= Sum vie) Aerzte ven) Ss . (a) 


schreiben; dabei ist 8 eine unitäre Matrix, deren Elemente Zahlen sind, und o,,...,&, 
sind einige Werte des Index «. Ferner hängen 8, punda,, &, ..., @,von«undßab. 
Aus (1) folgt 

KAG) 10) = %.,(9) +2. (9) -+ © ++ X (9)> (2) 


wobei xg({g) der Charakter der Darstellung g> ur ? ist. Integrieren wir (2), so erhalten 
wir : 
LAGFTIOKITOESIFFROLIIOE LFROKT ICE ROLE 8) 


Nach dem in Nr. 2 Bewiesenen ist die linke Seite von (3) gleich Eins oder Null, je nachdem, 
ob die Beziehungen ca (g) = c(g) gelten oder nicht. Ferner ist das Integral f Kulg)Eu(g) 


gleich Eins oder Null, je nachdem, ob die Darstellung g-> U!” eine Einsdarstellung ist 
oder nicht. Dabei heißt eine Darstellung g> U, eine Einsdarstellung, wenn U, der Eins- 


, operator in einem eindimensionalen Raum für jedes g & & ist. Offenbar ist der Charakter 


einer Einsdarstellung identisch gleich Eins. 

Aus diesen Überlegungen folgt, daß die rechte Seite von (1) dann und nur dann genau 
einen Einsoperator enthält, wenn c}(g) = eg) ist. 

Eine symmetrische kommutative Algebra ER ist eine quadratische Blockalgebra, wenn in 
ihr eine Basis existiert, die in durchschnittsfremde Mengen U, bezüglich n2 Elementen 
zerlegt werden kann, die als quadratische Matrizen U, = |] (,6=1,2,...,n) an- 
geordnet sind, und zwar so, daß dabei die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

a) Unter den Mengen U, gibt es eine, die nur das Einselement e enthält; 

b) jeder Menge U, entspricht eine unitäre Zahlenmatrix S, der Ordnung r, derart, daß 
Sz!lu‘®||S, wieder eine der Mengen U, ist; 


1) Wir halten uns hier an die in der Algebra übliche Terminologie und benutzen statt des 
Ausdrucks „Ring“ die Bezeichnung „Algebra“. 
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e) für je zwei Mengen U,, U; existiert eine unitäre Zahlenmatrix S,, derart, daß 
U, x U;= SU + Uatı + 02) Sa (4) 


für gewisse &,,..-,%, gilt;!) 
d) die Menge {e} ist entweder überhaupt nicht oder genau einmal in der rechten Seite 


von (4) enthalten. Der letzte Fall tritt genau für ||u®]] = 8z1]|«2*||S, ein; 
e) für jede Menge U, = |Iu‘#|| gilt die Bedingung 
lea Iwr*1=1ö@el &) 
mit 1 für j=k, 
6,= 
0 für jtk. 


Die Mengen U, heißen ‚Blöcke oder Blockmatrizen der gegebenen Blockalgebra. 

Die vorhergehenden Überlegungen zeigen, daß die darstellende Algebra einer bikompukten 
Gruppe eine quadratische Blockalgebra ist. 

Es sei nun R eine beliebige quadratische Blockalgebra. Ein Funktional /(#) über R 
heißt elementar, wenn es einen symmetrischen Homomorphismus der Algebra in den Körper 
der komplexen Zahlen vermittelt. 

Auf Grund von (5) erzeugt jedes elementare Funktional f eine Abbildung cf} = f(u{?)) 
der Blöcke U, in unitäre Matrizen, f{U,) = ||c#2||, die ebenso wie die Blöcke die Beziehun- 
gen (4) erfüllen, Umgekehrt wird jede Abbildung U,> f{U,) der Blöcke in unitäre Ma- 
trizen n,-ter Ordnung, die den Beziehungen (4) genügen, durch ein bestimmtes elementares 
Funktional erzeugt. Wir können daher das Produkt f, f, zweier elementarer Funktionale 
definieren, indem wir f= ff, setzen, wenn f{U,) = (U )fr(U.) für alle U, ist. Es läßt 
sich leicht nachweisen, daß bei dieser Definition der Multiplikation die Gesamtheit &(R) 
aller elementaren Funktionale über R eine Gruppe bildet. Dabei tritt als Einselement der 
Gruppe &(R) das Funktional f auf, das jedem U, die Einheitsmatrix der Ordnung n, 
zuordnet. In &(R) läßt sich eine Topologie einführen, indem wir als Basis von Umgebungen 
alle möglichen Mengen von Funktionalen fe &(R) wählen, die den Ungleichungen 


ku, )—hiU,)|<e k=1,2,...,n) 


für alle möglichen festen e > 0 und «,, &, - . -, &, genügen. 

Wir sehen leicht, daß dann &(R) eine topologische Gruppe ist. Außerdem folgt aus 
analogen Überlegungen wie im Beweis zu Theorem 2 aus $ 11,daß &(R) bei dieser Defi- 
nition der Topologie ein bikompakter Raum, also eine bikompakte topologische Gruppe, 
die darstellende Gruppe der Blockalgebra R ist. 

Es zeigt sich, daß die so hergestellte Zuordnung zwischen bikompakten Gruppen und 
quadratischen Blockalgebren im folgenden Sinn dual ist. 

Theorem 6 (Krumsscher Dualitätssatz; vgl. Kreın [8, 9])?). Ist & eine bikompakte 
Gruppe und R ihre darstellende Algebra, so ist die darstellende Gruppe ©(R) von R topo- 
logisch isomorph der Gruppe ©. Der Isomorphismus zwischen & und G(R) wird durch die 


Formel IU)= let ag | 


hergestellt; dabei ist g9> \\c{}(g)|| die dem Block U, von R entsprechende ürreduzible Dar- 
stellung von ©. 


1) U,x U; bezeichnet die Matrix |u% ud. Somit gibt die Formel (4) eine Regel 
zur Multiplikation von Basiselementen und infolgedessen auch von beliebigen Elementen 
der Algebra R an. 

2) Für den Beweis dieses Satzes verweisen wir den Leser auf die Arbeit von 
Kram [9]; wir weisen darauf hin, daß der erste Teil dieses Satzes schon früher und von 
KREIn unabhängig von dem japanischen Mathematiker Tannara [1] gefunden wurde. 
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Ist R eine quadratische Blockalgebra und & = &({R) ihre darstellende Gruppe, so läßt 
sich zwischen R und der darsiellenden Algebra R(&) von © ein symmeirischer Isomorphismus 
herstellen, der die Blöcke U, von R in das vollständige System g> || (g)|| der irreduziblen 
Darstellungen von & überführt. 

Diesen Satz können wir als Analogon zum PoxrrJagınschen Dualitätssatz (vgl. $ 31, 
Nr. 6) für eine kommutative lokal bikompakte Gruppe auffassen. 

Die Ergebnisse aus $28, $29 und $30, Nr. 1 und 2, stammen in der Hauptsache von 
GELFAND, RAIkow und NuuMmaArk (vgl. GeLFAnD und Rarkow [2], GeLFAnD und Nzv- 
MARK [2—4, 6], NEUMARK [2]; einige wurden später unabhängig auch von GoDEMENT [3] 
und von Smcau [4] gefunden), die aus $ 30, Nr. 3-5, von GRLFAND und Raıkow [2] (vgl. 
auch RAıkow [7]) sowie GopDEMenT [3], die aus $ 31, Nr. 1-3 und 6, von GELFAND und 
Raıkow [1] (vgl. auch Raıkow [2, 3, 5]), die aus $31, Nr. 10, von GeLranxp [1], die aus 
831, Nr. 4, von Krew [7] und die aus $ 32, Nr. 4, von Tauwara [1] und Kreım [8, 9]. 
Unabhängig davon und etwas früher fand Weiz [1] die in $ 31, Nr. 4, angegebenen Resul- 
tate, benutzte jedoch in ihrem Beweis die Sätze von PONTRIJAGIN-vAn KAMPEN über die 
Struktur kommutativer lokal bikompakter Gruppen (vgl. auch Powsnze [l, 4). 

Eine Verallgemeinerung des PLanchernuschen Satzes auf die Gruppe aller komplexen 
unimodularen!) Matrizen zweiter und auch n-ter Ordnung findet sich in Arbeiten von 
GELFAnND und NuumaArk (vgl. Raıkow [4, 5, 7]). Dieses Ergebnis wurde von GELFAND . 
und NEUMARK später auch auf andere nichtkommutative Gruppen übertragen (vgl. GaL- 
FaAnp und Grasew [1], HARISH-CHAnDRA [2, 5], Secar [8]). 

Krem [9] entwickelte die Theorie der positiv definiten Kerne und der durch sie erzeug- 
ten Algebren, indem er die Theorie der positiv definiten Funktionen verallgemeinerte. 
Die Übertragung einiger GeLrauoscher und Rarkowscher Ergebnisse auf eine Gruppe, 
die das direkte Produkt einer bikompakten und einer lokal bikompakten kommutativen 
Gruppe ist, gelang LvBarskı [1]. 

LewrrAan [1] beschäftigte sich mit der Theorie der verallgemeinerten Verschiebungen 
(vgl. $31, Nr. 11), die von Lewıran und Powsner auf Sturm-Liouvinızsche Diffe- 
rentialoperatoren ($ 31, Nr. 11) angewendet wurde (vgl. Lewrraw [1-8], Lnwitan und 
Powsxer [2, 3, 71). 

Theorem 6 aus $31 wurde von NzumaArk [1] angegeben; es wurde jedoch unabhängig 
davon und etwas später auch in anderen Arbeiten erwähnt (vgl. etwa Amerose [1]). 

Die Sätze vom Tauzerschen Typ erhielt Gopzment [2] mit Hilfe einiger Ergebnisse 
von GELFAND und ScuLow (vgl. $15). 

Die Darstellungstheorie für bikompakte Gruppen entwickelten Prtzr und Wem [1]. 


1) Die Determinante einer solchen Matrix ist gleich Eins. 


KAPITEL VII 


ALGEBREN VON OPERATOREN 
EINES HILBERTSCHEN RAUMES 


833. Verschiedene Topologien der Algebra B(H) 


Es sei 8($) wie früher die Algebra aller beschränkten linearen Operatoren 
eines festen Hirserrtschen Raumes 9. In B(H) können Topologien gegeben 
werden, die B($) zu einer topologischen Algebra machen. 

Wir wollen die wichtigsten dieser Topologien betrachten. 


1. Schwache Topologie. In $ 8, Nr. 3, Beispiel 2, nannten wir die Gesamtheit 

derjenigen Operatoren A € B($), die den Ungleichungen 
KA—Aod fr; Pw|<e (k=1,2,...,%) 

mit gegebenem e>0 und festen fi,..., f» Pr +++, 9m € 9 gemügen, eine 
schwache Umgebung und bezeichneten sie mit U(Ag; fs = + +» Ins Pi» +: > Ans e). 
Diejenige Topologie, für die diese Umgebungen eine Basis bilden, heißt schwache 
Topologie in B(H). 

Es läßt sich leicht zeigen, daß B(H) mit dieser Topologie eine topologische 
Algebra bildet. \ 

Wegen |<{A— Ay) fr, 92 | = |<(A* — Af)py, fr>| ist der Übergang von 
A zu A* in der schwachen Topologie stetig. 

In dieser Topologie bezeichnen wir die abgeschlossene Hülle einer Menge 
SCB(H) mit 8. 


2. Starke Topologie. Sind @,,..., 9, Elemente des Raumes 5 und ist e eine 
positive Zahl, so nennen wir die Gesamtheit derjenigen Operatoren A, die den 


Ungleichungen (A 4) fr| <s (k=1,...,s) 


genügen, eine starke Umgebung V (As; 91. -- 9; &) des Operators A, und 
die Topologie, für die die Umgebungen V (Ay; 91: : . ., 9,5 e) eine Basis bilden, 
die starke Topologie in B(H). 

Die abgeschlossene Hülle einer Menge $c B($) in der starken Topologie 
bezeichnen wir mit 8. 

Konvergiert in dieser Topologie die Folge A, gegen A, d.h., strebt |]A,f— Af 
für jeden Vektor fE 9 gegen Null, so nennen wir diese Folge stark konver- 
gent und den Operator A den starken Limes der Folge A,. Auch in dieser Topo- 
logie ist B(9) ein HAUSDorFFscher topologischer Raum, und die Ausdrücke «A, 
A+ Bund AB sind stetig (der letzte für einen festen Faktor). Folglich ist 
B(H) in dieser Topologie eine topologische Algebra. Der Übergang von A 
zu A* ist hier jedoch nicht immer stetig. 
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Um uns davon zu überzeugen, müssen wir zeigen, daß eine Folge von 
Operatoren A, existiert, die stark gegen Null konvergiert, während A% nicht 
stark gegen Null strebt. Ist beispielsweise $ separabel, so wählen wir, um eine 
solche Folge zu konstruieren, in & eine orthonormale Basis {p,, 92, P3: : - +) 
definieren einen beschränkten linearen Operator U durch die Gleichung 


TUT =m-ı M=2,3,4,..), Um=0, 
und setzen A„— U". Ist fein beliebiger Vektor aus 9, so können wir 
= up =D, u ?<o, 
k=-1 . k=1 
schreiben, und wir erhalten demzufolge 
x 2 
Anfl’= ZU" Pr 


2 oo 
= >> |. —0. 
ken+l 


oo 
& &rPk-n 
k=-n+1l 


Die Folge A, strebt also stark gegen Null. Andererseits ist U*o,= Yu+ı 
und somit 


-Nl=[fR>0 für +0. 
k=i 


2 2 


142 1°= 


2 U*" pr 
k=1 


A%f strebt also nicht stark gegen Null, d. h., der Übergang von A zu A* ist 
in der starken Topologie nicht stetig. 

Die starke Topologie unterscheidet sich also von der schwachen Topologie 
darin, daß in der letzteren der Übergang von A zu 4* stetig ist. Ferner ist 
die starke Topologie stärker als die schwache, d. h., jede schwache Umgebung 
enthält eine starke Umgebung. Ist nämlich U(Ay; 1 - - Pas Wis - > %a5 €) 
eine gegebene schwache Umgebung des Operators A,, so enthält sie die starke 
Umgebung 


[0,0] 
2% PEın 
k=1 


€ 
V (46; P1; ...;. 955 ö), ö= max (|y, |, PER 9,1) ’ 
von A,; denn AEV (Ay; 915 ---, 95; 0) bedeutet |(A—4,) 9ı|<Öö(k=]1,..., 8), 
rn dann ist |K(A— 4) 9, v |< |(A—Ao) pı||yr| <ö max (|pr],.--,|y%])=E> 


AEU (Ay; Pu > Par Yan ++ We). 


Aus dem eben bewiesenen Satz folgt, daß jeder starke Häufungspunkt 


auch Häufungspunkt in der schwachen Topologie und daher $2C S! ist 
(vgl. $2, Nr. 1 bis 3). 

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, da die schwache Topologie nicht 
mit der starken übereinstimmt. 

Die oben betrachtete Folge A, läßt sich auch zum Beweis dafür benutzen, daß das 
Produkt AB in der schwachen Topologie nicht stetig in den beiden Veränderlichen A 
und B ist. Anderenfalls müßte nämlich die Folge A,A% schwach gegen Null konvergieren, 
während 4,4} =1 ist. 

Wir zeigen, daß auch in der starken Topologie das Produkt AB nicht in den beiden 
Veränderlichen A und B gleichzeitig stetig ist. 
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Dazu wählen wir ein Element f, dessen Norm gleich 1 ist, |/| =1, und eine starke 
Umgebung P (0; f; e), O<s<l, des Nulloperators und setzen 


1 


A,0= 5 Ans B.s= 643; ö>0. 
Dann gilt 
N 4 B.011=|4,.Afl=|fl=1> 8 
u AP, / (0; F; 
für alle » und 6. Andererseits haben wir mit ö< = er für alle Um- 
gebungen Y(0; %4> ...» %53 €) und, jedes n x (vul> +5 1%) 
B,v.l=8]A,|=ölp.|< s Is &» 
| ‚vr | pr] K71 max(|yı|, BE [9,0 73 2 


d.h. 
BE V (0; Yır »- +» Yı5 &2)- 


Wählen wir ferner ein n mit der Eigenschaft 


: |An 9] < 81 (k=1,2,...,P), 
so ist ; 
14,09! <&ı (k=1,2,..., 2), 
d.h. . 
AnseV (0; 91: ++, 5 &ı)- 


Somit existieren in je zwei starken Umgebungen des Nulloperators solche A,,,; und 3,3 
für die sich das Produkt A, ,.B,,; nicht in einer gegebenen Umgebung der Null befindet, 
d.h., AB ist nicht stark stetig für 4A= 0, B=0. 


3. Ultrastarke Topologie. Es seien fı, fa, ... gegebene Elemente aus 9 mit 
der Eigenschaft > |frl? <oo, und & sei eine positive Ze: Wir nennen dann 
die Gesamtheit ale Operatoren A, die der Ungleichung 2 (A—A)hi<e 


pr eine ultrastarke Umgebung des Operators A, und bezeishrien sie mit 

W(Astele -- 5 \ Die Topologie in der Algebra ® ($) mit den Umgebungen 
W(Asffe,-- -;e) als Basis heißt ultrastark. Die abgeschlossene Hülle 
der Menge $ in der ultrastarken Topologie bezeichnen wir mit 8%. Auch mit - 
dieser Topologie ist B(H) ein Hausporrrscher Raum, und die Ausdrücke «4, 
4A+ B,'AB sind bezüglich «, A, B stetig (AB jedoch nur, wenn einer der 
Faktoren konstant ist). Die Tatsache, daß AB auch in der ultrastarken 
Topologie nicht in beiden Faktoren gleichzeitig stetig ist, können wir beweisen, 
wenn. wir wieder die Operatoren A,, und B,,, betrachten. 


Die ultrastarke Topologie ist stärker als die starke Topologie, d. h., jede sturke 
Umgebung enthält eine ulirastarke Umgebung. 

Beweis. Ist Y(Ay; fi; -. ‚Is; &) eine gegebene starke Umgebung des 
Operators A,, so gilt 


W(As fh; uf; 0, .358)CV (As hs BE &); 
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denn aus der Ungleichung B5 (A— Ay)fl? <e folgt 
K=1 


(A-A)hl<e 0 (k=12,3,...). 
Also ist 
Sc 8. 


Wir können uns leicht davon überzeugen, daß die ultrastarke Topologie nicht 
mit der starken Topologie übereinstimmt und infolgedessen echt stärker ist 
als diese. 


4. Gleichmäßige Topologie. Die durch die Operatornorm definierte Topologie 
heißt die gleichmäßige Topologie in ®($). Folglich bilden alle offenen Kugeln, 
die durch die Ungleichungen |A— A,!<e, e>0, charakterisiert sind, eine 
Basis von Umgebungen der gleichmäßigen Topologie. 

Mit der Norm, die gleich der Operatornorm ist, wird B(9) eine normierte 
Algebra, und das Produkt AB ist in der gleichmäßigen Topologie bezüglich 
der beiden Faktoren gleichzeitig stetig. Also ist die gleichmäßige Topologie 
von den vorhergehenden Topologien verschieden und, wie wir leicht sehen 
können, stärker als jede von ihnen. 

Bezeichnen wir die abgeschlossene Hülle der Menge $S in der gleichmäßigen 


Topologie mit 8%, so gilt 
ScscHch. 


$ 34. Schwach abgeschlossene Teilalgebren der Algebra 8 (9) 


1. Grundbegriffe. Es sei $ ein Hınzerrscher Raum. Die Gesamtheit B (9) 
aller beschränkten linearen Operatoren in 9 bildet eine Bawachsche sym- 
metrische Algebra, wenn in ihr die üblichen Verknüpfungsrelationen für Opera- 
toren, die Norm als die Operatornorm und die Involution als der Übergang zum 
adjungierten Operator definiert sind. Eine symmetrische Teilalgebra von B(H) 
heißt schwach abgeschlossene Algebra, wenn sie in der schwachen Topologie 
von B(H) abgeschlossen ist. 

Im folgenden werden wir hauptsächlich schwach abgeschlossene Algebren 
untersuchen. 

Der Durchschnitt aller schwach abgeschlossenen Algebren, die eine gegebene 
Menge 8CB(9) enthalten, ist eine schwach abgeschlossene Algebra, die 8 
enthält. Wir bezeichnen sie mit R($). 

Es sei $ eine beliebige Menge aus B($). Mit $* bezeichnen wir die Gesamt- 
heit aller Operatoren 4*, A € 8, und mit 5’ die Gesamtheit aller Operatoren 
aus B(H), die mit sämtlichen Operatoren aus 8 U $* vertauschbar sind. Auf 
Grund von $ 8, Nr. 1, Satz V, ist 8’ eine schwach abgeschlossene Algebra mit 
Einselement. Wir nennen sie die zur gegebenen Menge 8 assoziierte Algebra. 
Offenbar ist 8’ eine symmetrische Algebra. 


2. Die Haupteinheit 451 


Der Übergang von $ zu 8’ besitzt offenbar die folgenden Eigenschaften!) : 
1. 8° = (Ru(8))’ = (R(8))’; 

2. aus S,C 8, folgt 8 285; 

3.8cC8". 


Die letzte Beziehung zeigt, daß 8” die Menge 8 enthält; 8” enthält dem- 
zufolge auch die minimale Algebra R($), d. h., es ist R(8) c 8”. Wenden wir 
die Eigenschaft 3 auf die Menge 8’ an, so erhalten wir ferner 8’ c S’”. Wenden 
wir andererseits die Operation ’ auf beide Seiten der Beziehung 3 an und 
benutzen wir die Eigenschaft 2, so erhalten wir 8’ D 8’”, so daß also 8’ = 8’” 
ist. Das Einsetzen von 8°, 8”, .... anstelle von S ergibt dann 


st... N-8t—_-V — 


2. Die Haupteinheit. Es seien S eine beliebige Teilmenge der Algebra B (9) 
und X die Gesamtheit aller Elemente des Raumes 9, auf welchen die Operato- 
ren A und A* verschwinden, wenn A € 8 ist. Wir nennen den Projektions- 
operator E, auf 9 — % die Haupteinheit von $S. Somit sind nach Definition die 
Gleichungen Af== A4*f= 0 für alle AE $ und E,f= 0 äquivalent. 

Ist $ eine Algebra, die den Einheitsoperator enthält, so ist offenbar % — (0), 
so daß die Haupteinheit gleich 1 wird. Die Haupteinheit Z, der Menge 8 
genügt den Gleichungen 

E4A=-AEH=A . .D 
für jeden Operator AES; denn nach Definition der Haupteinheit ist 
A(l— E)7= A*1 — E,)/= 0 für jeden Vektor FES, d.h. A1—3E)=0, 
4*(1— E,)= 0; die Anwendung der Involution auf die letzte Gleichung ergibt 
(1—2Z)4=0, und daraus folgt?) 

A—-AEB,=A—E,A=0, also Ab,=BA=A. 


Hilfssatz. Die Haupteinheit der Menge 8 gehört zu S’ und 8”. 


Beweis. Die erste Behauptung folgt aus (1). Um zu zeigen, daß E, zu ° 
gehört, nehmen wir an, daß BES’ ist. Aus B,f=0 folgt Af= A* = 
Dann ist aber 

ABj=BAf/=0, A*Bj=BA*j=0, 
woraus E,B/ = 0 folgt. Setzen wir f= (1 — E,)g mit g € 9, so erhalten wir 
E,Bi—-E)=0, EB=E,BE,. 
Setzen wir in der letzten Gleichung B* anstelle von B und wenden wir auf die 
so erhaltene Gleichung die Involution an, so gelangen wir zu BE,—= E,BE,, 
also E,B=BE,—=B,BB,. 

i) Wir erinnern daran, daß R,«($) diejenige minimale symmetrische Algebra bezeichnet, 
die die gegebene Menge S enthält (vgl. $10, Nr. 1). 

2) Ist also M eine beliebige schwach abgeschlossene Teilalgebra von B($) und E, 


ihre Haupteinheit, so ist M auf dem Raum E,9 eine Algebra mit Einselement, und auf 
(L— E,)& verschwinden alle Operatoren aus M. 
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Der Operator Z, ist somit mit jedem Operator BE 8’ vertauschbar, also ist 
E,Es”. 

Diesen Hilfssatz benutzen wir nun zum Beweis des folgenden Satzes. 

Theorem. Ist S eine beliebige Teilmenge der Algebra B(H) und E, die Haupt- 
einheit der Menge 8, so ist R($) die ultrastark abgeschlossene Hülle der Algebra 
Ra»($) und besteht aus genau den Elementen A € 8”, für die die Bedingung 

E,A=AH,=4 (2) 
gilt. 

Beweis. Wir bezeichnen mit 8, die Gesamtheit derjenigen Elemente von 8”, 
die der Bedingung (2) genügen. Ist A E $,, so können wir zeigen, daß A 
ultrastarker Häufungspunkt der Algebra R,+(S$) ist, d. h., jede ultrastarke 
Umgebung W (4A; ff, 8,...; e) enthält Elemente von R,.($). Dazu benutzen 
wir die abzählbare direkte Summe 


Y=-50H5998--; 


offenbar ist = {f, PB,...} €. Für einen beliebigen beschränkten linesren 
Operator B gilt 


 ZBRr< Br Z|nn 
so daß auch der Vektor i 
R={Bn, BR... 
zu & gehört. Wir nennen fr das Bild des Operators B in &. 
Es sei & die Gesamtheit sämtlicher Bilder der Operatoren aus R.+($) 
und ® die abgeschlossene Hülle der Menge € bezüglich der Norm in $. 


Offenbar ist €’ linear, so daß € linear und abgeschlossen ist. Ist Z’ der Pro- 
jektionsoperator von $. auf ©, so besteht die Zuordnung #’ | E,,| 
((,s=1,2,3,...) (vgl. $5, Nr. 15). Ist C ein beliebiges Element aus R.+(S), 
so ist ©’ |6,0| mit , s=1,2,3,... und 

1 für i=s, 
10 für t=#s 
ein Operator aus $, und es ist O’fa= {OBfP, OBfR,...}= fos. Ist daher 
BE Ra+(S), so gehört for zu E, so daß der Operator C” die Menge & in &, 
also & in @ überführt. Da #’f' für jedes ? € 9 zu © gehört, folgt hieraus 
cEefecV, also 


Öss 


eE=H0O'H. (3) 
Ersetzen wir in (3) O durch O*(C* € R,»(8)) und benutzen wir die Beziehung 
C*# — C'* (vgl. $5, Nr. 15), so finden wir 
C#E-=-EC"E, EC0’=(EC"EP*=EÜOE=(0’E. 
Dies ist den Beziehungen CE,= E,C(,s=1,2,3,...) gleichwertig. Da C 
beliebig aus R,»(8) war, ist E,, € (R«(8)) = 8°. 
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Wir kehren jetzt zu dem gegebenen Element A zurück und zeigen, daß 
| fe® 
ist. Da nach Definition fz € € ist, wenn B zu R,»($) gehört, folgt E’f5 = fs, 


also e © © 
BR= N EwBR-Z BERN, BR— 2 Eu) 0 
s= s= s- 


für alle Operatoren B € R,«(S). Dann ist auf Grund der Definition der Haupt- 
einheit!) E, ebenfalls 


BR BuR)=0. 
Folglich ist wegen (2) 


4 (RER) —=4AE, (R-ZEuR) =0. 
s= Fe 
Für A € 8” läßt sich diese Gleichung in der Form 
AR-ZEnAR=0, dh Hiu=fı 
g= . 


schreiben; also gehört f4 zu €. Dann existiert aber für jedes & > 0 in & ein 
Element, das von fi einen kleineren Abstand als = hat. Als Element des 
Raumes’ können wir ihm die Form fz, B € Ra» (S), geben. Daher erhalten wir, 
wenn wir die Definition des Abstandes im Raum $’ benutzen, 


ZIAR-BRP= RP <er 


d.h. BEW(A:R. Rs .--;e). 


Die Gesamtheit 8, derjenigen Elemente A € 8”, die der Bedingung (2) 
genügen, ist also in der ultrastark abgeschlossenen Hülle der Algebra 
Ba+($) und somit auch in ihrer schwach abgeschlossenen Hülle R($) enthalten. 
Andererseits ist offenbar Sc 8,, also auch R.(S8)C $,. Da die Algebra $, 
schwach abgeschlossen ist?), muß auch R(8)c 8, sein. Daraus folgt 


R(S) = 8, = Rax(8)°. 
Damit ist das Tiheorem bewiesen. 


Folgerung 1. Ist R eine symmetrische Teilalgebra von B(H), so stimmen 
ihre schwach, stark und ultrastark abgeschlossene Hülle überein: 


R=-R=R. (4) 
Denn auf Grund des vorhergehenden Satzes ist Rl= R®, andererseits 
ist aber PD R2I.R®. 


*) Die Menge 8 und die Algebra R,.($) haben offenbar dieselbe Haupteinheit. 
2) Infolge der schwachen Stetigkeit der Produkte AE,, 2,4 für variables 4. 
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Folgerung 2. Ist M eine schwach abgeschlossene Algebra, die das Eins- 
eıement enthält, so ist M’—= M. 

Setzen wir nämlich S= M, so erhalten wir E,= 1 und folglich 8, = mr, 
M=R(M=-8,=M". 

Folgerung 3. Die Gesamtheit der assoziüierten Algebren stimmt mit der 
Gesamtheit der schwach abgeschlossenen Algebren mit Eimselement überein. 

Einerseits enthält nämlich jede Algebra 8’ das Einselement, und andererseits 
läßt sich jede schwach abgeschlossene Algebra M mit Einselement in der 
Form M = (M’Y darstellen. 

Folgerung 4. Für jede Menge SCR gili 

S"—=R(8,1). 


Da nämlich die Algebra R(8,1) das Einselement enthält, ist nach Nr. 1 
Eigenschaft 1, und Folgerung 2 


- (R8,1)”’= (8, 1Y=(Y=8". 


Folgerung 5. Ist H ein beschränkter hermitescher Operator und P(A) seine 
Spektralschar, so gehört H genau dann zur schwach abgeschlossenen Algebra M, 
wenn alle Operatoren P(}) für A<0 und 1L— P(A) für} > 0 zu M gehören. 


a Daß die Bedingung hinreichend ist, folgt aus den Beziehungen 


u-[sern-, Im „ZAlP On -— Pi) Py— Pia )EeM 


-Ap-17° 


wobei («, ß) ein Intervall ist, in dem das gesamte Spektrum des Operators # 
enthalten it (= A, <A<"-<A,= ß), und der Grenzwert im Sinne der 
gleichmäßigen Topologie in B(H) existiert (falls OE [«, 1, nehme man 0 als 
ein },). Die Bedingung ist auch notwendig, denn ist H € M, so ist auf Grund 
der Eigenschaften der Spektralschar P(A) € R(H)”. Ist E, die Haupteinheit 
aus R(H), so gilt H(1— E,)= 0 und folglich 


8 
=|H(1— Bo) f?—=[Ra|P(A) (LE) fl. 


Daher ist auch P(A)(1— E,) = 0, sobald der Punkt 0 im Intervall A = (#’, #’) 
nicht enthalten ist. Wenden wir auf diese Gleichung die Involution an, so folgt 

(1— E,) P(4)= 0, so daß auf Grund des obigen Theorems PA) ERIC M 
ist. Demnach gehört für =4>0, f > ß auch 1— P(A) zu M. Für «' <a, 
f=A<0 erhalten wir P(A)E M; wegen der linksseitigen Stetigkeit der 
Spektralschar ist diese Beziehung auch für A < 0 richtig. 


Folgerung 6. Ist MP die Gesamtheit der Te ai aus einer 
schwach abgeschlossenen Algebra M, so ist R(MP)= M 


Beweis. Aus M”Pc_M folgt R(MP) c M, also R(MPyP c MP. Andererseits 
ist offenbar R(MPJP 5 MP, so daß wir somit R(MP)P= MP erhalten. D. h., 
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R(MP) und M enthalten dieselben Projektionsoperatoren und somit nach 
Folgerung 5 dieselben hermitesehen Operatoren. Da sich jedes Element AEM 


in der Form A=H,+iH, mit Hilfe der hermiteschen Operatoren 


He ZA + 4*) und H,= 2,(4— 4*) darstellen läßt, stimmen die Al- 


gebren M und R(MP) überein. 


Folgerung 7. Die Gesamtheit M” der unitären Operatoren einer schwach 
abgeschlossenen Algebra M ist genau dann nicht leer, wenn M das Einselement 
enthält; dann ist R(M”)= M. 

Beweis. Für VEMY gilt 1= U*UEM, so daß M das Einselement 
enthält. Setzen wir jetzt voraus, daß M das Einselement enthält, so folgt 
aus PE MP, daß 2P—1 zu M” gehört; denn 2P—]1 gehört zu M und ist 
wegen 

@P—-1*@P—-D=(2P—1)(2P—1=4P—4P+1=1 


ein unitärer Operator. Daraus ergibt sich 
P=[@P—D)-+1JER(M®), MPCR(M®), M=R(MP)CR(M?). 


Andererseits gehört R(M”) wegen MC M ebenfalls zu M,so daß R(M”)= M 
gilt. 


Folgerung 8. Die Haupteinheit E, einer schwach abgeschlossenen Algebra M 
gehört u MNM. 


Die Haupteinheit E, gehört nämlich nach dem Hilfssatz zu M’ und zu M’ 
und genügt der Bedingung (2), so daß sie auf Grund des obigen Theorems 
ebenfalls in M liegt. 


3. Das Zentrum. Wir hatten in $7, Nr.3, die Gesamtheit der Elemente einer 
Algebra M, die mit allen Elementen von M vertauschbar sind, das Zentrum Zu 
von M genannt. Offenbar ist Z,= MNM’, so daß Z,, eine kommutative 
Algebra ist. Enthält M das Einselement, so ist Z,, nicht leer, sondern enthält 
die Algebra der Produkte «1, wobei «& ein Skalar ist. Diese Algebra nennen wir 
Skalaralgebra und bezeichnen sie mit («l). 

Mit M ist auch Zy = MNM’ schwach abgeschlossen (vgl. $8, Nr.1, 
Satz VI). Wir nennen M einen Faktor, wenn Z, mur aus («1) besteht, d. h., 
wenn MNM’= (el) ist. Beispielsweise ist B(H) ein Faktor. Da nämlich 
(«al = B(H) ist, müssen auf Grund von Folgerung 2 die Beziehungen 
B(H)Y = (al) = (el), BIHINBHY = (al) gelten. Ein anderes Beispiel 
ist die Skalaralgebra («1). Im folgenden sollen noch andere, weniger triviale 
Faktoren betrachtet werden. Ist M ein Faktor, so ist M’ ebenfalls ein Faktor, 
denn die Gleichung MN M’= (e]) läßt sich auch in der Form M’NM'= (el) 
schreiben. 

Ein anderer Grenzfall ist eine kommutative Algebra. Ist M kommutativ, 
so gilt Zu = M. Ist umgekehrt Z, = M, so ist die Algebra M kommutativ, 
da sie mit der kommutativen Algebra Zy übereinstimmt. 
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4. Faktorisierung. Eine schwach abgeschlossene Algebra, die von der mengentheoreti- 
schen Summe M,UM,U-:». erzeugt wird, heißt die Vereinigung R(M,, M,; ...) der 
schwach abgeschlossenen Algebren M,, M3;; - . .!). Offenbar gilt 


(R(M,, Ms, )Y=MiNMiN... - a) 


und, wenn R(M,, M,,...) das Einselement enthält, 

RM My... )=(MiNnMin...y; @) 
denn wegen Nr. 1, Eigenschaft 1, ist 

(Bil, MM... = NUM U. Y=MiNnMin. 


Die Formel (2) folgt dann mit Hilfe der Folgerung 2, wenn auf (1) die Operation ’ an- 
gewendet wird. 

Die Gesamtheit {M,, M,, .. .} von (0) verschiedener schwach abgeschlossener Algebren 
heißt eine Faktorisierung, wenn die Elemente verschiedener dieser Algebren vertauschbar 
sind und die Vereinigung R(M,, M,, .. .) mit B(H) übereinstimmt. Die einzelnen Algebren 
der Faktorisierung heißen Elemente. Wir können leicht erkennen, daß die Elemente einer 
Faktorisierung Faktoren sind; denn ist {M,, M,, .. .} eine Faktorisierung, so ist M,C Mi 
i=k) und folglich wegen (1) 


MnMcMin Or M;=(R(M,, M.,..)=(dl). 
Pe 


Ist deshalb E, die Haupteinheit von M,, so gilt E,= «1 wegen Folgerung 8, so daß ent- 
weder « = 0 oder x = 1 ist. Im ersten Fall gilt E,= 0, und für jeden Operator A e M,; wird 
A= E,4 = 0, daher M,= (0), was der Voraussetzung widerspricht. Also muß « = 1 sein, 
d.h., M, enthält das Einselement, und es ist MA\NM/ = (el). Ist M ein Faktor, so ist 
{M, M’} eine Faktorisierung; denn es gilt 


RM, My = (RM, MNy’=(MUMY’= (IP NMY=(MNMY=(@V=BN. 


Eine Faktorisierung der Gestalt {M, 4”) heißt gepaart. 

MURRAY und v. NEUMANN [1] zeigten, daß nicht jede Faktorisierung {M,, My} gepaart 
ist, und fanden einige hinreichende Bedingungen dafür, daß eine Faktorisierung diese 
Eigenschaft besitzt. 
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1. Operatoren und Teilräume, die zu einer Algebra gehören. Es sei M eine 
schwach abgeschlossene Algebra mit Einselement, © eine Teilmenge des 
Raumes $ und R ein nicht unbedingt beschränkter Operator in 9. Wir sagen, 
daß die Menge & und der Operator R zur Algebra M gehören und schreiben 
©&nM bzw. RnM, wenn die Menge © invariant gegenüber jedem unitären 
Operator aus M’ bzw. der Operator R mit jedem solchen Operator aus 9 
vertauschbar ist. 


}) Die Gesamtheit dieser Algebren wird nicht als abzählbar vorausgesetzt. 
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Ist RE B(9), also R beschränkt, so ist die Beziehung Rn M äquivalent der 
Beziehung RE M, denn Rn M bedeutet, daß 


Re(M’y= (M’'=M 


ist. Für einen abgeschlossenen linearen Operator R mit einem in 9 diehten 
Definitionsbereich und der kanonischen Zerlegung R= WH (vgl. $21, Nr. 1, 
Satz II) ist infolge der Eindeutigkeit dieser Zerlegung die Beziehung 


U* RU = (U*WV)(U*H UV) 


die kanonische Zerlegung des Operators U®RU. Die Gleichung UHRU=R 
für alle VE M’ bedeutet, dB U*WU=W, U*HU=H, also WEM, 
HnM ist. 

Ist ferner © linear und abgeschlossen, so ist die Beziehung © n M äquivalent 
mit Pg& € M, wobei Pg& der Projektionsoperator auf & ist; denn aus &nM 
folgt USC6& für jeden unitären Operator U EM’. Setzen wir hier U* 
statt U, so haben wir U*&cC ©, woraus SC U6 folgt, so daß 6 = U6 
ist. Dann ist auch U(H — ©) = 9 — © und infolgedessen 


PeUx=Ux=UPex für zEG, 
PeUx=0=UPer für zEH—E©.. 


Also gilt PgU= UPe für alle U € M’. Das bedeutet, es ist Pgn M,PsE M. 

Somit bedeutet für jeden abgeschlossenen Teilraum M die Beziehung 
Mr M, daß der Operator Py mit allen Operatoren aus M’ vertauschbar ist, 
d.h., daß M alle Operatoren aus MM’ reduziert. 

Ein einfaches Beispiel eines abgeschlossenen Teilraumes, der zur Algebra U 
gehört, erhalten wir, wenn wir auf ein festes Element fE 9 alle Operatoren 
AEM’ anwenden und dann die abgeschlossene Hülle der Gesamtheit &, 
dieser Elemente A f bezüglich der Norm in $ bilden. Ist nämlich U ein unitärer 
Operator aus M’, so ist UA € M’ und folglich UAfeE ©&,. Daraus ergibt sich 
06,c6,U6cC6$,. 

Wir führen nun die Bezeichnungen &, = M#' und Pg;= Ef” ein. Offenbar 
ist f aus MM, denn es genügt, A = 1 zu setzen. Somit ist M/T ein minimaler 
abgeschlossener Teilraum, der f enthält und alle Operatoren aus M’ reduziert. 
Daraus folgt: Ist M ein abgeschlossener Teilraum, Mn M und FEM, so gilt 
MOM. 


-..2. Fundamentalhilfssatz. Für das Weitere benötigen wir den folgenden 


Hilfssatz. Ist M ein Faktor und AE M, A’ € M’, so ist die Gleichung 
AA’—=O nur für A=0 ode A=0 erfülli. 

Beweis. Es sei M die Menge der Elemente € 9 mit der Eigenschaft 
AXf/=0 für jeden Operator X € M. Insbesondere ist A/=0 für FEM. 
Offenbar ist M ein abgeschlossener Teilraum von 9. Es sei P der Projektions- 
operator auf M; wir zeigen, daß P mit allen Elementen aus M und aus M’ 
vertauschbar ist, d. h., daß M alle Operatoren aus M und aus M’ reduziert. 
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Da die Algebren M und M’ mit A auch A* enthalten, genügt es zu beweisen, 
daß M invariant ist gegenüber allen Operatoren aus M und aus M’. Für 
jeden Operator BEM ist auch XBE M und folglich AX Bf = 0 für FEM. 
Dann ist aber auch BE M, so daß M invariant gegenüber allen Operatoren 
aus M ist. Für fe M, BEM’ ist nun, da sich der Operator B mit 
den Operatoren A und X vertauschen läßt, AXBf= BAX/=0. 
Somit ist M auch gegenüber den Operatoren aus M’ invariant. Aber dann ist 
PEMNM = (el), so daß entweder P=0 oder P=1, d.h. entweder 

= (0) oder M= 9 ist. 

Für beliebige FE 9, XEM folgt wegen AA’=0 


AXAF=AAXT=0, 


also A’fEM. Hieraus ergibt sich im ersten Fall 4’f= 0 für jedes Element 
fe9,d.h,esist A=0. 
Aus P=]1, also M= 9, folgt aber Af= 0 für alle FEH, also A=0. 


3. Definition der relativen Äquivalenz. Bis zum Schluß dieses Paragraphen 
wollen wir M stets als Faktor annehmen. 

Zwei abgeschlossene Teilräume M und N heißen äguivalent bezüglich M, 
wenn in der Algebra M ein partiell isometrischer Operator U mit dem Anfangs- 
bereich M und dem Endbereich N existiert. Wir schreiben in diesem Fall 
MR... M) und ebenfalls Py = Pa (...M). It MNR(...M), so sind 
M und R offenbar von gleicher Dimension. Die Umkehrung dieser Aussage 
gilt nicht, denn man kann nicht einfach M auf % isometrisch abbilden, sondern 
muß diese Res mit Hilfe von Operatoren aus M vornehmen. Aus 
MIR. ee ee a Le 
so daß der Begriff der Äquivalenz nur für Teilräume sinnvoll ist, die zu M 
gehören. Ferner gilt für PN, Br M: Es ist MM; ferner it MR, 
wenn RM ist; ausMNUndN m 2 folgt M — %. Schließlich ergibt sich 
aus den Beziehungen M,-RN,CEMW, ML M:NLN: für «a+ß, daß 
Ze OM,r & ON, ist; denn ist U, ein partiell onekischer Operator aus M 


mie dem Kokangabäteiah M, und dem Endbereich R,, so ist U= Z U, 


ein partiell isometrischer Operator aus M mit dem Anfangsbereich Zu ® m, 
und dem Endbereich & ON. 


Beispielsweise sind die abgeschlossenen Hüllen der Wertebereiche!) R(X), 

N(X*) der Operatoren X bzw. X* abgeschlossene Teilräume, die bezüglich M 
äquivalent sind, wenn X ein beliebiger abgeschlossener linearer und zu M 
gehöriger Operator mit in $ dichtem Definitionsbereich ist. Denn ist X= WH 
die kanonische Zerlegung des Operators X, so ist W ein partiell isometrischer 
Operator aus M mit dem Anfangsbereich R(X*) und dem Endbereich R(X) 
(vgl. Nr.1 und $21, Nr.1, Satz II). 


1) Es ist in diesem Kapitel bequemer, die Bezeichnungen zu ändern und D{Z) und 
RX) anstelle von D, bzw. Rz, zu schreiben. 
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4. Vergleich abgeschlossener Teilräume. Wir benutzen jetzt den Begriff 
der Äquivalenz, um die Menge aller abgeschlossenen Teilräume MnM zu 
ordnen. 

Es seien M und W zwei abgeschlossene, zum Faktor M gehörige Teilräume. 
Wir sagen, der Teilraum M ist nicht größer als der Teilraum NR bezüglich M 
und schreiben Ü S R(... M) oder Py < Py (... M), wenn Meinem Teilraum 
von % äquivalent ist. Wir nennen den Teilraum M kleiner als den Teilraum % 
und schreiben MW <NL...M), Pn<Py(... M), wenn MSN und M nicht 
äquivalent N ist. 


I. Für zwei beliebige Teilräume M und R, die zum Faktor M gehören, gilt 
steis entweder WIN... M) oder RSIM(... M). 

Beweis. Wir können offenbar M + (0) und R = (0) annehmen. Wir wollen 
zeigen, daß in diesem Fall in M und N von (0) verschiedene Teilräume WM, 
bzw. X, existieren, die zu M gehören und bezüglich M äquivalent sind. Dazu 
wählen wir ein Element f=F 0 aus M. Dann ist BY € M’, EM +0; da außer- 
dem Pn € M, Py = 0 ist, folgt auf Grund des Hilfssatzes aus Nr. 2, daß auch 
Py EM =# 0 ist. Nun ist PyBM Projektionsoperator auf RNMM und demnach 
N Nm =+ (0). Wir wählen im Raum E NM ein Klemens ı g, dessen Norm 
gleich ins ist. Wegen gE MF existiert in dei Algebra M ein Operator A 
derart, daß | — Afl<1 and: folglich erst recht | Pag — Pa A f| <1l ist. Da, 
Pag=g und Pyf= f ist, läßt sich die letzte Ungleichung in der Gestalt 
Ig— PgAPyf| < 1 schreiben. Aus dieser Ungleichung folgt X = Pg AP #0, 
denn sonst wäre |g| < 1, während |g| = 1 sein sollte. Setzen wir M, = R(X*), 


R,= = RX ), so ist I = Fr (0), RK, - (0) und 
M—RPrA* PCM, M-RPrAPn)CR. 


Wegen X= PgAPmEM sind die Teilräume M, und W%, bezüglich M 
äquivalent (vgl. Nr. 3). 
Auf Grund der Beziehungen 


Pn-n,=Pn-PnEM, Pa-n=Pan-PnEcM 


gehören die Teilräume M— M,, R— N, ebenfalls zu M. Sind sie noch beide 
verschieden von (0), so lassen sich nach dem Vorhergehenden in M — M, und 
N — NR, von (0) verschiedene Teilräume M, bzw. N, finden, die bezüglich M 
äquivalent sind. Dabei ist offenbar M, 1 Ms, Rı 1 N;. Wiederholen wir diese 
Überlegungen und wenden wir das Zorusche Lemma an, so können wir von (0) 
verschiedene Teilräume M,, N, konstruieren, für welche MR... M) 


ist und entweder VOM, =-M oder V® N, —=N% gilt. Wegen 
ver LI 


ZEM,- ION... M) 


folgt im ersten FaAIM <N, im zweiten FAIN SM. 
ML. Au MINWÄNSM fl MN. 
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Beweis. Der Beweis verläuft analog dem des BERNSTEINschen Satzes über 


. den Vergleich der Mächtigkeiten. Es sei 


MOWCR, ; (1) 
ROMCN (2) 
und UEM ein partiell isometrischer Operator mit dem Anfangsbereich N 


.und dem Endbereich MW’. Er bildet den Teilraum N’ CR auf einen Teilraum 


mM’ CM’ isometrisch ab. Daher ist U Py- ein partiell isometrischer Operator 
aus der Algebra M mit dem Anfangsbereich %’ und dem Endbereich M”, 
so daß also N’ — NM’ ist. Hieraus und aus (1) folgt MW”. Ist nun V ein 
partiell isometrischer Operator aus M mit dem Anfangsbereich WM und dem 
Endbereich M’ und setzen: wir ME) —- ’M, MeD—=V’MW (so dab also 
MOM, MOM, MO — M’ ist), so finden wir leicht 

MO IMVIMID... und M9nM 0=0,12,...) 


Außerdem bildet der Operator V den Raum MP) auf den Raum MP*?, den 
Raum MP+D auf den Raum MP +9 und demzufolge den Raum MA — MP+» 
auf den Raum MP+9 — MP+2 isometrisch ab. Daraus folgt wie oben 


MM —_ MED MED —_ MR+3) (...M). 
Daher sind in der Gleichung 


MO — MO — Mm] ® [MP — 2] ® [Med — ME] 0) (3) 


A SEMEONMEONMEON BR 
der erste, dritte, ... Teilraum dem zweiten, vierten, ... Teilraum in der 
Gleichung yıD) — MO — 2] & MP — ME] ® [MB — mM] ® 

BEMONMANMON... = 
äquivalent; ebenso sind der zweite, vierte, ... Teilraum in der Gleichung (3) 
dem ersten, dritten, .. . Teilraum in der Gleichung (4) gleich, also äguivalent. 
Außerdem gilt 

MONMONMON... =-MYNAMOINMON.... 


Folglich ist MO MO, also MM. Andererseits ist M’ N wegen (2) 
und somit MN. 
. III. Für jedes dem Faktor M zugeordnete Paar von Teilräumen Mund R 
gilt genau eine der drei Beziehungen 
MR... M, MR... M, MDRE..M). 

Nach Satz I ist nämlich MM CR oder RMCM. Gelten beide 
Beziehungen, so ist MN nach Satz II. Gilt nur die erste bzw. nur die 
zweite Relation, so- ist M<NR bzw. RK <M. j 


IV. Für WR sind die Beziehungen M<EM-B bzw. M>B den 
Beziehungen RB RB bw. N > RB ägywivalent. 
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Die Beziehung MS bedeutet, daß M - %’ CB gilt. Dann ist aber auch 
NPWCc®B, d.h. R< BP. Ist dabei RR, so auch MP. Daher folgt 
aus M<P die Beziehung R<B. Ferner bedeutet die Beziehung BS SM, 
daß PM CM ist; hieraus ergibt sich wegen ? -M, daß in X ein \ dem 
Teilraum M’ äquivalenter Teilraum N’ existiert. Dann ist jedoch P-WCN, 
also PSIN. Hieraus können wir wieder wie oben schließen, daß die Beziehungen 
PH und P<M einander äquivalent sind. 


v. AusM<NWIN<PBLHEM<P. 
Auf Grund von Satz IV folgt aus den Beziehungn M <NundX- PC #, 


dB M<PCB also M-P’CWCB ist. Somit gilt MS P; würde. 


MW sein, so wäre BP <N wegen Satz IV, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Also ist M<®%. 
Wir geben noch die folgenden einfachen Sätze an: 


VL a) Au WRNNnMWINENR EM SN; 
b) (GSM, wobe (())-M nur für M= (0) gilt; 
)MSIH- 
VII Aus M, NnM folgt!) MINNM und 
(MIM-N<IM. )) 


Satz VI gilt offenbar; zum Beweis von Satz VII weisen wir darauf hin, 
daß der Raum (MINR)— NR die abgeschlossene Hülle der Gesamtheit der 
Elemente der Form 


Po-s/F+N=Ps-n/=Ps-nPnh, FEM, gEeN, hEed, 
ist. Also gilt 
MEN-N=RPg-nPo) > RlPs-nPa*) =RPnPs-CM, 


woraus sich die Beziehung (5) ergibt. Somit ist (MEN) — Rn M und dem- 
zufolge MINNM. 


5. Endliche und unendliche Teilräume. Ein abgeschlossener Teilraum W, 
der zum Faktor M gehört, heißt unendlich, wenn er einem echten Teilraum 
von M äquivalent ist; anderenfalls heißt M endlich. Den Projektionsoperator 
P EM nennen wir endlich bzw. unendlich, wenn PS endlich bzw. unendlich 
ist. 

Offenbar ist der Teilraum (0) endlich. Ferner gilt: 


L.IEMSN und ist N endlich, so ist M ebenfalls endlich. 


Beweis, Es si M-WCNR; ferner si UEM ein partiell isometrischer 
Operator mit dem Anfangsbereich M und dem Endbereich W’. Ist der Teil- 


3) Im Unterschied zu $ 25 bezeichnen wir in diesem Kapitel den minimalen Teilraum, 
der M und N enthält, mit MR; dies ist offenbar die Gesamtheit aller Elemente f-+9 
mit FEM,gEN und ihrer starken Grenzwerte. 
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raum M unendlich, so gilt M-M EM; daher erhalten wir, wenn wir 

UM — NW’ setzen, WM’MAM-W,N’ EW. Daraus folgt 
T-WEN- WI-MEOEN- WIEN 

d.h., % ist unendlich; das widerspricht jedoch unserer Annahme. 

Somit sind entweder alle Teilräume Mn M (insbesondere 9) endlich, oder 
es existieren unendliche Teilräume Mn M, und dann ist der ganze Raum 9 
unendlich. Jeder endliche Teilraum ist kleiner als ein beliebiger unendlicher 
Teilraum. 

Für die weiteren Untersuchungen der unendlichen Teilräume benutzen wir 
ein Verfahren, das dem Verfahren der sukzessiven Subtraktion gleicher Ab- 


‘ schnitte analog ist. 


II. Sind M und R zum Faktor M gehörige Teilräume und ist WR < m so 
läßt sich der Teilraum M in der Form 


M=(ZON\OR ) 
LI-D 


darstellen, wobei X eine besthamne Indexmenge, ”,- NR für alle xeW und 
PAR ist. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist RN EM. It ER > MN, so ist 
die Darstellung M= NMNOM— N] schon die gesuchte (A= {l}, 
PB = M — R,). Anderenfalls ist RN N,c M — N,. Wenden wir das Zornsche 
Lemma an, so können wir schließen, daß ein maximales System {R,, xeW} von 
zueinander orthogonalen Teilräumen N, in M existiert, die dem Teilraum N 
ägquivalent sind. Für B=M— 2 OR, erhalten wir WM = Pi ON, «) 9% 


«cu 
und ®<N%, da wegen der Maximalität von m weg in 2 kein zu % 
äquivalenter Teilraum enthalten ist. 


III. Ist die Menge U unendlich, so darf man in Gleichung (1) ® = (0) setzen. 


Beweis. Es sei W= W— {1}. Da die Mengen W und X von der gleichen 
Mächtigkeit sind, gilt 


-(ZOROR- (Zn oRz[ Zen) onzm. 


Hieraus folgt M — a ON,- Ist U ein partiell isometrischer Operator aus der 


Algebra M mit dan Anfangsbereich M und dem Endbereich a ON, und 
setzen wir N, = ÜU*N,, so ergibt sich 


LN für aß, WORMR..M), 


M= ION. 
ze 
IV. Jeder unendliche Teilraum M läßt sich in der Gestalt 
N= ZON, 
ed 


N wobei die Teilräume N, von (0) verschieden und einander äquivalent 
sind und X eine unendliche Menge bezeichnet. 
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Beweis. Nach Voraussetzung ist M-WENM. Ist U ein partiell iso- 
metrischer Operator aus der Algebra M mit dem un M und dem 
Endbereich M’ und setzen wir 


MI UM, MEMO-MNeHD (n=0,1,2,...), 


so gilt 
ya+ı z Mm, Parı = UN. 


Also ist R%, == (0), die Teilräume N, sind einander äquivalent, und es gilt 
—= | Zom) BMONMONMEON.... 
n-1 
Die Anwendung von Satz II auf die Teilräume MONMUNMEN.. 
und R, (statt M und N) liefert die Beziehungen 
MONMINMON...-( ZEN)OF, PR, 
\zeW 
und 
= (ZEM)OP, =, 1,23; %. 
Da X unendlich ist, gilt nach Satz III 
M= VON, mit MN, füralle a, BEN. 
xeN 
V. In jedem unendlichen Teilraum I gibt es einen Teilraum N mit der 


Bigenschaft MN MN. 


Beweis. Wir zerlegen die Menge X aus Satz IV in zwei unendliche Teil- 
mengen W, und %, von gleicher Mächtigkeit und setzen = VON,. Dann 


erhalten wir cd 
or AR a N 
also 2 
MRMNR. 


VI. Ist der Raum $ separabel, so sind alle unendlichen Teilräume von 9 
einander äguivalent. 

Beweis. Die Teilräume M und M’ seien unendlich. Nach Satz IV läßt 
sich M in der Gestalt N= VEN, darstellen, wobei Y abzählbar ist. Wenden 


LIT 
wir ferner den Satz II auf die Teilräume M’ und %, an, so erhalten wir 
MW ( ON.) ® %; 
et’ 


dabei ist die Menge W endlich (und eventuell sogar leer) oder abzählbar und 
P<N,. Ist W endlich, so ist offenbar M’ <M; ist dagegen W’ abzählbar, 
so können wir ®’ = (0) setzen, woraus sich WIR ergibt. In jedem dieser 
Fälle ist also M’ <!M. Vertauschen wir die Rollen von M und W’, so folgt 
MM. 
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VII. Die Summe von endlich vielen endlichen Teilräumen ist endlich. 
Diesen Satz wollen wir in vier Schritten beweisen. 


1°. Sind M,R, Br M abgeschlossene Teeilräume undiEMLÄK,BPCMEON, 
so läßt sich ® in der Form B=-W SWBNW darstellen, wobes W,W, W 
zueinander orihogonale und zur Algebra .M gehörige Teeilräume bezeichnen. Dabei 
EM CM WEN, und W ist der Wertebereich des Operators 1-+ A, wobei 
A ein zur Algebra M gehöriger abgeschlossener linearer Operator mit einem 
zu M orthogonalen Definitionsbereich und einem zu W orthogonalen Werte- 
bereich ist, so daß die Gleichung Af=0 nur für [=0 erfüllt ist. Dabei ist 
PDA RA). 

Wir setzen W=-MNB W=NNB V=P-[MW © MW]. Gehört f 
zu P,swit FEPBPCMON, so daß sich also das Element f in der Form 
j=g+hmitgeM,hENR darstellen läßt. Wegen / MW undJERLM 
ist auch g= f—hı WM. Analog ist h | W. Setzen wir h= Ag, so definiert 
diese Beziehung den Operator A eindeutig. Aus g = 0 folgtnämlichh= E W 
und daher RAEPNN=W; da andererseits REP LM ist, folgt h= 0 
Analog ergibt sich aus A= 0 die Beziehung 9= 0. 

Daraus, daß die Menge %’ linear und abgeschlossen und ®’n M ist, können 
wir schließen, daß der Operator A dieselben Eigenschaften besitzt. Wir setzen 
M’— DA), W’= RA), A,= (1+ A)Py-. Dann gehört A, zum Faktor M 
und ist auf einer in 9 diehten Menge definiert. Es gilt also!) 


PERL RA RAN 9— 1: = 0} 
Sera WIE. 
Ebenso ergibt sich PR”. 

2°, Sind die Teilräume M, N und ® die gleichen wie in Satz 1°, so ist ent- 
weder BSM oder MEM— PSIN. 

Wenden wir den Satz 1° auf WM, N und ® an, so erhalten wir die Teilräume 
WIN: Wi und den Operator A,, und wenden wir danach den 
Satz 1° auf RR, N und (MEN— BP an, so ergeben sich die Teilräume 
MM NG, PZ und der Operator A,. 

Wir sehen sofort, daß Mi LM; und Ri 1 N; ist. Ferner setzen wir 

MEM-MOM) N-N-MOR)- 

Aus FED(A) folgt FHAFERCPH FH-ATLMCMEM— PB. 
Andererseits ist A,f als Element von % N zu ge M orthogonal. 
Daraus ergibt sich / 1 M;, und somit Mi’ LM; und WU’ CM,. Analog er- 
halten wir MW’ CM, und w sc Für die Teilcäume N, und M; gilt 
eine der beiden Beziehungen E37 SM; MS. Im ersten "Fall existiert 
in M; ein Teilraum M, mit der Eigenschaft" Un IM, CM;; also ist 


P-MESENEH-MEMOMM CMOMEOEM-MN, 


3) Der Ausdruck {f: A,f = 0} bezeichnet hier den Nullraum des Operators As, d. h. die 
Gesamtheit derjenigen Elemente f, für die A,f= 9 gilt. 
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BIM. 
Im zweiten Fall gibt es in W einen Teilraum 9%, mit der Eigenschaft 
MAN,C N; daraus folgt 
MER MWOEWDE-MNEWERN-MEROH-R 
MEM—-BSISN. 

3°. Die direkte Summe zweier zueinander orthogonaler endlicher Teilräume 
ist endlich. 

EssiM 1 RundM, Nendlich. Ist der Raum R 9 R unendlich, so existiert 
in ihm nach Satz V ein Teilraum ® mit der Eigenschaft 

MEN-E-MEM— F- 


Nach Satz 2° ist dann entweder BSM oder MEN BST; also 
ist M oder R genau we MON unendlich. Das ist aber nicht möglich, da M 
und N nach Norsnasslzung endlich sind. 


d.h. 


4°. Die Summe DM -- N zweier endlicher Teilräume M und Rt ist endlich. 


Wir setzen B=-(MINR)— N. Nach Nr.4, Satz VII, ist PSM, also B 
endlich. Andere ist BPLALNAWIMLNA-PDHON so dab R IN nach 
Satz 3° endlich ist. 

Hieraus erhalten wir durch Induktion den Satz VII. 
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1. Der ganze Teil des Quotienten zweier Teilräume. Wir zeigen jetzt, daß 
jedem endlichen Teilraum eine nichtnegative Zahl zugeordnet werden kann, 
die die Eigenschaften einer Dimension besitzt. Dabei zeigt es sich, daß die 
Dimension beliebige (sogar irrationale) Werte annehmen kann. 

Wir erinnern vor allem daran ($ 35, Nr. 5, Satz II), daß für zwei gegebene 
Teilräume M, Rn M (N = (0)) die Darstellung 


= ( Z® Re) BR 
«cd 
gilt, wobei N, AN und P<R ist (für MN ist die Menge X leer). Wir 


setzen nun voraus, % sei endlich, und untersuchen, wie W beschaffen sein 
. muß, damit M ebenfalls endlich ist. s 


Hilfssatz. Ist der Teilraum R% endlich und von (0) verschieden, so ist die 
Menge W in der Darstellung 


M<(ZONJOP NR, P<R, (A) 
ID 


genau dann endlich, wenn der Teilraum M endlich ist. Ist M endlich, so hängt 
die Anzahl der Elemente von A nicht von der speziellen Darstellung (1) ab. 
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Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt unmittelbar aus $ 35, 
Nr.5, Satz VII. Wir nehmen nun an, M sei endlich. Wäre dann X unend- 
lich, so würden wir, won wW- NORDENS --- setzen, 


MW-RNDORNDORO MON EM 


erhalten, d. h., M’ wäre ein unendlicher Teilraum mit M’ <M. Das ist aber 
infolge der Endlichkeit von I und $ 35, Nr. 5, Satz I, nicht möglich. 
Wir bezeichnen mit k die Anzahl dieser Räume, und es sei 


MENDBROS-SONSP (2) 


eine zweite Darstellung. Ist beispielsweise k <1, so existiert auf Grund der 
Bedingung P<R-NR,, ein Teilraum $ derart, daß B-KC N... ist. 
Daraus folgt 


MeND--OMOPT-NO--EMOLEM; 
dies widerspricht jedoch der Tatsache, daß M endlich ist. 
Die Darstellung: (1) 15ßt sich in diesem Fall symbolisch in der Form 
| MN B (8) 
schreiben; die Zahl k nennen wir den ganzen Teil des Quotienten aus M und WR 
und bezeichnen sie mit Es R 


Die Gleichung (3) ist auch für MSN sinnvoll; für MN ist k=1 und 
PB = (0), für M<Nist k=0 und P=M. 
Offenbar gelten die Ungleichungen 


#lsBlekee) “ 


und für RM 
F+RlsFeleltlele: ® 


ihren Beweis überlassen wir dem Leser. 


2. Existenz eines minimalen Teilraumes. Wir setzen voraus, im Raum 9 
existiere ein zum Faktor M gehöriger minimaler Teilraum, d.h. ein Teilraum 
M, + (0) und M,nM mit der Eigenschaft, daß aus N <M, und RM die 
Beziehung N = (0) folgt. Ersetzen wir N in (3) durch dieses minimale M,, 
so ist ® wegen ® <M, gleich (0), d. h., es ist M= kM,. Diese Zahl % heißt 


der Quotient aus M und, k= . Sind M und R beide von (0) verschieden 
) 
und beliebige endliche Teilräume, so wird ihr Quotient durch 
m 
Rn_M 
er 
Ms 
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definiert. Die folgenden Behauptungen lassen sich leicht beweisen: 


a) F-T genau dann, wenn WW; 
b) En genau dann, wenn mM < WM; 
e) =0 genau dann, wenn Mr (0); 
d) = 1 genau dann, wenn I -%; 
yERE, 

N BB’ 

NMNOEOR_M, RB 
f) gr ÜNLP. 


3. Das Fehlen eines minimalen Teilraumes.. Wir nehmen nun an, in 9 
existiere kein minimaler Teilraum, aber es gebe wenigstens einen endlichen 
Teilraum, und konstruieren dann eine Folge von endlichen Teilräumen 


Dr, Mio, Ms, .-- mit der Eigenschaft | n 


beliebigen endlichen Teilraum M, aus. Da pt, nicht minimal ist, existiert ein 
von (0) verschiedener Teilraum R <M,,d.h,sit RP M,- Nach $35, 
Nr. 4, Satz II, gilt entweder RSM,— P oder W— BPSN. Im ersten 


Fall setzen wir N= M,, im zweiten M, — B=-M,. Dann ist FE >2. 


Wenden wir auf M, dasselbe Verfahren an, so erhalten wir M, usw., so daß 
sich auf diese Weise die Folge M,, M,, M;, ... . ergibt. 
Es seien WM, N beliebige endliche und von u verschiedene Teilräume. Wir 
zeigen, daß dann der Grenzwert 
M 


[a 


| > 2. Dazu gehen wir von einem 


existiert. Aus den Ungleichungen 


ae stellte, 


[vgl. Nr. 1, (4)] folgt entweder 


| n jo m=1, 2,3, es oder Iim es. 


no! 
Im ersten Fallit % <M, (n= 1,2, 3,...); dann folgt aus den Ungleichungen 


M, | | Mn I] Ess m 
P- .. >2 
(m Ze Mer Mu +2 a+m Z 
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die Beziehung SM, <SEPIM, SIR, also . > 2” -1 für jedesnatürliche m; 
das ist jedoch nicht möglich. Somit gilt lim | = = und analog 
2X n 
lim I = oo. Dann folgt aus den Ungleichungen 


not” 
M M M, M 


Er u WE ie: = u 
Marm M, Marm Mn 
[vel. Nr. 1, (4)] die Beziehung 
| ee 
+1 
Im nl _ le 


{ 
= lim 
| || 
Mn Murm 


Andererseits ergibt sich aus (1) wegen lim | = 


1X M, 
w|_.,, ls. 
+1 
im. Mel _ jim > lim ul 
= | u | ae 5] re R | 
, M, E M, M, 
Daher ist - 53 | M | 
lim Del mn Mu | (2) 
R-—>00 | Ei N—0X9 | EL | ji 
N, M, 
is.) 
5 M. 
und der Grenzwert lim 


existiert; er ist endlich und nichtnegativ. 


no [_R 


M, 
Da die Endlichkeit bei Vertauschung von M und Rt nicht verletzt werden darf, 
kann der Grenzwert nicht gleich. Null sein; also ist 


a 
Du _ 
ST ie 


) 
in 


0 < lim 


NIX | 


Wir nn diesen Grenzwert den Quotienien aus M und R und bezeichnen 
ihn mit X, Für MN= (0) setzen. wir = 0. 

Später el wir zeigen, daß der Quotient + nicht von der Wahl der 
Folge M,, Ms, M;; ....abhängt; bis dahin werden wir diese Quotienten unter- 
suchen, indem wir die Folge auf irgendeine Art on Wie bei der Existenz 


eines minimalen Teilraumes hat der Quotient 2 die Eigenschaften a) bis f ) a 


Nr. 2; sie folgen sofort aus den analogen Eigenschaften des Ausdrucks * n 
und den Ungleichungen (4) und (5) aus Nr. 1. 
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4. Existenz und Eigenschaften der relativen Dimension. Die Ergebnisse 
der Nr. 2 und 3 können wir in der Form des folgenden Hauptsatzes formulieren. 


Theorem 1. Es existiert eine für alle abgeschlossenen und zum Faktor M 
gehörigen Teilräume definierte Funktion D(M), die den IHRER Bedingungen 
genügt: i 

a) DM)=0 für M= (0); DM) >0 für D=+ (0); 

b’) DM) = oo genau dann, wenn M unendlich; 

N für MR it DM) = DR); 

OP) für MAR iE DR EN = DM) + DR); 

a für MN und endliches) M ist DM) < DON). 


Die Bedingungen a’), ce’) und d’) definieren die Funktion DM) eindeubig 
bis auf einen konstanten Faktor, sobald DM) ne einen endlichen 
positiven Wert annimmt. 


Beweis, Enthält der Raum 9 keine endlichen, von (0) verschiedenen 
Teilräume, so nimmt die Funktion D(M) nur die beiden Werte 0 für M = (0) 
und oo für M = (0) an. Offenbar sind dann die Bedingungen a’) bis e’) erfüllt. 
Wir wollen von diesem trivialen Fall absehen und annehmen, daß es in 9 
endliche, von (0) verschiedene Teilräume gibt. Es sei 3 einer von ihnen. Dann 


setzen wir D(M) = = für endliches M. Die so konstruierte Funktion D{M) 


erfüllt alle fünf Bedingungen. 

Es sei nun D(M) eine beliebige Funktion, die den Bedingungen a’), e’) 
und d’) genügt. Dann ist D(M) = © für unendliches M; denn ist Mt unendlich, 
so existiert ein Teilraum M, £ M, der dem Raum M äquivalent ist. Hieraus 
und aus den Bedingungen d’), ec’) und a’) folgt 


D(M) = D(M,) + DM — M) = DM) + DM — M)), 


wobei D(M — M,) positiv ist. Dies gilt aber nur für DW)= m. Es sei 
nun M endlich, und % sei ein Teilraum, für den D(R) endlich und positiv ist. 
Auf Grund des eben Bewiesenen ist R endlich; infolge der Bedingung a’) ist 
R = (0). Wenden wir a’), ce’) und d’) auf die Formel (3) aus Nr. 1 an, so erhalten 
wir 


DMSLDM+-DWERTHDM; 


also ist D(M) endlich. Daher folgt aus a’), e') und d’) die Bedingung P’). 
Existiert in 9 ein minimaler Teilraum M,, so gilt für jedes endliche M 


MMS OEM, mt MM (G=1,2,...,k) und k=.. 
Hieraus folgt mit d’) und e) i 
DM) - DR) +: + DM) -EDR)- DM), 


2) Ist 9 ein separabler Raum, so folgt schon aus der Beziehung M < R die Endlichkeit 
von M (vgl. $35, Nr. 5, Satz VI). 
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also (wegen a’) an — = und 
NM 
DM _ MM _M a) 
DH IT 
Mo 


Wir setzen nun voraus, Ö besitze keinen minimalen Teilraum. Ferner wählen 
wir eine Folge M,, My, Ms, .:-; Den | >2 
n+l 


n=1,2,3,...) genügen. Dann gilt für alle endlichen und von (0) ver- 
schiedenen Teilräume M und R 


RM + Pr; PM 
2-|g-| MR, nl, 


so daß wir mit Hilfe von d’) 
DR) = em + 2%. 


(2) 
DDR + DR 


erhalten. Aus der Beziehung ®,<M,, folgt andererseits B, — M, = M,: 
also ist wegen d’), a’) und ce’) 
DM) = DM) + DM -M)>DM)=D(B.): 


so daß hiermit aus (2) 
Dw< (tm. Dm>[z Dem. 


b mM 1 
IE [=.|* 


also 


m, 
und nach Grenzübergang für n > 
Dam _ m 
DEN 


N DM 
Da <H ist, folgt = . E. (vgl. Nr. 2,d) und e)). 


Somit gilt die Gleichung (1) auch dann, wenn kein minimaler Teilraum 


folgt. Da analog 


existiert. Hieraus können wir erstens schließen, daß der Quotient F- nicht von 


der Wahl des minimalen Teilraumes oder der Folge M, , M,, M;, ... abhängt, 
und zweitens, daß für endliche M und R 

DM DM _M 

DR) DM) N’ 
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also D,M) _ DM) 
DM)  DeR) 


ist, wenn D,(M) und D,(M) zwei verschiedene, den Bedingungen #), c’) 
und d’) genügende Funktionen sind. 

Wir haben hiermit bewiesen, daß die Funktion D() durch die Bedingungen 
a’), c’) und d’) bis auf einen konstanten Faktor definiert. ist. 

Die durch die Bedingungen a’), ce’) und d’) definierte Funktion D(M) heißt 
relative Dimension. Wollen wir betonen, daß sich die Dimension auf den 
Faktor M bezieht, so schreiben wir D,, (Mt). Die Wahl des konstanten Faktors 
nennen wir Normierung der Funktion D(M). 

Die relative Dimension läßt sich auch als eine auf den Projektionsoperatoren 
PCM definierte Funktion betrachten, wenn wir D(P)= D(M) für P= Py 
setzen. Die Bedingungen a’) bis e’) nehmen dann folgende Gestalt an: 

a”) D(P)=*0 für P=0; D(P)>0 für P+0; 

b’) D(P)= co genau dann, wenn P unendlich ist; 

e”) für PR = P; ist D(P,)= D(P;,); 

4”) für PLPy= 0 ist D(P, + P))= D(P,)+ D(B,); 

e”’) für P,<P, und endliches P, ist D(P,)<.D(P,). 

I. Sind M,,M,, -.. zueinander orthogonale und zur Algebra M gehörige 
Teilräume, so gilt 

DMEMS.-)= DM) + DM) (8) 

Beweis. Wir untersuchen zunächst den Fall, daß WM, M,®--- ein 
endlicher Teilraum ist. Offenbar können wir annehmen, daß alle D(M,) 
positiv sind. Aus 


MOM, - EM, <MOoM,Dd-- 
folgt DM) +DM)+ + DM)<DM EMS) 
und somit DM) +DM)+- - <SDMOMO--). 0 
Die Reihe auf der linken Seite dieser Ungleichung konvergiert. Wir brauchen 


also nur noch zu zeigen, daß das Gleichheitszeichen gilt. Dazu nehmen wir das 
Gegenteil an; es sei also 


Ee=-DMEMS.)—-IDPMI+DM)+---1>0. (8) 


Da die linke Seite von (4) konvergiert, strebt D(M,) gegen Null. Also existiert 
ein Index », für den 0 < D(M,) <e gilt. Wir setzen M, = u Ferner können 
wir schreiben: j 


e=- DM DO SEM) DM,H Mar. ©) 
=-DM.+ı® Mn+2® = )— ID Ms) +DM+9)+ 


= const 


somit ist 
DR <DMarı ® Marz ®-- .) = DMz+1) +DM +2) + u. ] 


(6) 
<DM. AB Mar. )- 


472 8 36. Relative Dimension 


Andererseits können wir aber n so groß wählen, daß’ 
DM) DMar)t<DR (7) 


gilt. Dann ist insbesondere DM.) < DR), also M,., <N. Daher existiert 
ein Teilraum R,.ı CN mit der Eigenschaft M,,ı — Wnsı EN, und die Un- 
gleichung (7) läßt sich in der Form 


DT DM) FT DIM nt °° -<D( Rad FDNR Nr) 
DM. +2) +DM.::) + De <DM-N.+1) 


schreiben. Wiederholen wir dieses Verfahren, so können wir solche Teilräume 
Nur Ryrz, . ; . Konstruieren, für die RW, -M, (k=r+1l,n+2,...) und 


3 ON,CN gilt. Dann ist aber 


k=en+l 


oder 


B3 Bun 3 OMCN 


k-n+il ken+l 


dies widerspricht jedoch der Ungleichung (6). Somit kann (5) nicht gelten, 
sondern es muß der Fall (3) eintreten. 
Aus diesen Überlegungen ergibt sich, daß die Reihe 2 DM.) divergiert, 


wenn der Teilraum = ® M;, unendlich ist. Denn würde Hose Reihe konver- 


und folglich 


gieren, so kämen ir wie oben von der Ungleichung m ) auf die Ungleichung (8), 

woraus wir schließen KuuBen daß der Teilraum 3 OM, und demzufolge 
kens+l 

auch der Teilraum 2 EM, endlich ist. 


II. It Mc rc Mc. . und Dun M(k=1,2,3,...), so gili 

(5 N) = Im DAR, 
Beweis. Setzen wir %, = I, = MM, (k=2,3,...),s0 erhalten 
2n IM-MORE-, © Ol- 
Hieraus folgt 


D (Zr) =D DM) + = m IDM) 


No k= 


=1imDNR,®-- ON.) = im DM). 


R—>0o 
TIL. Ist WIM IM; >. . ., sind alle M,nM und ist M, endlich, so gilt 
DMN MN MN .. .) — lim DM,)- 


N—0o 
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Dieser Satz läßt sich auf den vorhergehenden zurückführen, denn es ist 
MM CM-MEC...- 
IV. Sind die Teilräume NR,(k=1,2,3,...) endlich und konvergiert die 


Reihe D(W,) + DIM,) + -, so ist der Raum NN; endlich, 
und es gilt 


DUMMEN H)SEDNI)+DR) HDMI) Tr: 
Beweis. Zunächst ist auf Grund von $35, Nr. 4, Satz VII, 
DRU+RI-DR)SDR) 
und folglich DRIN) ZSEDR) + DR). 
Dureh Induktion erhalten wir hieraus für jedes natürliche » 
DEF INJSEDNIt DM) 


Setzen wir nun M,= Na: N,, so erhalten wir unter Anwendung 
von Satz II 


DMNEFNL )= lim DM) sim [I DR)+DR) ++ DR] 


N 


=DR)+DN)t-- 


5. Der Wertebereich der relativen Dimension. Klassifikation der Faktoren. 
Wir bezeichnen mit A den Wertebereich der relativen Dimension D({M) und 
wollen untersuchen, wie die Menge A beschaffen ist. In jedem Fall enthält 4 
die Zahl 0 und besteht aus nichtnegativen Zahlen. Gibt es im Raum 9 keine 
von (0) verschiedenen endlichen Teilräume, so ist 4 = {0,00}. Sehen wir von 
diesem trivialen Fall ab, so finden wir, daß A noch die folgenden beiden 
Eigenschaften besitzt: 

a) Aua, BßeAunda>ß folgt a— BEL; 

b) ausa,,« € A und Da, = « (die Summe soll endlich oder. abzählbar sein) 

folgt Da,ceA. * 
[7 


Ist nämlich DX)=«, DW)= PB, so folgt aus D{N) > D(M) die Un- 
gleichung M<R, also ist MW — R; dann ist aber 


a= DM =DRN)-DR-M=BH+DR- WM), 
woraus sich «— P=D(R— W)EL ergibt. 

Gehören ferner &, und & zu A, so wählen wir ein MnM mit DM) = &, 
und ein MnM mit D(M)= «. Mit Hilfe der Überlegungen aus Nr. 4, Satz I, 
konstruieren wir dann eine Folge M,, M;,... derart, daß M; LM, für 
;j+k, DM,)= er, und VEHM, CM ist. Hieraus folgt auf Grund des eben 
erwähnten Satzes, daß #® 


2% = DM)—=D (2® Dr) 
k k k 


zu A gehört. 
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Wir setzen nun voraus, in der Menge A sei ein kleinstes positives Element e 
enthalten. Für ein «€ A mit & #00 und für ein gewisses n gilt dann 


nesa<(n-+])e. 


Setzen wir = %= =@,=& in der Bedingung b), so gehört ne und 
folglich auf Grund er Bedinrüng a) auch & — ne zu A. Nun ist a— ne<e, 
so daß, da & ein kleinstes positives Element von 4 ist, a— ne=0 bzw.a=ne 
sein muß. Enthält A das Element me, so gehören nach Eigenschaft b) 
auch alle ke(k=1,2,...,m—1)zu f. Daher besteht A aus allen Zahlen 
der Form ke (k=1,2,..., m), wobei m eine natürliche Zahl oder oo ist. 

Wir nehmen nun an, die Menge A enthalte kein kleinstes positives Element, 
und setzen e= infxz, z€E A, x2>0. Wir wollen zeigen, daß e = 0 ist. Wäre & 
positiv, so würde in A ein positives Element « mit « <2e existieren. Dann 
müßte & > e sein, weil sonst die Zahl e im Fall« = ein kleinstes positives 
Blement von A wäre. Wegen « > & würde es dann in A ein positives Element 
8 < « geben. Also wäree<ßP <a <2,« —-B<s,a—B>0,a—PeEL [auf 
Grund der Eigenschaft a)]; dies widerspricht jedoch der Definition von e. 

Es ist also e= 0. Dann existiert für jedes ö6> 0 ein Element « € A mit der 
Eigenschaft 0 <a <ö. Ist ß ein beliebiges positives Element von A und gilt 
0 <yı<ya<Pß, so läßt sich zeigen, daß zwischen y, und y, mindestens ein 
Element von 4 liegt. Dazu setzen wir ö= y, — y,; dann gilt für ein geeignetes 
n—= 0,1,2,...die Ungleichung n« <y, <(n+ 1)& <yg: Wie oben folgt hieraus 
(n-+-1)& EA, so daß (n-+ 1)& schon das gesuchte Element ist. Wir zeigen 
ferner, daß jede Zahl y zwischen 0 und 8 zu A gehört. Wählen wir nämlich 
eine Folge $, > ß, > 3; > - mit f,—Y; P„ <ß und ferner Zahlen y, € A mit 
Pr-ı <Yyr < Pr; 80 gilt y,>y, also 

yayıt my) + WW N)t<P- 


Auf Grund von Eigenschaft b) ergibt sich hieraus y € A. 

Möglich sind somit nur die beiden folgenden Fälle. 

a) Der Raum $ ist endlich; dann ist &= D($) das größte Element von 4, 
und es ist A= [0, 2]. Normieren wir die Funktion D(M) so, daß D(9)= 1 
ist, erhalten wir 1= [0,1]. 

b) Der Raum 9 ist unendlich; ist N ein beliebiger, von (0) verschiedener 
endlicher abgeschlossener Teilraum, so gilt nach $35, Nr. 5, Satz IV, die 
Beziehung 9 = I ON,, wobei R, NR und X unendlich ist. Hieraus folgt, 


«ed 

daß in A hinreichend große Zahlen D(N, © BE N,)= nD(N) existieren; 
also ist A = [0, ©]. 

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 

Theorem 2. Der Wertebereich der relativen Dimension ist eine der folgenden 
Mengen: 

(L,) die Gesamtheit aller Zahlen ke (k=0,1,2,...,n); 

(Ix) die Gesamtheit aller Zahlen ke (k=0,1,2,...,00); 

(IL) das Intervall [0,2]; . 

(II) das Intervall [0, ©]; 

(III) die Zahlen 0 und oo. 
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Wir sagen, M sei ein Faktor der Klasse (I,), (I), (IL), (II«) bzw. (III), 
wenn A die in der entsprechenden Klasse genannte Menge ist. Die Klassen (I,) 
und (I.) heißen diskret, (II,) und (II) stetig, (I,) und (IL,) endlich und (I) 
und (II„) unendlich. Die Klasse (IIT) wollen wir vollunendlich nennen. Keine 
dieser Klassen ist leer, d. h., es existieren in jeder dieser Klassen Faktoren; 
in $38 werden einige Beispiele solcher Faktoren angegeben. 

In den Fällen (I,), (I«) und (II,) kann die Funktion D(MR) so normiert 
werden, daß e=1 und &=1 ist. Ein solches D(M) heißt standardnormiert. 


6. Die Invarianz der Faktorklasse gegenüber einem symmetrischen Iso- 
morphismus. 


Theorem 3. Die Klassen (T,), (1%), (IL), (ELo), (III), die Funktion D(M) 
(bis auf einen Faktor), sowie die Äquivalenz, die Endlichkeit, die Unendlichkeit 
und die Minimaleigenschaft von Projektionsoperatoren sind invariani gegenüber 
jedem symmetrischen Isomorphismus von Algebren. 


Beweis. Die Beziehung E — F(...:M) bedeutet, daß ein Operator UEM 
existiert, der die Eigenschaften 


UU*Ü=D, UT*U=E, UU*=F (1) 
besitzt; ferner besagt die Unendlichkeit des BE E,daß in M 
ein Operator F existiert, für den 
F=F’"=-F, EF=F, F+E, FE (2) 
gilt, und die Tatsache, daß der Operator E minimal ist, ist gleichbedeutend 
damit, daß es keinen Operator FE _M gibt, der die Eigenschaft 
F=F*=f, EF=F, F+#0, F+#E (3) 


besitzt. 

Da die Beziehungen (1), (2) und (3) invariant gegenüber einem symmetrischen 
Isomorphismus von Algebren sind, gilt dies auch für die Äquivalenz, Endlichkeit, 
Unendlichkeit und Minimaleigenschaft. Hieraus ergibt sich die Invarianz der 
Klassen. Da ferner D,(E) durch Ausdrücke der Gestalt E=0, E-F, 
G=E+F, EF=0 charakterisiert wird, ist die Funktion D,,(E) ebenfalls 
invariant bis auf einen konstanten Faktor. Damit ist der Satz bewiesen. 

Es ergibt sich die Frage, ob die aufgezählten Begriffe tatsächlich ein vollständiges 
Invariantensystem für einen Faktor in bezug auf einen symmetrischen Isomorphismus 
bilden. Diese Frage können wir für einen Faktor der Klasse (I,) oder (x) bejahen, müssen 
sie jedoch für einen Faktor der Klasse (II,) oder (II) verneinen (vgl. $38, Nr.3 und 6). 
Die Frage nach einem vollständigen Invariantensystem für Faktoren der Klasse (II,) 
oder (IIx) ist bis jetzt noch nicht beantwortet. 


$ 37. Relative Spur 


1. Definition der Spur. Als Spur eines hermiteschen Operators im endlich- 
dimensionalen Raum bezeichnen wir die Summe seiner Eigenwerte, wobei 
jeder Eigenwert so oft auftritt, wie seine Vielfachheit beträgt. 
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Die Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen geben uns die Möglichkeit, 
den Begriff der Spur auf beliebige Faktoren einer endlichen Klasse auszudehnen. 
Es sei M ein Faktor einer endlichen Klasse, A ein hermitescher Operator aus M 
und P(A) die Spektralschar von A. Dann gehört P(A) zuM,d.h.,Dy(P(})) hat 
einen Sinn und ist eine nichtfallende Funktion von A.) Ist |A| = C, so ist die 
Funktion P(A) und demzufolge auch die; Funktion Dy(P(4)) außerhalb des 
Intervalls [—C, C] konstant. Daher existiert 


Fran„(r@) )= [aan,(P > 


Diese Zahl nennen wir die relative Spur des Operators A und bezeichnen sie 
mit Tyr(A). Dabei normieren wir die Funktion Dy(E) so, daß Dy(1l) = list. 

Ist beispielsweise M ein Faktor aus einer diskreten Klasse, so muß die 
Funktion P(A), die für jeden Wert von A gleich der Summe der minimalen 
orthogonalen Projektionsoperatoren ist, run haben, und die Sprungstellen 
sind zugleich die Eigenwerte des Operators A . Daher ist 7,(A) = ln Ans 


wobei k, der entsprechende Sprung der Funktion D u(P(A)) ist. Ist insbesondere 
M die Algebra aller en im endlichdimensionalen (etwa N-dimensio- 
nalen) Raum, so ist %, die mit Y jr ultiplizierte Vielfachheit des Eigenwertes},,, 
und 7,,(A) stimmt mit der = 4 multiplizierten gewöhnlichen Spur überein, 

Für die Herleitung der Haupteigenschaften der Spur beweisen wir zunächst 
den folgenden Hilfssatz. | : 


Hilfssatz. Für D(M) > DR) ist N Ns R)= (0). 
Beweis. Auf Grund von $35, Nr. 4, Satz VII, ist 


DR HH-MINNM) = DR LH-MI-H-M)<SDM<DM), 


so daß der Raum [R + H-MNM ein echter Teilraum des Raumes M 
ist. Daraus folgt 
QHR-RHH-MINNM-MN S-RL6-m) 
=ENNH-WAMI-H-MNMN. 


2. Eigenschaften der Spur. In diesem Paragraphen werden wir von jetzt an 
stets voraussetzen, daß M ein Faktor endlicher Klasse und die Funktion D(M) 
so normiert ist, daB D($)=1 gilt. Ist P(}) die Spektralschar eines her- 
miteschen Operators A aus M, so sei 


s=s()=infA | (<a<si) 


?) In diesem Paragraphen wird die Spektralschar P(A) als von rechts stetig voraus- 
gesetzt. Man erhält eine solche Spektralschar, wenn man im Beweis von $17, Nr. 4 
Satz IV, A, durch {M: H(M) = A} erklärt. An den übrigen Eigenschaften der Spektral- 
schar ändert sich hierdurch nichts. — Anm. d. ‘Red. 
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für Du(P(A))z«. 


Die Zahl &(«) nennen wir den Eigenwert von A mit der Nummer «. 
Ist beispielsweise $ ein n-dimensionaler Raum und M die Gesamtheit der 
linearen Operatoren aus 9), so besitzt P (A) und infolgedessen auch e («) Sprünge. 


Die Funktion Dy(P(A)) kann dabei nur die Werte 0, u : ..., L annehmen, 
und e &) ist der k-te Eigenwert von A (im gewöhnlichen Sinne). Somit stimmt 


in diesem Fall die Definition des Eigenwerts mit der gewöhnlichen Definition 
überein, und die Nummer des Eigenwerts ist gleich dem Produkt aus der 


gewöhnlichen Nummer und = : 


Im stetigen Fall (II) kann jedoch die Nummer des Eigenwertes jede Zahl 
aus dem Intervall [O, 1] sein. 

In der Theorie der endlichen hermiteschen Matrizen wird bewiesen, daß die 
Eigenwerte des Operators A auf bestimmte Weise mit dem Maximum der 
Form <4Af, f> |f|= 1, zusammenhängen (dies ist das sogenannte Minimum- 
Maximum-Prinzip; vgl. etwa CouRANT-HIEBERT, Methoden der mathemati- 
schen Physik, Bd. I, Kap. I). Wir wollen zeigen, daß diese Eigenschaft auf alle 
Faktoren endlicher Klasse verallgemeinert werden kann. 


I. Ist A ein: hermitescher Operator aus M, so gilt 


et)=, it | sup Karn). | a) 


DuM=ell/|-1,/EM 


Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite der Gleichung (1) mit A,. Nach 
Definition von & gilt für A > e die Ungleichung Dy(P(A)) «a. Da die Funk- 
tion P(A) von rechts stetig ist, muß nach Nr. 4, Satz III, auch Dy(P(e)) = « 
sein. Setzen wir P(e)$ = M,, so ist für FEM,, |/|=1 


af, n= [aKPa)h,n=eli’=s; 


nach Definition der Zahl A, folgt hieraus A, < e. Wir setzen nun }, < & voraus. 
Dann existiert ein Teilraum MnM, für den 


DM =zx und sup <AF,M<e 
leL,feM 


ist. Daher wählen wir eine Zahl &, mit der Eigenschaft 


Ifl= De A P<a<e, 


setzen N, = P(&)$ und Ss 

Du 9) = Du(P(e)) <= Du M). 
Auf rind des Hilfssatzes aus Nr. 1 existiert in M ein Element f,, dessen 
Norm gleich Eins und das orthogonal zu M, ist. Für dieses Element gilt 


Als td [AKP OT, Tv zalfl=en- 
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Dies widerspricht jedoch der Wahl von &- Damit ist Satz I bewiesen. 
Die Spur Ty(4A) läßt sich mit Hilfe ar Funktion &(x) durch die Formel 


= jet B (2) 
ausdrücken. 


Beweis. Es sei [a, 5b] ein das Intervall [—|4A|, |A|] enthaltendes Intervall. 
Wir betrachten dann eine beliebige Zerlegung des Intervalls (a, 5] in Teil- 
intervalle (A,_,, 4, k=12,...,n, wobei a =, <Ah<:  <A,=b ist, 
und setzen &,= Dy(P(},)). So erhalten wir eine Zerlegung des Intervalls 
(0, 1] in Intervalle (&,_,, &), k=1,2,...,n. Ist P(}) auf dem Intervall 
(Ay_1, Ay] konstant, so ist das entsprechende „Intervall“ (&,_,, &,] die leere 
Menge. 

Es sei nun (},_1,A,] ein Intervall, auf welchem P (A) nicht konstant ist. Daun 
ist Dy(P(A,)) 2Dy(P(A)) für A,_, ye <A,, wobei das Gleichheitszeichen nicht 
für alle diese A gilt. Hieraus folgt, wenn wir die Definition der Funktion &(«) 
berücksichtigen, A,_ı <e(&;) < Ay; daher ist die linke Seite der Gleichung 


Ze (&) [Dur(P (Ar)) — Du(P (Ar_1))] -3 (0) (& — &_ı) (3) 


eine Näherungssumme für f AdDyu(P A). Sind andererseits alle A, — A,_ı 
kleiner als g, so silt 


BR N n Ai n 33 
Jet) du— 3 (01) (a — 1) = Sem ewiaa<s2 [da=e. 


0 ka loan z RR-—ı 


Gehen wir also in (3) für max (A, —A,_.) > 0 zur Grenze über, so erhalten. wir 
die Beziehung (2). 

Die. Formel (2) ist die Verallgemeinerung der Definition der Spur eines 
hermiteschen Operators im endlichdimensionalen Raum. 


II. Die Spur Ty(A) ist eine stetige IR des Operators A im Sinne der 
gleichmäßigen Topologie.!) 

Beweis. Zunächst weisen wir darauf Hin, daß Ty(A,) < Tu(4As) ist, wenn 
die Ungleichung <A P = <Asf, Fr für alle fEH gilt. Auf Grund der Glei- 
chung (1) ist in diesem Fall nämlich &la x) < &(&), wobei &,(@) und &,(«) die 
Eigenwerte der Operatoren A, bzw. A, mit der Nummer « sind, so daß unsere 
Behauptung aus (2) folgt. 

Analog läßt sich die Beziehung Ty(A+Al)= Ty(A)-+A nachweisen, 
wobei. A eine beliebige reelle Zahl ist. Ist nun |A— B|<e, so gilt 


Ahfrs<tB+eNf, fr 


ı) Man kann auch zeigen (vgl. MurkAY und! von NEumaRs [1], II, Satz IV), daß die 
Spur 7 ,,(4) eine stetige Funktion des Operators A im Sinne der schwachen Topologie ist. 
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und somit Ty(A)< Ty{B+zE)=Tyu(B)+e oder Ty(4)—-Tu(B)<e. 
Vertauschen wir A und B, so erhalten wir Ty(B)— Ty(A)<e, also 


TulA)— Tu(B)| <e. 


Theorem 1. Ist M ein Faktor endlicher Klasse, so existiert genau eine Funk- 
tion T(A), die für alle hermiteschen Operatoren A aus M definiert ist und den 
folgenden Bedingungen genägt: 

a) ’1)=]1; 

b) TaA)=«aT(A) für alle reellen «; 

ec) T(A+B)=T(4)+ T(B), wenn A und B vertauschbar sind; 

d) T(4)=0, wenn A positiv definit ist; 

e) T(U"+AU)= T(A), wenn U ein unitärer Operator aus M ist. 

Diese Funktion ist die relative Spur Ty(A). 

Beweis. Die Spur 7’,,(A) genügt den Bedingungen a) bis e). Die Bedingun- 
gen &) und d) folgen aus der Definition von T'y(4A), die Bedingung b) ergibt 
sich für «> 0 aus den Gleichungen (1) und (2) und für « <0 aus 


Tul-4) = faaDy(Ü-P-I—0) = — [RaDy(Pt-R—0)) 


= — [AdDy(P(A)) =—Ty(A), 


wobei P(A) die Spektralschar von A und infolgedessen 1— P(—/ —0) die 
von —4 ist; schließlich erhalten wir die Bedingung e) aus den Beziehungen 


Ty(UAU)= [Ran„(u-ıra) U) = [ran„(Pi) —Ty(4). 


Es bleibt noch zu zeigen, daß T’y(A) auch die Bedingung c) erfüllt. Sind zwei 
Operatoren A und B vertauschbar und sind Z(A) bzw. F(A) ihre Spektral- 
scharen, so sind auch Z{A) und F(A) vertauschbar. Außerdem folgt aus 
den Beziehungen 


A=[Aam(a), B=fAdr(a), 


daß die Operatoren A und B in der gleichmäßigen Topologie Grenzwerte von 
Summen der Form 
A=23aE(), B= 2b, F(A,) 


sind (a,, 5, reell). Auf Grund von Satz II genügt es daher zu beweisen, daß die 
Bedingung c) für die Operatoren A, und B, gilt, d. h., wir brauchen nur zu 
zeigen, daß 


Tu 2084) = Do, Pyr(E,) 4) 
k=1 k=-1 
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ist, wenn alle Projektionsoperatoren E; | paarweise vertauschbar und die c, 


reelle Zahlen sind. 
Wir betrachten alle Summanden F, des ausmultiplizierten. Produkts 


A+0l—-E) + l—-E)e Wr+i— EB); 


sie sind paarweise orthogonal, ihre Summe ist gleich 1, und jeder Operator HE, 
ist die Summe soleher Operatoren F',. Daher brauchen wir die Gleichung (4) 
nur für die Operatoren F', als erfüllt nachzuweisen, oder, was dasselbe ist, wir 
setzen voraus, daß die Operatoren E, paarweise orthogonal sind und ihre 
Summe gleich 1 ist. Dann folgt aber die Gleichung (4) ie aus der 


Definition der Spur, denn die Spektralschar @({A) des Operators 2 c,E, wird 
durch die Beziehung 
= Ba E; 
ZA 


definiert. Wir haben also bewiesen, daß die Spur 7y(A) den fünf Bedingungen 
genügt. 

Es genüge nun eine beliebige Funktion T'(A), die auf allen hermiteschen 
Operatoren A € M definiert sei, den fünf Bedingungen. Für einen Projektions- 
operator PE M setzen wir D(P)= T(P). Aus der Bedingung c) folgt dann, 
daß. D(P) der Bedingung d’) aus $36, Nr. 4, Theorem 1, genügt. Außerdem 


.ist D(P)=>0, und auf Grund der Bedingung b) ergibt sich D(P)= 0 für 


P=0. Ist ferner E > F(... M), so existiert in M ein unitärer!) Operator U, 
für den F= U"1EU gilt. Dann ist aber: D(F)= D(E) auf Grund von e), so 
daß auch die Bedingung ec’) aus $ 36, Nr. 4, Theorem 1, erfüllt ist. Es bleibt 
noch nachzuprüfen, daß aus D(P)= 0 die Beziehung P= 0 folgt. Wäre 
P=E0, so würden wir, wenn wir die Zerlegung 1=P+PR+: + A 
mit P,»P, P,<P und P,P,=0 für i+k bilden, 7()=DiI)=0 

erhalten; dies widerspricht jedoch der Bedingung a). Nach $36, Nr. 4, Theo- 
rem 1, ist D(P)= aDy(P); für P=1 folgt a= 1, also ist D(P) = Dy(P). 
Sind ferner A und B zwei vertauschbare hermitesche Operatoren aus M 
mit |A—B|<, so ist der Operator el — (A — B) nichtnegativ und somit 


T(e1-(4—B))>0. 


Hieraus folgt 
e— [T(4)— TB) =0. 


Da wir nach Vertauschen von A und B die Ungleichunge — [7 (B)— T(4))=0 
erhalten, ergibt sich schließlich |7(A4) — T{B)| <e. Somit ist die Funktion 
T (A) in der gleichmäßigen Topologie stetig auf jeder Menge von vertauschbaren 
hermiteschen Operatoren. Ist A ein beliebiger hermitescher Operator aus M 
und P(A) seine Spektralschar, so gilt 


A=[AdP)= im SAP) — PA] 


2 Apik-ı Ok 


1) Es ist nämlich Dy(l— Z)=1-— Dy(Z) = Dy(i-F). 
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und infolgedessen 
T(A)= lim P2 AP (PA)—T(P(k-D))] 


Agk-AR-ıT7? 
e Bi „ziel Du (Pd) — Dy(P (A2-1))] 
= [raD„(P(h) =Ty(d). 


oo 


Theorem 2. Existiert eine Funktion T(A), die auf allen hermiteschen 
Operatoren eines Faktors M definiert ist, den Bedingungen a) bis d) aus T’heorem 1 
genügt und die Zusatzbedingungen 

e’) T(AB)= T(BA), wenn A, BEM und AB, BA hermitesche Operatoren 
sind; 

ff) P= 0, wenn T(P)= 0 und P ein Projektionsoperator ist; 
erfüllt, so ist M ein Faktor endlicher Klasse und T(A) die relative Spur in M. 

Beweis. Wir setzen D(PA— T(P) für einen Projektionsoperator PEM. 


Aus e’) erhalten wir 
T(UT!HU)=T(H), (5) 


wenn A= U"!H, B=U, U ein unitärer und H ein hermitescher Operator 
aus M ist. Die Funktion T’(A) genügt also der Bedingung e) aus Theorem 1. 
Dann genügt D(P) den Bedingungen a’), ce’) und d’) aus $ 36, Nr. 4, Theorem1, | 
so daß auf Grund dieses Satzes D(P) eine relative Dimension ist. Da nach 
Voraussetzung DU = T(I)=1 gilt, ist M ein Faktor endlicher Klasse. 
Hieraus und aus (5) ergibt sich mit Hilfe von Theorem 1, daß T (A) die relative 
Spur in M ist. 

Es läßt sich zeigen (vgl. MurrAY und von Neumann [1], II, Satz IIT), daß 
die Spur T(A) in der Algebra M durch die Formel 


mM 


T(4A) ed In» 9E> 
gegeben ist, wobei die 9, feste Elemente!) aus $ sind. Hieraus folgt ins- 
besondere, daß T(A + B)= T(A)+ T(B) auch dann gilt, wenn A und B 
nicht vertauschbar sind. 

Ist nun A ein beliebiger Operator aus M, so können wir A=H,-+ iH,, 
T(4)=T(H,)+iT(H,) setzen, wobei H, und H, hermitesche Operatoren 
aus M sind. Die so erhaltene Funktion T’(A) ist für alle Operatoren AEM 
definiert und genügt den folgenden Bedingungen: 

a) TAA+uB)=AT(A)+ uT(B) für alle komplexen Zahlen } und u; 

b) T(4*A) >20; 

ec) T(4AB)=T(BA). 


€ | 
t) Die Anzahl m der Elemente g, wird durch die Bedingung 73 Cs 1bestimmt, wobei Ö 


die in $ 88, Nr. 7, Theorem 4, erklärte Konstante ist. Für C < 1 existiert insbesondere ein 
Element ge 9 mit der Eigenschaft 7(A) = Ag, g>. 


31 Neumark, Algebren 
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8. Die Spur in den Faktoren der Klassen (I) und (Ho). Die Spur T'(A).läßt sich 
auch in den Faktoren der Klassen (Io) und (Iloc) definieren, jedoch ist die Funktion T(A) 
nicht für alle A € M definiert (vgl. Murray und von Nzumann [1]). Um dies zu be- 
weisen, führen wir den Begriff des Ranges eines Operators ein. 


Wir nennen die Zahl r(A)= D„(f(A)) den Rang des Operators AeM. Wegen 
RA) RA®) (vgl. $35, Nr. 3) ist r(A) = r(4*). 

Es sei A ein Operator endlichen Ranges; dann existiert ein endlicher Teilraum Rt, etwa 
RA) RAN), so daß NA) und R(A*) in M enthalten sind. Wir setzen ferner 


(4) = DM) Par (Ay) ; a) 


dabei ist Am) die Einschränkung des Operatork A auf M und Many die Gesamtheit der 
Einschränkungen auf Mt aller Operatoren aus M, die durch den Raum M reduziert werden 
(näheres darüber ist in $ 38, Nr. 1, enthalten). Es läßt sich zeigen, daß die rechte Seite 
von (1) nicht von der Wahl des Raumes M abhängt. 

Damit ist die Spur T,(A) für alle Operatoren A endlichen Ranges bestimmt. Wir 
definieren für diese Operatoren eine neue Norm ||A||, indem wir 


IAl=VTu(4*A) 


setzen (mit A ist auch 4* A von endlichem Rang). Durch Grenzübergang nach dieser Norn 
läßt sich die Funktion 7 „(A) auf umfangreichere Klassen von Operatoren A aus M aus- 


. dehnen. Diese Operatoren heißen normierbar. Dabei ist ein Projektionsoperator genau dann 


normierbar, wenn er endlich ist. 
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1. Die Abbildung M— Meg). Es sei M ein von (0) verschiedener Teilraum. 
Wir betrachten diejenigen Operatoren A aus M, die durch M reduziert werden; 
ihre Einschränkung auf M sei An, und die Gesamtheit aller Operatoren A 
sei Many. Wir beweisen folgende Eiggmschaften des Übergangs von M 
nach Many | 

I. Ist MnM und E= Pay, so ist (M’ Jan; die Gesamtheit aller (beschränkten) 
linearen Operatoren in M, die mit allen Operatoren 


O=BEBE in M, BEM, M) 
vertauschbar sind. 


Beweis. Offenbar ist jeder Operator aus (M’)oy, mit jedem Operator der 
Gestalt (1) vertauschbar; daher können wir annehmen, daß sich der Operator A 
in Mt mit jedem Operator © der Form (1) vertauschen läßt. Wir haben zu 
zeigen, daß dann A zu (M’)gn, gehört. Setzen wir« = | A| und H = Ya®l—A*A, 
so ist der Operator 3 ebenfalls mit allon O—HBE vertauschbar. Sind 


1. Die Abbildung M > May 483; 


also Bis... Da beliebige Operatoren aus M und fi, .- ., f„ beliebige Ele- 
mente aus M, so gilt!) 


= (N ByHp, SB,Hfy +3 BAh, 3 B,Ah) 
j=1 K=1 ji k=1 


= S' ((HEBEB,BH-+A*BEBxB,BA)fj, 11) 


ee 
= 3 CBBEB(ER+A*A)f,, In) 
Zr - 
N 12 
=a®? B5 <BE Bf, fo = a? Bil) . 
j,k=1 j=1 
Daraus folgt 
(2) 
Wir setzen n PR 


Ist 28; = 0, so ist wegen (2) ebenfalls 2 B,Af;= 0. Daher ist der Operator 
do arch die Gleichung (3) auf der Gesamtheit © aller Elemente der Form 
Bj, eindeutig bestimmt. Infolge der Ungleichung (2) ist er beschränkt, 
j=1 


also kann er stetig auf die abgeschlossene Hülle M, von © fortgesetzt werden. 
Ferner ist A,nM’. Für BEM gilt nämlich 


% N [2 
AoB 2 Bıh=4A, 27 BBi= 3 BB,Af,= B 3} B,Ah= BA Bil 
j= j= ;= 


wegen der Stetigkeit gilt die analoge le für den ganzen Raum M,. 
Also ist insbesondere M,nM’, so daß A, = A,Pan, zu M’ gehört. ‚Anderersoita 
ist M IM. Somit folgt Ay =A, AE(M’)m- 


Offenbar stimmt die Gesankheit aller Operatoren C der Form (1) mit Mn, 
überein; also ist die Gesamtheit aller beschränkten linearen Operatoren aus M, 
die mit den Operatoren C vertauschbar sind, gleich (Man). Damit haben 
wir den folgenden Satz Bemiben: 


I. Für MnM ist (Mgn)’ = (M’)on- 


Hieraus folgt insbesondere, daß Ma, und (M’)an, schwach abgeschlossene 
Algebren sind. Ferner ist 


HN (Mo) = UN M)n=(UNM)m= («1m = (a lm), 
wobei Ian der Einsoperator des Raumes I ist. 
3) Es gilt nämlich EA f, = Hf, für HH EM. 
3ıF 


484 $38. Struktur und Beispiele von Faktorklassen 


Somit sind mit M auch die Algebren M an und (Man) Faktoren. 


III. It MnM und E=Py, so ist Idie Zuordnung A> Ay) ein sym- 
metrischer Isomorphismus zwischen | 
a) der Algebra aller Operatoren A aus M mit der Bigenschaft EA=AE=A 
und der Algebra My; 
b) den Algebren M’ und (M’)\an- 


Beweis. Für A€E Mund AE=BA= A ist A=0 auf HM; die Opera- 
toren A und A, sind also durch die Beziehung A—= AayE eineindeutig 
miteinander verknüpft. Daraus folgt a).: 

Sind ferner A und B Operatoren aus M’, so bedeutet die Gleichung 
Ayy= Ban, daß (A— B)E = 0 gilt. Dann ist aber A— B= 0 bzw. A=B 
nach dem Hilfssatz aus $35, Nr. 2, d. h., die Zuordnung zwischen den Al- 
gebren M’ und (M”)ay, ist eineindeutig. Daraus ergibt sich b). 


IV. Ist MnM und E= Py und durchläuft F alle Projektionsoperatoren 
aus M, die die Eigenschaft EF= FE= ‚F haben, und. F’ alle Projektions- 
operatoren aus M’, so durchläuft 


a) Fon, alle Projektionsoperatoren aus m an, wobei die Beziehung 
Fon Fan (+ .Mm) 
der Beziehung FG (...M) äquivalent ist; 
b) F’on alle Projektionsoperatoren aus (Man), wobei die Beziehung 
Fon — on. (Man)’) 
der Beziehung F’ > @ (...M’) äquivalent ist. 


Beweis. Die Behauptung b) folgt unmittelbar daraus, daß die Algebren M’ 
und (M’)g, symmetrisch isomorph sind. Ferner ergibt sich der erste Teil 
von a) sofort aus Satz IIla). Zum Beweis des zweiten Teils weisen wir darauf 
hin, daß auf Grund der Beziehungen 


Fä(...M) (4) 
und 
ee . Man) (5) 


partiell isometrische Operatoren v eu bzw. Un € Man existieren, die 
die Eigenschaften 


F=V*V, G=VV*, Fon U Um; Gma=Um Ui (6) 


besitzen; dabei wird der Operator U eindeutig durch den Operator U, be- 
stimmt, wenn UE=EU=U ist, und dann ist auf Grund von Satz IIla) 
auch F= U*U, G= UÜ*. Somit folgt (4 ) aus (5). Um zu zeigen, daß auch 
die Umkehrung gilt, genügt es zu beweisen, daß der in (6) auftretende Operator 
V die Bedingung VE= EV=V erfüllt. Dies ergibt sich aber aus FH M, 
EHEM. Damit ist der Satz bewiesen. | 
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Aus Satz IV folgt, daß die Funktionen 
DW (Fan) = Du(F) für FE=F 
und Di (Fon) = Dur(F”) 


relative Dimensionen in My, bzw. Mg, sind. Wir erhalten somit: 
V. Für endliches M ist Man, ein Faktor endlicher Klasse. 


2. Die Beschreibung der Faktoren der Klassen (I) und (II) durch Matrizen. 
Zwei Algebren M, und M, auf den Räumen 9, bzw. &, heißen raumisomorph, 
wenn eine isometrische Abbildung von 9, auf 9, existiert, bei der M, in M, 
übergeht. Offenbar ist jeder Raumisomorphismus auch ein voller Isomorphis- 
mus. Die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht, wie wir in Nr. 3 sehen 
werden. Wir werden zeigen, daß sich gewisse Faktorklassen bis auf einen 
Raumisomorphismus genau beschreiben lassen. 

Es sei M ein Faktor der Klasse (I) oder (II) und Wn.M ein endlicher Teil- 
raum. Ferner setzen wir n= Dur en Ist M ein Faktor unendlicher Klasse, 
so ist n= 00. Gehört jedoch Fr Faktor M zu einer endlichen Klasse, so sei 
der Raum M so gewählt, daß n eine ganze Zahl ist. Dann läßt sich der 


Raum 9 in der Form H=- VOM, wEN M 


darstellen, wobei die Mt, zueinander orthogonale und dem Teilraum M äqui- 
valente Teilräume sind, deren Anzahl gleich » ist; im Fall n = oo gibt es also 
unendlich viele solche Teilräume.!) 

Auf Grund der Definition der Äquivalenz existieren partiell isometrische 
Operatoren UE M, mit dem Anfangsbereich Mt, und dem Endbereich M. 


Es sei HE-MSMOMO--- 
die direkte Summe von |X| Räumen, die mit M zusammenfallen. Der durch 
die Beziehungen UM-U,M 


definierte Operator U bildet $ isometrisch auf H ab. Wir wollen nun die 
Algebren M und M’ im Raum H beschreiben. 

Wir betrachten zunächst die Algebra M’. Nach Nr. 1, Satz III, ist die 
Zuordnung A— Agn,, ein symmetrischer Isomorphismus zwischen den 
Algebren M’ und (M’)on.. Wegen M,nM werden die Operatoren A € M’ 
durch alle diese Teilräume reduziert. Daher können wir jeden Operator A € M’ 
in Übereinstimmung mit (1) in Form einer Diagonalmatrix 


0 für aß, 
1 für a=ß, 


schreiben, wobei A, die Einschränkung von A auf M, ist. 


An | 6,5 A.» ö 


1) Ist 9 separabel, so ist die Anzahl der Teilräume Mt, höchstens abzählbar; im all- 
gemeinen kann sie auch nicht abzählbar sein. 
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Es sei nun A, die Einschränkung des Operators A€E M’ auf den Raum M. 
Bei der Abbildung U geht jeder der Operatoren A,in ein und denselben 
Operator 4, aus M über. Ist nämlich FEM,, so folet A,f= 4Af; bei der 


‚Abbildung u geht das Element fin U,FE M und der Operator A, in den 


Operator U,A,UF über; dabei ist 
VO f-Pnf=h, Af=Af, 
aa U,4,UFU,f=U,A,f= UJAf=AU, f=A0,h, 


denn wegen U,€E M, A € M’ sind die Operatoren U, und A vertauschbar. 
Somit wird bei der Abbildung U jeder der Operatoren A € M’ auf eine 
Diagonalmatrix 


An dep A| (2) 


mit. den gleichen Diagonalelementen A „abgebildet, wobei A, die Einschränkung 
des Operators A auf M ist. 

Auf Grund der Beziehung M = M’”’ muß die Algebra M im Raum HZ aus 
allen mit allen Matrizen der Form (2) vertauschbaren Matrizen B | B,.| 
bestehen (die beschränkt sein müssen, falls sie unendlich sind), wobei die 3,5 


‚Operatoren aus M sind. Die Forderung der Vorkaunahbarkeie dieser Matrizen 


führt auf die Gleichungen 
AoBe; = BpAos 
und somit gehört B ap ZU ((M’)ay)’. Diese Algebra stimmt aber nach Nr. 1, 
Satz II, mit (M y)” = Ma, überein. 
Damit haben wir den folgenden Satz hergeleitet: 


Theorem1. IstM ein Faktor der Klasse (E) oder (II) und MnM ein endlicher 
Teilraum, für den Dr66) 
aM 


Du) 


eine ganze Zahl ist, wenn M ein Faktor endlicher Klasse ist"), dann ist die 
Algebra M symmetrisch isomorph der Algebra aller Matrizen A = |A,s| der 
Ordnung n (die für n=oo beschränkt sind); dabei ist A,g € Mm: Ferner 
besteht die Algebra M’ aus allen Diagonalmatrizen A = 6,54], A, € Mm - 


3. Beschreibung der Faktoren der Klasse (I). Es sei 9, ein beliebiger endlich- 
dimensionaler oder unendlichdimensionaler HitLBerrtscher Raum. Die Algebra 
aller beschränkten Operatoren aus 9, bezeichnen wir mit ®,. Wir Baden die 
direkte Summe 

9-23 ©. 


Jedem in $, beschränkten Operator A € ®, ordnen wir den Diagonaloperator 
A® aus zu, der durch die Matrix ||ö,,A|| definiert ist, d. h., der Operator 4® 
ist in 9 durch die Beziehung | 


4 173} — (4 Io} 
4) M ist ein beliebiger endlicher Teilraum, falls M ein Faktor unendlicher Klasse ist. 
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definiert. Offenbar ist AU ein beschränkter Operator in 9, der dieselbe Norm 
wie A hat. Die Gesamtheit der Operatoren AP, AEB,, sei BP. Da die 
Zuordnung A — AU ein voller Isomorphismust) der Algebren ®, und 8 
ist, ist BV ein Faktor. Jeder Faktor, der einer Algebra Bi raumisomorph ist, 
heißt direkter Faktor.) 

Aus dieser Definition ergibt sich unmittelbar der Satz: 


I. Jeder direkte Faktor ist der Algebra B, vollisomorph. 


Alle Teilräume des Raumes $, gehören zu ®,; sie sind genau dann bezüg- 
lich 8, äquivalent, wenn sie die gleiche Dimension haben, und die relative 
Dimension stimmt mit der gewöhnlichen überein. Insbesondere ist ein Teil- 
raum genau dann bezüglich ®, endlich, wenn er im gewöhnlichen Sinne 
endlichdimensional ist. Daher nimmt Dy (M) in Standardnormierung die 
Werte 1,2,3,...,n» an, wenn 9, endlichdimensional ist, und die Werte 
1,2, 3,...,oo, wenn 9, unendliche Dimension hat. (Minimal ist hier offenbar 
jeder eindimensionale Teilraum.) Da die Funktion D(M) invariant ist gegen- 
über einem vollen Isomorphismus von Algebren, gilt auf Grund von Satz I 


II. Jeder direkte Faktor gehört einer diskreten Klasse an. 


Wir wollen nun zeigen, daß auch die Umkehrung gilt, d. h., daß jeder 
Faktor einer diskreten Klasse ein direkter Faktor ist. Dazu beweisen wir 
zunächst den folgenden Satz: 

III. Der Raum MM (f = 0) ist genau dann minimal, wenn MAN MA = {af} 
ist, so daß die Räume MM und Mf gleichzeitig minimal sind. 


Beweis. Es sei MP’ minimal; setzen wir E= EM und E’= EH, so 
erhalten wir EHEM und E’E M’. Die Operatoren E und #’ sind also mit- 
einander vertauschbar. Außerdem ist Ef= f. Daraus folgt 

MENMT=EM!={BEAT:AEM)=(FAEF:AEM). 
Ist M die Gesamtheit derjenigen Operatoren B aus M, die der Bedingung 
EB= BE = B genügen, so ist M eine Algebra, die aus den Operatoren FHAE, 
A EM, besteht. Also ist MM NMM= (Bf: BEM}. Ist P ein Projektions- 


operator aus M, so eilt PE=EP=P und somit P<E. Da E minimal ist, 
muß entweder P=0 oder P=E sein. Daraus folgt (vgl. $34, Nr. 2, Fol- 


gerung 6) MP = (0, B}, M= R(MP)= R(0, E)= («E) und 
RFNMF={REN=ter). (1) 


2) Der Isomorphismus A — AU) ist kein Raumisomorphismus; denn ein Raumisomor- 
phismus müßte auch B, auf BD’ isomorph abbilden. Das ist aber wegen B/ = («l) 
und BP’ + («1) nicht möglich: 

2) MURRAY und von NEUMANN geben eine andere gleichwertige Definition des direkten 
Faktors an, die sich auf die von ihnen entwickelte Theorie des direkten Produkts von 
Räumen stützt. Da wir aus Platzmangel nicht die Möglichkeit haben, diese Theorie zu 
skizzieren, verweisen wir auf die Arbeiten MuRRAY und von NEuMmans [1] I, vox Nev- 
MANN [6]. 
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Wir nehmen nun an, daß die Beziehung (1) gilt und der Raum M nicht 
minimal ist; dann existiert ein von (0) verschiedener und zur Algebra M’ 
gehöriger Teilraum N mit RS MM. Setzen wir R, = MA — N, so ist I, + (0), 
N,nM'. Hieraus ergibt sich infolge des Buseaizee aus $ 35, Nr.2,daß Pg E=0, 
Py, E=0, also 

NNMM LO), Nm +0) 


ist. Andererseits ist RNMM MA N ME {af}, 
UNMTCMENMI" (af), 


so daß f zu NM und zu X,NM gehört. Das ist jedoch nicht möglich, 
denn diese Teilränme sind zuöfhänder orthogonal. 

Aus Satz III folgt: 

IV. Die Faktoren M und M’ gehören entweder beide zur Klasse (L), oder keiner 
von ihnen ‘gehört ihr an. 

Es sei nun M und demzufolge auch m ein Faktor der Klasse (I) und 
MnM’ ein minimaler Teilraum. Wenden wir auf den Faktor M’ und den Teil- 
. raum M das Theorem 1 aus Nr. 2 an, so spielt jetzt M’’ = M die Rolle von M’. 
Folglich besteht die Algebra M aus den Diagonalmatrizen der Form A — |6,.40|; 
wobei A, aus May = (M’any) ist. 

Nun durchlaufe F alle Projektionsoperatoren aus M’, die der Bedingung 
F< Py genügen; nach Nr. 1, Satz IV, durchläuft dann Far alle Projektions- 
operatoren aus (M’)yny. Da der Raum M minimal ist bezüglich M’, nimmt F 
nur die beiden Werte 0 und Py an. Folglich enthält die Algebra (M "yon, mur 
die Projektionsoperatoren 0 und 1. Auf Grund von $ 34, Nr. 2, Folgerung 6, 
ergibt sich hieraus (M’)y = E (0, 1) = (xl). Also ist 


May, = (M’)n)' = (al = 8,, 


wobei ®, die Algebra der beschränkten linearen Operatoren in WM ist. 

Damit erhalten wir den folgenden Satz. 

Theorem 2. Ein Faktor gehört genau dann zu einer diskreten Klasse, wenn 
er direkt und infolgedessen vollisomorph der Algebra ®, aller beschränkten linearen 
Operatoren eines endlichdimensionalen oder umendlichdimensionalen HILBERT- 
schen Raumes 9, tst. Ist dabei 9, von der endlichen Dimension n, so gehört 
der Faktor der endlichen Klasse (1,) an.: Daraus folgt, daß alle Faktoren der 
endlichen Klasse (1,, n=1,2,..., und ebenfalls alle Faktoren der Klasse (Is) 
im separablen Raum einander vollisomorph sind, so daß im Fall (L,) und im 
separablen Fall (I) die relative Dimension ein vollständiges Invariantensysiem 
gegenüber vollen Isomorphismen von Algebren bildet. 


4. Die Struktur der Faktoren der Klasse (I.). Theorem 1 aus Nr. 2 gibt 
uns die Möglichkeit, die Faktoren aus (Il) mit Hilfe der Faktoren aus (II,) 
zu beschreiben. Ist nämlich M ein Faktor aus (Il«) und WM ein endlicher 
Teilraum und berücksichtigen wir, daß die Algebra M an, nach Nr. 1, Satz V, 
ein Faktor aus (Il,) ist, so erhalten wir, wenn wir das Theorem 1 aus Nr. 2 
auf den Faktor M und den Teilraum M| anwenden, den folgenden Satz. 
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Theorem 3. Jeder Faktor M aus (II) ist raumisomorph der Algebra der 
beschränkten unendlichen Matrizen A = |A,s]|, wobei A,s ein Operator aus 
einem bestimmten Faktor der Klasse (I],) ist. 


Dieser Satz führt die Untersuchung der Faktoren aus (II) auf die der 
Faktoren aus (II,) zurück. 


5. Ein Beispiel für einen Faktor aus der Klasse (II). Die Frage nach der 
Struktur der Faktoren aus (II,) ist bis heute noch nicht beantwortet. Wir 
kennen nur einzelne Beispiele und wissen, daß es in (II,) auch nichtisomorphe 
Faktoren gibt. 

Wir geben jetzt das einfachste Beispiel für einen Faktor der Klasse (II,) 
an. Es sei © eine abzählbare diskrete Gruppe mit der Eigenschaftt): 


Für «= e ist die Klasse €, aller Elemente ctac, ce &, unendlich. (A) 


Wir bilden den Hızgerrschen Raum 9, dessen Elemente alle möglichen 
Systeme f= {x,, a € &} von komplexen Zahlen x, sind, die der Bedingung 


PALACE 
ac® 
genügen; dabei wird das Skalarprodukt zweier Vektoren [= {x,,a€ ©} und 
g9= {y., a € ©} durch die Formel 
F, 9» = N RT 
ac® 


definiert. Führen wir in 9 die Operatoren U, und V,, (a, € &) ein, indem wir 
U, {%a, EG) = (Xuu,, € 6}; 
Vafa, EG} = [Xau,u, EG} 
setzen, so sind U, und V,, unitäre Operatoren in 9. 
Es seien nun M, bzw. M, die Algebren der beschränkten linearen und mit 


allen Operatoren V,, bzw. U,, vertauschbaren Operatoren A bzw. B. Jeder 
Operator U, läßt sich mit jedem Operator V,„, vertauschen; daher ist 


U„€cMı; V„EM; fürale wE®. (bb 


Jeden beschränkten Operator A aus 9 können wir in Form einer beschränkten 
Zahlenmatrix A |n,»laves schreiben. Gehört A zur Algebra M,, so 
ergibt die Bedingung der Vertauschbarkeit mit den Operatoren V,, die 
Beziehung 7a,a,«,5 Na,». Setzen wir hier «,— a!, so erhalten wir 
Na,0 = Ne,a-15= Na-1b> 
wobei wir 7.=,,. gesetzt haben. 
Somit kann die Matrix des Operators A € M, nur die Form 
An |Na- 0)a,ves 


1) Beispielsweise ist die Gruppe der Transformationen #’ = as + b{a > 0) mit rationalen 
Koeffizienten a und 5 eine solche Gruppe. 
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haben. Analog hat die Matrix des Operators B € M, die Gestalt 
Bun [Eav-ıla,vew- 


Wir wollen jetzt zeigen, daß M/= M, und M; = M, ist. Dazu bemerken wir, 
daß jede Matrix 7 = ||7a-:5|] mit jeder Matrix = |d.o-ı| vertauschbar ist. Es 


ist nämlich 
nE= | Maioboe ’ en=| ano]; 
ce € 


setzen wir in die erste Summe c= ac’"!b ein, ergibt sich 


Dr Na-rebep-ı = 21 Na-:a eb Car = 2 Ner-inbarnı 
€ c ed 


und somit 7& = £n. Daraus folgt 


M,cM{i, M,cM;. (2) 

Andererseits liefert die Beziehung (1) 
M={RV.:mEG)Y"DM;, (8) 
M;={R(Uu:9EG)YDM;. (4) 


Vergleichen wir (83), (4) und (2), so finden wir 
M,=M;=R(U,:%€ ©) M;=-M=RV.:%€E6). 
Wir wollen nun den Durchschnitt M,N M, bestimmen. Liegt der Operator A 


in diesem Durchschnitt, so muß die Matrix |, von A den beiden Be- 
dingungen 


700,5 Na,d> Naa,,ba,— Na,b 
genügen. Aus der ersten Formel folgt 7,» = Na-12: die zweite ergibt 
Na; aba, — Na-:b> 
d.h., die Funktion 7,, «€ ©, ist auf jeder Klasse &, konstant. Andererseits 
muß auf Grund der Beschränktheit von |n. o| 


& pt= 3 1. <o . (5) 
76) ce® 


sein. Da infolge (A) die Klasse &, für @ =# e unendlich ist, gilt die Bedingung (5) 
nur dann, wenn der konstante Wert von n, auf &, gleich Null ist. Also ist 
Ne= 0 für c=+e und somit 7,5 = Öu,5 Ne wit 
0 für ab, 
11 für a=b. 
Die Algebra M,\NM,= M,N Mi = M;N M, besteht infolgedessen aus den 
Skalaren «1, d.h., M, und M, sind Faktoren. 


Wir zeigen nun, daß M, und M, Faktoren der Klasse (II,) sind, und betrach- 
ten dazu den Faktor M,. Jedem Operator A — |n«-:v|| aus M, ordnen wir die 


a,b 
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zu und beweisen, daß die so erhaltene Funktion T’(A) allen Forderungen von 
Theorem 2 aus $ 37, Nr. 2, genügt. Offenbar ist T’(I)=1, T{@aA)=«aT(A), 
T(A+B)=T(A)+ T(B), so daß schon die ersten drei Bedingungen aus 
"Theorem 1 von $37, Nr. 2, erfüllt sind. Ist ferner A ein positiv definiter 
hermitescher Operator aus M,, so ist A= B*B mit BE M,. Für A > |na-:,) 
und B |£.-:,!| gilt 


Na-15= PH Gigkeet 
und infolgedessen für a=b= e 


T(A) =n,= 3 |dc-.]? >0, 


wobei das Gleichheitszeichen nur für ,=0, also für A=0 eintritt. Die 
Bedingungen 5 und f’) erweisen sich also als richtig. Analog läßt sich zeigen, 
daß T(AB)= T(BA) für alle A, BEM, silt. 

Somit genügt die Funktion T’(A) allen Bedingungen aus Theorem 2 von 8 37, 
Nr. 2. Folglich ist M, auf Grund dieses Satzes ein Faktor endlicher Klasse. 
Andererseits ist der Fall (I,) hier nicht möglich, denn M, enthält unendlich 
viele linear unabhängige Elemente U,. Infolgedessen ist M, ein Faktor der 
Klasse (IL,). Ebenso können wir beweisen, daß M, ein Faktor der Klasse (II,) 
ist. 


Auf kompliziertere Art kann man auch einen Faktor der Klasse (TII) konstruieren 
(vgl. MueRAY und von Neumann [1]). Eine andere Konstruktion von Faktoren der 
Klassen (T) und (IT), die sich auf den Begriff des direkten Produkts von endlich oder 
unendlich (sogar nichtabzählbar) vielen Hiırseerschen Räumen stützt, ist bei von NEUV- 
MANN [6] angegeben. 

Ein allgemeineres Verfahren zur Konstruktion von Faktoren der Klasse (II) wurde 
unlängst von Wricer [1] angewendet. 


6. Approximativ endliche Faktoren der Klasse (IL). Ein Faktor M heißt approximativ 
‚endlich, wenn eine Folge von Faktoren 


M,CM,CM,C...CM 


der endlichen Klassen (T,,), (I); (I,); - .. mit der Eigenschaft R(M,, M,, M,,..)=M 
existiert. Offenbar ist die approximative Endlichkeit eines Faktors invariant gegenüber 
symmetrischen Isomorphismen von Algebren. Es zeigt sich, daß jeder Faktor der Klasse 
(IL,) eine Teilalgebra enthält, die ein approximativ endlicher Faktor derselben Klasse ist 
(vgl. MuRRAyY und vor Nzumann [1], Satz XIII). In dieser Arbeit wird bewiesen, daß 
auch nicht approsimativ endliche Faktoren der Klasse (II,) existieren. Also existieren nicht- 
isomorphe Faktoren der Klasse (II,). 


7. Der Zusammenhang zwischen den Klassen der Faktoren M und M’. In Nr. 3, 
Satz IV, haben wir gesehen, daß .M und M’ entweder beide zur Klasse (I) gehören, oder 
es gehört keiner von beiden der Klasse (I) an. Dieses. Ergebnis erlaubt die folgende 
Verallgemeinerung (vgl. MurRAY und von NEUMANN [1], I). 

Theorem 4. Die Faktoren M und M’ gehören entweder beide oder keiner von beiden zur - 
Klasse (I) bzw. (II) bzw. (III), und es ist D,(M#') = CO Dir (ME) für jedes F+0, wobei C 
eine gewisse Konstante ist. Dabei ist C= 1 für einen Faktor der Klasse (I), wenn die Funk- 
tionen Dy und Dyr standardnormiert sind. Sind M und M’ aus (T), so ist für sie jede Kombi- 
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nation (1,) und (I) mitm, n=1,2,..., 00 möglich; gehören M und M’ zu (II), so ist für 
sie jede der Kombinationen (IL,) und (II,), (IL,) und (Ilx), (Io) und (IIx) mit beliebigem 
positivem C möglich. 


8. Der Zusammenhang zwischen symmetrischen Isomorphismen und Raum- 
isomorphismen. Einem Faktor M aus (I) oder (II) ordnen wir die Zahl 


9 Dir($) 
Duo) 


zu; dabei ist C die in Theorem 4 definierte Konstante. Sind Dyr (9) und D,,($) nicht beide 
unendlich, so ist 6 definiert und hängt nicht von der Normierung der Funktionen Dyr (M) 


und D,(M) ab; sind Dyr($) und D,($) beide unendlich, so bezeichnet # das Symbol >. 


Es läßt sich zeigen (vgl. MuRRAY und von NEUMAnN [1], II, Satz X), daß zwei Faktoren 
M, und M, aus separablen Räumen $, bzw. 9, genau dann einander raumisomorph sind, 
wenn die Faktoren M, und M{ den Faktoren M, bzw. M; symmetrisch isomorph sind und die 
Zahl 0 für beide Faktoren M, und M, übereinstimmt. 

Verschiedene Verallgemeinerungen dieses Resultats finden sich bei Dixmrer [11] und 
GRIFFIN [1]. 


9. Unbeschränkte Operatoren, die zu einem Faktor endlicher Klasse gehören. Essei M 
ein Faktor endlicher Klasse und U „ die Gesamtheit der abgeschlossenen linearen Operato- 
ren AnM mit einem in 9 dichten Definitionsbereich D(A). Dann ist jedes (nichtkommu- 
tative) Polynom von Operatoren aus U, auf einer in $ dichten Menge definiert und läßt 
sich zu einem abgeschlossenen Operator fortsetzen. Die Bechenoperationen mit diesen 
abgeschlossenen Operatoren und der Übergang zum adjungierten Operator vollziehen sich 
nach den üblichen Regeln aus der Matrizenalgebra. Jeder symmetrische Operator He U, 
ist selbstadjungiert, und für A,, A,e U, mit A,C 4A, gilt A,= A,. Die Beweise dieser 
Ergebnisse sind bei MURRAY und von NEUMAnK [1], I, Satz IV, zu finden. 
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1. Definition der unitären Algebra. Eine Menge X von Elementen x, %, ... 
ist eine uniläre. Algebra, wenn 


a) X eine symmetrische Algebra ist; 

b) X ein euklidischer Raum ist; 

ec) <ay, 2) = (y, x*2) für alle ,y,2€X; 

d) u, = <y*, x*) für alle u, yEX; 

e) für jedes € X der Operator U,y= xy auf X stetig ist; 

f) die Elemente der Form xy mit x, y € X eine in X dichte Menge bilden. 


Offenbar ist jede HiıLBErtsche Algebra (vgl. $25, Nr.5) eine unitäre 
Algebra. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, da eine unitäre Algebra nicht 
unbedingt eine normierte Algebra mit der Norm «| — V<z, x) zu sein braucht, 
d.h. nicht unbedingt der Ungleichung |xy| < |x| |y| zu genügen braucht. 
Außerdem braucht eine unitäre Algebra nicht vollständig zu sein. 
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2. Definition einer Algebra mit Spur. Es sei M eine schwach abgeschlossene 
Algebra beschränkter linearer Operatoren eines Hınserrschen Raumes, die 
den Einheitsoperator enthält. Wir bezeichnen mit M_ die Menge aller positiv 
definiten hermiteschen Operatoren aus M. Als Spur auf M bezeichnen wir 
jede auf M, erklärte Funktion T(H) mit Werten im Intervall [0, oo] mit 
folgenden Eigenschaften: 

a) TTUHUY)= T(H) für alle unitären UEM; 

b) au HEM, und T(H) = 0 folst H=0; 

e) ist THEM, und ist H die Summe einer stark konvergenten Reihe von 

Operatoren H,EM,, so ist T(H)= NT(H,). 


Eine Algebra R, auf der eine solche Spur T(H) gegeben ist, heißt eine 
Algebra mit Spur. 
Beispiele für Algebren mit Spur sind Faktoren der Klassen (ID) und (I). 


-3. Konstruktion einer unitären Algebra mit Hilfe der Spur. Es sei M eine 
Algebra mit der Spur T(Z). Ein Operator A aus M heißt endlich, wenn er eine 
endliche Linearkombination von Operatoren aus M_ mit endlicher Spur ist. 
Mit M, bezeichnen wir die Gesamtheit aller endlichen Operatoren aus M. 

Gilt T(A*A) < oo, so heißt der Operator A aus M normierbar. Ist M, die 
Gesamtheit der normierbaren Operatoren aus M, so können wir aus der 
Beziehung!) (A+ .B)*(A+ B)< 2(4*4A-+- B*B) und den Eigenschaften der 
Spur schließen, daß M, ein Teilraum von M ist. Daraus ergibt sich sofort 
B*AEM, für A, BEM,. Wir können also in M, durch die Beziehung 
<A, B> = T(B* A) ein Skalarprodukt definieren. Wir gelangen so zu folgendem 
Satz, den wir ohne Beweis angeben (vgl. GopEMmenrt [10]). 

Theorem 1. Ist M eine Algebra mit der Spur T(H), so ist die Gesamt- 
heit M, aller normierbaren Operatoren aus M, in der die natürliche Involution 
A A* und das Skalarprodukt 


<A, BB=T(B*A) 
definiert sind, eine uniläre Algebra. 


4. Die kanonische Spur in einer unitären Algebra. Die in Nr. 3 beschriebene 
Methode zur Konstruktion einer unitären Algebra mit Hilfe der Spur gibt 
uns die Möglichkeit, eine beliebige unitäre Algebra zu erhalten; wir können also 
. Jede unitäre Algebra in eine andere unitäre Algebra einbetten, die wir nach dem 
oben beschriebenen Verfahren mit Hilfe der Spur konstruieren. Um dies zu be- 
weisen, betrachten wir zunächst einige einfache Eigenschaften der unitären 
Algebren. 

Es sei X eine unitäre Algebra und 9 die vollständige Hülle des euklidischen 
Raumes X. Dann ist $ ein Hınsertscher Raum. Aus der Eigenschaft e) der 

unitären Algebra (vgl. Nr. 1) folgt, daß sich der Operator U, y=ay, u, yEX, 
eindeutig zu einem beschränkten linearen Operator auf 9 fortsetzen läßt; 
diesen Operator auf 9 bezeichnen wir ebenfalls mit U,. 


1) Wie stets bedeutet für hermitesche Operatoren A und B die Beziehung A s > daß 
At, s<Bh,f> für alle fe © ist. 
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Offenbar ist die Zuordnung x — U, ein Homomorphismus und wegen Nr. 1, 
Eigenschaft ec), sogar ein symmetrischer Homomorphismus. 

Wir bezeichnen mit M(X) die von den Operatoren U, erzeugte schwach 
abgeschlossene Algebra. 

Benutzen wir die Eigenschaft d) aus Nr. 1, so können wir leicht zeigen, daß 
der Operator V,y= yzx ebenfalls auf X beschränkt ist und sich daher eindeutig 
zu einem beschränkten linearen Operator auf 9 fortsetzen läßt; diesen Operator 
bezeichnen wir wieder mit V,. 

Ein Element f€ 9 heißt beschränkt, wenn ein beschränkter linearer Operator 
U, existiert, für den 

U,a=V,f fürale zeX 


gilt. Wir definieren nun in M, (X) eine Spur, indem wir 


<f, f, wenn YH = U, für ein beschränktes fe 9 ist, 
+0 sonst 


Tm=| 


setzen. Wir überlassen es dem Leser, zu zeigen, daß sämtliche Axiome der 
Spur (vgl. Nr. 2) erfüllt sind (ein ausführlicher Beweis ist bei GoDEMmEnt [10] 
gegeben). Mit Hilfe der kanonischen Darstellung A= WH erhalten wir, daß 
der Operator A aus M(X) genau dann normierbar ist, wenn 4 für ein be- 
schränktes [€ © gleich U, ist; dabei gilt für zwei normierbare Operatoren 


A=-U, daB=U 
FR i T(BA)=(, 9» 


Wir gelangen so zu folgendem Satz. 


Theorem2. Es sei X eine uniläre Algebra, 9 die vollständige Hülle des 
euklidischen Raumes X und M(X) die von den Operatoren U,,z € X, erzeugte 
schwach abgeschlossene Algebra. Dann gibt es in M(X) genau eine Spur T(A), 
die die folgenden Eigenschaften. besitzt: 

a) Ein Operator AE M(X) ist genau dann normierbar, wenn A= U, für 
ein beschränktes FE 9 ist; 

b) für zwei beliebige normierbare Operatoren A= U, und B= U, gilt 

T(B*A)=<f, 9, 
und insbesondere ist <a, y> = T(UFU,> für alle x,yE X. 

Die mit Hilfe einer gegebenen unitären Algebra X definierte Spur T(H) 
heißt kanonische Spur in M (X). Im allgemeinen können in M (X) auch noch 
andere Spuren existieren; zum Beispiel ist jede Funktion 7’(H)= T(AH), 
wobei A ein positiv definiter Operator aus dem Zentrum von M (X) ist, eben- 
falls eine Spur in M(X). Damit die Spur in M({X) bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmt ist, ist notwendig, daß M{X) ein Faktor ist. 
Ist M (X) ein Faktor, so ist die unitäre Algebra X irreduzibel. Auf Grund der 
Ergebnisse aus $ 37 ist die Irreduzibilität nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend dafür, daß die Spur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig be- 
stimmt ist. 
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Somit stimmt im Fail einer irreduziblen Algebra die kanonische Spur bis 
auf einen konstanten Faktor mit der relativen Spur in M(X) überein; 
Theorem 2 gibt an, wie sich die relative Spur in M (X) unmittelbar konstruieren 
läßt. 


Theorem 3. Es sei R eine symmetrische Algebra von beschränkten Operatoren 
eines Hırngartschen Raumes, und es gelie M= R”; ferner setzen wir voraus: 


a) M ist die abgeschlossene Hülle von R in der starken Topologie; 
b) M ist ein Faktor aus (I) oder (IT); 
e) ist 8 die relative Spur in M, so gilt S(A*A) <-+ oo für alle AER. 


Dann ist die Algebra M, in der die natürliche Involution A == A* und das 
Skalarprodukt <A, B>= S(B*.A) definiert sind, eine irreduzible unitäre Algebra. 
Dabei gilt: 

a) Die vollständige Hülle 9 des euklidischen Raumes R ist bezüglich des 
Skalarprodukis <A, By = S(B*4A) isomorph der vollständigen Hülle der aus 
den normierbaren Elementen von M gebildeten unitären Algebra M;. 

ß) Die Algebra!) M(R) ist isomorph der Algebra M', wobei der Isomorphismus 
von M auf M(R) dadurch bestimmt ist, daß er auf der Einheitskugel von M 
schwach sielig sein und jedem Operator AER den auf R durch die Gleichung 
U,B= AB definierten Operator UsE€ M(R) zuordnen muß. 


y) Die kanonische Spur T auf M(R) ist durch die Formel 
T(Up)=S(H) füralle HEM,(R) 


gegeben, wobei A— U, der oben definierte Isomorphismus von M auf M(R) ist. 
Zum Beweis dieses Satzes muß man nachprüfen, ob 


1. die durch die Formel U,B= AB definierte Zuordnung A— U, tat- 
sächlich ein Isomorphismus von M auf M(R) ist; 

2. R mit der Involution A > A* und dem Skalarprodukt <A, B> = S(B*A) 
allen Axiomen einer unitären Algebra genügt; 

3. die Funktion T(Up)=S(H), HE M,(R), allen Axiomen einer Spur 
genügt und der konstante Faktor, durch den sich diese Spur eventuell von 
der kanonischen Spur unterscheidet, in diesem Fall gleich 1 ist. 


Die Ergebnisse aus $33 bis $ 38 stammen von MuRRAY und von NzumaAns [1] (vgl. 
auch von NEUMANN [1, 4, 7]), die aus $ 39 von Gopsment [10]; ein dem Theorem 3 ähn- 
licher Satz (jedoch nur für Faktoren endlicher Klasse) ist in Kap. II der Arbeit [1] von 
MURRAY und von NEUMANN enthalten. 

Die Resultate von MURRAY und von NEUMANN wurden in zahlreichen Arbeiten weiter- 
entwickelt, von denen am interessantesten die Arbeiten von Dixmter [1—12], GoDE- 
MENT [8, 10, 11] und Szecar [8-12] sind. In den Dixmierschen Arbeiten ist der Begriff der 
Spur auf beliebige schwach abgeschlossene Algehren erweitert, wobei die Werte der Spur 
nicht Zahlen, sondern Operatoren aus dem Zentrum der Algebra sind. SeeAr entwickelt 
in seinen Arbeiten die Theorie der nichtkommutativen Integration; außerdem wendet er 
die Ergebnisse aus $ 33 bis $ 38 auf die Theorie der unitären Darstellungen einer Gruppe an. 


1) Wir erinnern daran (vgl. S. 494), daß wir mit M(X) die von den Operatoren U, 
x € X,. erzeugte schwach abgeschlossene Algebra bezeichnet hatten. 
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Von Interesse sind auch die Arbeiten von Fuernoe und Kapısox [1-3], die die Deter- 
minantentheorie in den Faktoren endlicher Klasse entwickeln (vgl. auch Parzv Dem LA 
BARRIERE [1-5)). 

Gopement [8, 10, 11] benutzte die Ergebnisse dieses Kapitels in der von ihm be- 
gründeten Theorie der Charaktere nichtkommutativer Gruppen, die eine Verallgemeine- 
rung der Resultate von I. M. GELFAnD und NEUMARK [7] darstellt. Der Begriff der 
kommutativen unitären Algebra, der sich nur wenig von der in diesem Paragraphen 
gegebenen Definition unterscheidet, und die Theorie dieser Algebren wurden zuerst von 
W. A. Rockuım [1] aufgestellt. 


KAPITEL VIII 


DIE ZERLEGUNG EINER OPERATORENALGEBRA 
IN IRREDUZIBLE ALGEBREN 


$40. Problemstellung. Die Zerlegung eines positiven Funktionals 
i in elementare Funktionale 


1. Problemsteliung. Eine Menge $ von: beschränkten linearen Operatoren 
eines HıLzertschen Raumes 9 heißt irreduzibel, wenn 9 keinen von (0) und $ 
verschiedenen abgeschlossenen Teilraum enthält, der invariant bezüglich 
aller Operatoren A € $ ist. Anderenfalls heißt $ eine reduzible Menge. Ins- 
besondere ist eine symmetrische Algebra RC B(9) irreduzibel oder reduzibel, 
wenn sie eine irreduzible bzw. reduzible Menge ist. 

Ist R eine reduzible symmetrische Operatorenalgebra im endlichdimen- 
sionalen Hınsertschen Raum 9, so gibt es in 9 einen von (0) und $. ver- 
schiedenen und bezüglich der Operatoren A € R invarianten Teilraum M. 
Dann ist das orthogonale Komplement 9 —M ebenfalls imvariant bezüglich 
A€ R. Die Einschränkungen Am der Operatoren AE R auf M bilden eine 
Algebra Ry von Operatoren auf M, die eine Komponente der ursprünglichen 
Algebra R auf M heißt. Ist Ry reduzibel, so können wir Pt wieder in ortho- 
gonale Teilräume zerlegen, und genauso verfahren wir mit 9—M. Da 9 
endlichdimensional ist, gelangen wir nach endlich vielen Schritten zu einer 
Zerlegung = M, 9: -- © M, von 9 in die orthogonale Summe endlich vieler 
bezüglich £ invarianter Teilräume; in jedem von ihnen ist R (genauer 
die Komponente R,—= Ry, von E) irreduzibel, Wir sagen, die Zerlegung 
9H=-MB---OM, realisiert die Zerlegung von R in irreduzible Algebren R,. 

Entsprechend dieser Zerlegung läßt sich jedes Element € 9 in der Form 


E={$,, &g, ng Ent; HEME, (1) 
schreiben, und der Operator A € R wird durch die Beziehung 
AE= {A,kı, Agdı; Amen ArcRn (2) 


mit k=1,2,...,n definiert. 

Diese Überlegungen lassen sich nicht wörtlich aufeinenunendlichdimen- 
sionalen Raum 9 übertragen. Um zu sehen, wie sie geändert werden müssen, 
untersuchen wir eine symmetrische, kommutative und bezüglich der Norm 
abgeschlossene Algebra R in einem beliebigen Hınsertschen Raum 9. Dann 
ist R isomorph der Algebra aller auf einem lokal bikompakten Raum M 
stetigen Funktionen a(M). Zusätzlich nehmen wir an, daß in 9 ein zyklischer 
Vektor £, existiert, für den die Gesamtheit der Vektoren A&,, AE R, in 9 dicht 
ist. In diesem Fall ist $ isometrisch dem Hıneertschen Raum L}{M) bezüg- 
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lich eines Maßes u, und die Operatoren A € R gehen bei der isometrischen 


5—£(M) (3) 
in Operatoren der Multiplikation mit stetigen, im Unendlichen verschwindenden 
Funktionen a(M) über: 

AtEaN) = {a(M) EM) (4) 


(vgl. 817, Nr. 4, Satz ]J). 

Die Formeln (3) und (4) lassen sich als stetiges Analogon der Formeln (1) 
bzw. (2) auffassen. Den Vektoren £, entsprechen jetzt die einzelnen Werte 
&(M) und den Operatoren A, die Werte der Funktionen a(M). Da R kommu- 
tativ ist, sind diese Werte keine Vektoren, sondern Zahlen. Es versteht sich, 
daß dies auch schon vorher eingetreten wäre, wenn wir R im endlichdimen- 
sionalen Raum als kommutativ vorausgesetzt hätten. 

Wir können also beweisen, daß LZ (Mt) die stetige Summe eindimensionaler 
Räume und R die stetige Summe von Operatorenalgebren in eindimensionalen 
(und demzufolge irreduziblen) Räumen ist. Es entsteht nun die Frage, ob diese 
Überlegungen nicht auf beliebige und sogar nichtkommutative Operatoren- 
algebren übertragen werden können. Man wird natürlich erwarten, daß sich 
dann eine stetige Summe von mehrdimensionalen Räumen Hy ergibt und R 
die stetige Summe der Algebren Ry in diesen Räumen wird, wobei alle oder 
wenigstens fast alle Ryr irreduzibel sind. 

Das vorliegende Kapitel ist der präzisen Formulierung und Beantwortung 
dieses Problems gewidmet. 


2. Reduzible und zentral reduzikle positive Funktionale. Im folgenden 
wird R stets eine Banachsche symmetrische Teilalgebra von B(&) mit Eins- 
element und Z das Zentrum dieser Algebra bedeuten. 

Da Z eine vollreguläre Banacusche kommutative Algebra ist, muß sie der 
Algebra CO (Mt) vollisomorph sein, wobei Mt hier und im folgenden den Raum der 
maximalen Ideale von Z bezeichnet. Für zwei positive Funktionale f, f 
über R werden wir f, <7f, schreiben, wenn f,— f} ebenfalls ein positives 
Funktional über R ist. Ferner gilt für zwei hermitesche Operatoren A, BEB(H)- 
die Ungleichung As B, wenn B—A ein positiv definiter Operator ist. Mit 
}7(A) wollen wir die Einschränkung des Funktionals f(A) auf Z bezeichnen. 
Ein. positives Funktional f über R heißt reduzibel, wenn für jedes positive 
Funktional /<f und alle AER ein Operator BEZ mit der Eigenschaft 
h(4)=f(BA) existiert. Ein positives Funktional f über R heißt zeniral 
reduzibel, wenn seine Einschränkung /Z ein reduzibles Funktional über Z ist. 
Auf Grund von $ 20, Nr. 4, Folgerung 1, wird jedes positive Funktional p(B) 
über Z durch die Formel 


»(B)= [ B(M)du(M) (ı) 


gegeben; dabei ist « ein Maß auf M. Ferner existiert ein Träger des Funk- 
tionals p, d.h. eine minimale abgeschlossene Menge D,CM, die die Eigen- 
schaft v({D,) = u(M) hat (vgl. $20, Nr. 4). Dann läßt sich offenbar das Inte- 
gral (1) als Integral über D, allein auffassen. 
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Theorem 1. Ist f ein zentral reduzibles positives Funktional über R, so 
entspricht jedem Punkt M € Ds ein einziges positives Funktional fu über R, 
das den folgenden Bedingungen genügt: 


a) /u(A) ist eine auf Dyz für jedes feste A € R stetige Funktion; 
b) fu(AB)=fu(A)B(M) für all AER, BEZ; 
0) MA)— [ In(A)duy(M) für alle AER, (2) 


wobei u, das dem Frumktional f? entsprechende Maß auf M ist. 

Beweis. Es si AERund0<A<1l. Wir definieren ein positives Funk- 
tionalo, über Z, indem wiro4 (B)= f{AB), BE Z, setzen. Dann ist 0O< AB<B, 
also O<f(AB)=gpı(B)<f{B) für Bz0. Da das Funktional f zentral 
reduzibel ist, gibt es einen en CL €Z, für den 


fAB)=gp4(B)=F?(C4B) (8) 
gilt. Diese Definition von C, läßt sich auf alle Operatoren A € R unter Bei- 


behaltung der Beziehung (3) übertragen, da jeder Operator aus R eine Linear- 
kombination der Operatoren A(0 <A 1) ist. Setzen wir 


fuld)= CAM), 
so ist 
&) fu(4)=Ca(M) eine stetige Funktion von ME Dei 


ß) für AER, BEZ | 
KAB)—f?(04B)= [ Iu(A)B(M)du,(M). (4) 


Aus (4) folgt insbesondere für B= 1 die Formel (2). Offenbar ist die Funktion 
/m(4) durch die een «) und ß) eindeutig auf Da definiert. Schließlich 
ist für BB €Z 


HABB,) = [ fu(AB)B a 
— [ Iu(4) B(M)B,(M)duy( MM), 
woraus sich, da die Funktion B,(M) beliebig ist, 
fu(A B) = fu(A)B(M) 


ergibt. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Wir erwähnen noch, daß die Beziehung 


ul)=1 für Me D; (5} 
gilt. Setzen wir nämlich A= 1 in (4), so erhalten wir 
)= [Tu B(M)du,(M)= [ B(M Mar; 


hieraus folgt (5), da B(M) beliebig ist. 
Das Funktional fyr(4) heißt die Ableitung. des Funktionals f(A) im Punkt M, 
und die Formel (2) nennen wir die Spektralzerlegung des Funktionals f. 
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Wir wollen noch auf die folgenden Eigenschaften der Ableitungen eines 
Funktionals hinweisen; dabei soll der Terminus ‚‚fast alle“ den Ausdruck 
„alle, mit Ausnahme einer Menge vom u,-Maß Null“ ersetzen. 

Theorem 2. Ist zentral reduzibel und sind fast alle Ableitungen fy, M € Dj, 
unzerlegbare Funktionale, so ist f auch reduzibel. 

Beweis. Essei 0 <p<f. Da f zentral reduzibel ist, existiert ein Operator 
CEZ,02z0, derart, daß 92(B)= f?(C.B) für BE Z ist; folglich ist 9 ebenfalls 
zentral reduzibel. Es seien 


KA) = [ IntA)du,(M), 
94) = [ Pr(A)du,(M) 


die Spektralzerlegungen der Funktionale f bzw. @. Offenbar ist Da c D.. 
Wir definieren oy(A) auf ganz Djz , indem wir ou (A) = 0 für M € Djz — D,z 
setzen. Dann ist die Funktion O(M)pn(A) für jedes feste AER auf Di 
stetig. Die Menge U= {M: C(M) >0, M € Dye} ist nämlich in Dyz offen und 
wegen du,(M)= C(M)dıy,(M) in D,z enthalten; also ist die Funktion 
C(M)ou (A) stetig auf U; da sie jedoch in D;z — U verschwindet, ist sie auf 
ganz D;z stetig. 

Ist nun AER,BEZ und 4>20,B>0, so gilt die Ungleichung 
p(AB) <f(AB), d.h. 

[ Pu) BIM)C (Mydu,(m) < | tuta)BM)dy(M), 

also 


Yu(A)C(M)<fu(A) 


für alle M € Djz und alle nichtnegativen A € R. Da nach. Voraussetzung fast 
alle /yr unzerlegbar sind, müssen fast alle gv(A)C(M) Vielfache des Funk- 
tionals /v(4A) sein: 


Gu(A)CM)—=aM)fu(4) für fast alle ME Dy. 

Nun gelten in allen Punkten M € D,z und insbesondere in allen Punkten 
M € D;z, für welche C(M) > 0 ist, die Beziehungen ou(1) = 1 und fu(l)=1. 
Daher ist fast überall auf D;z 

AM) = Mu) =yu)EM)=OM), 
so daß 

9(4)= [CM yu(A)duM)— [aM iu(A)du,(M) 

= [ C(Mfu(A)du(M) = (CA) 

für alle A € R gilt. Dies bedeutet aber, daß f reduzibel ist. 


3. Sätze über konvexe Mengen. 
I. Es sei E ein reeller Banacuscher Raum, E’ der konjugierte Raum, Q eine 


- der Norm nach beschränkte schwach abgeschlossene Menge aus E’ und K(Q) 
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die schwach abgeschlossene konvexe Hülle von Q. Dann ist K(Q) die Gesamtheit 
aller Funktionale der Gestalt 


F@)=[Ha)dei). 
Q 


wobei o die nichtnegativen Maße auf Q durchläuft, die der Bedingung o(Q)=1 
genügen. 


Beweis. Wir setzen für zEE und fEQ 
u.N=R); 


dann ist «,(f) eine schwach stetige Funktion auf Q. Da @ beschränkt ist, gilt 
I/I=< (0 für alle fEQ. Also ist 


al <Clal. a) 


Diese Ungleichung besagt, daß die Zuordnung x — «, eine beschränkte lineare 
Abbildung des Raumes E in den Banachschen Raum 0”(Q) aller reellen und 
auf Q stetigen Funktionen ist. 

Jedem beschränkten linearen Funktional p(x) über 0”(Q) ordnen wir ein 
lineares Funktional 

(2) = PR) 

über E zu. Aus (1) ergibt sich, daß ®’(x) beschränkt und somit 9 € E’ ist. 
Durch Vergleich der schwachen Topologie von 0”(Q) und E’ folgt, daß die 
Zuordnung 9— 9’ schwach stetig ist. 

Wir bezeichnen mit ® die Gesamtheit aller linearen Funktionale p (x) über 
€” (Q), die den Bedingungen o(«) > 0 für z(f}>0 und p(l)—= 1 genügen, und 
mit N die Gesamtheit der Funktionale 


4, = al), hED: 


über 0”(Q), und wir wollen beweisen, daß K(R)— ®% ist. 
Offenbar ist WC %; da ® eine in der schwachen Topologie abgeschlossene 
beschränkte konvexe Menge ist, gilt auch 


KMCH. 


Ferner ist % bikompakt in der schwachen Topologie von [0’(Q)Y (vgl. 83, 
Nr. 7, Satz III) und K (N) abgeschlossen, so daß also K (N) ebenfalls bikompakt 
ist. Setzen wir K(R) = B voraus und ist , EB, 9, E K(M), so existiert auf 
Grund von $3, Nr. 9, Satz III, eine Funktion «,{f) € C’(Q), die @, von K(N) 
„trennt“, d.h. für die 


max 9(&) < Pol&o) 
PER) 
gilt. Insbesondere ist!) 


max &,(f) = sup Ö,(&) <Po(&)- 
TEQ TeQ 


*) Der Wert max «,(f) wird auf Q erreicht, denn Q ist bikompakt (vgl. $2, Nr. 7, 
Satz VII). ieQ . 
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Diese Ungleichung ist jedoch unmöglich; denn setzen wir c = maxa,(f), so 
haben wir c-1—«,(f}>0 und demnach reQ 
9%) =Pple 1) 0. 


Also ist K(N)= %. Daher geht die Menge ® bei der Abbildung > 
in die schwach abgeschlossene konvexe Hülle der Menge über, die alle Funk- 
tionale = f,€@ enthält, d.h. in K(Q). 

Andererseits läßt sich jedes Funktional € ® in der Form 


pP) = f[alhde 
[7 


darstellen, wobei o(f) ein geeignetes nichtnegatives Maß auf Q ist. Setzen wir 
hier = «, und ol(a,)= F{x), so erhalten wir 


F(2)= [ fe)dei) 
Q 


für jedes FEK(Q). 
II. Es sei & eine der Norm nach beschränkte schwach abgeschlossene konvexe 


Menge aus E’, R% die Menge ihrer Extremalpunkte und R die abgeschlossene 
Hülle von R in der schwachen Topologie. Dann läßt sich jedes Funktional 


FER in der Form Fa) = [ fia)deW) a 
N 


schreiben, wobei o ein nichinegatives Maß auf R mit e(N)= 1 ist. 

Beweis. Auf Grund des Kraın-Mırmasschen Satzes (vgl. $3, Nr. 9) 
ist K(R)= 8; es genügt somit, den Satz I auf die Menge R statt auf Q 
anzuwenden. 


Bemerkung. Es kann ein und derselbe Raum zu verschiedenen Räumen Z konjugiert 
sein; das Maß o in Formel (2) hängt dann von der Wahl des Raumes Z ab. 


4. Die Zerlegung reduzibler Funktionale. Wir bezeichnen mit RF die Gesamt- 
heit aller hermiteschen Operatoren A € R; dann ist R® ein reeller BanwacH- 
scher Raum. Ist ferner (R?) der zu R# konjugierte Raum, P die Gesamtheit 
der normierten (d.h. der Bedingung f{l)=1 genügenden) positiven Funk- 
tionale f über R und % die Gesamtheit aller unzerlegbaren normierten positiven 
Funktionale über R, so ist P und demzufolge auch N Teilmenge von (R#y, 
wobei P konvex und bikompakt in der schwachen Topologie von (R?Y und % 
die Gesamtheit aller Extremalpunkte von P ist (vgl. $19, Nr. 3 und 4). 

Wenden wir den Satz II aus Nr. 3 auf R und P an, so gelangen wir zu dem 
folgenden Ergebnis. 


I. Jedes positive Funktional F über R läßt sich in der Gestalt 
F(A)=[ KA)dur{f) (Ü) 
N 


darstellen, wobei ur ein nichtnegatives Maß auf R mit u(R) = F(l) ist. 
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Für ein festes A ER ist die Funktion x», = x4(f)= f(A) in der schwachen 
Topologie von St stetig. Ist also p(x) ein beliebiges positives Funktional über 
C(R), so erhalten wir, wenn wir 


p(4)=p(x,) (2) 


setzen, ein positives Funktional p über R. Umgekehrt läßt sich jedes positive 
Funktional F(A) über R in der Form (1) darstellen, und setzen wir 


P@)= [aMdurt), 
R 
so erhalten wir ein positives Funktional p(x) über C(R), für welches p = F 
ist. Folglich gilt der Satzt): 
II. Zu jedem positiven Funktional F über R existiert ein positives Funktional p 
über O(R) mit der Eigenschaft p' = F. 
Im folgenden wollen wir mit p stets ein festes positives Funktional über 


CR) und mit F=9p das ihm auf Grund der Formel (2) entsprechende 
Funktional über R bezeichnen. Wir nehmen dabei an, daß F reduzibel ist. 


III. Gehört A zu R und B zu Z, so ist 
_ wu N=ruNxef) (3) 
für alle FEN. 
Beweis. Das Funktional 9, (A) = f(AB) ist dem Funktional f(A) unter- 
geordnet (vgl. $19, Nr.2) und daher für FEN ein Vielfaches von f: 
fAB)=af(4). 
(vgl. 819, Nr. 3). Setzen wir hier A= 1, so folgt «= f{B), und wir erhalten 
(AB) = f{B)f(A). Die Formel (3) gilt also für ER. Da R in R dicht ist 
und die linke und die rechte Seite von (3) stetige Funktionen von f sind, gilt (3) 
auch in ganz N. 
Es sei nun zEO(N), und wir bezeichnen mit », das durch die Formel 
2,(y) = p(xy) für alle yE CN) definierte Funktional. 
IV. Für jede Funktion zE C(R) existiert ein Operator B= B,€Z derart, 
daß 
De’ =(p) für y=as (4) 
ist, wobei B, für 2> 0 nichtnegativ ist. 
Beweis. Fürze CO (R)undosx(f)<lit0<Sp,<pund0<s(p,) <p. 


Da das Funktional p’ reduzibel ist, existiert ein nichtnegativer Operator 
BEZ mit der Eigenschaft 


(2, (A)=p’(BA). (9) 


!) Wir weisen darauf hin, daß es sich hier nicht um eine beliebige, sondern um eine 
spezielle Fortsetzung des positiven Funktionals F handelt. 
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Diese Definition des Operators B läßt sich offenbar mit Hilfe von (5) linear 
auf alle Funktionen x € C(R) ausdehnen. Setzen wir y= x,, so erhalten wir 
aus Satz IEI 


(2, (A)=p’(AB) = plaız) =p(eaxs) = P(zay) = Py(&a) = (RP, (A)- 


Wir setzen nun x’ = zz für B— B, und bezeichnen mit €’ (N) die Gesamt- 
heit aller Funktionen x’ für alle möglichen ze CR). 
V. Es gelten die Beziehungen 
2R)=Pl®), 
i (6) 
Pyr (aa) = Pyr (aa) 


für alle AER,zEOR) und yECN). 
Beweis. Formel (4) bedeutet, daß 


Pa(%4) = Pr (X) (7) 
ist. Insbesondere erhalten wir für A=1 die Beziehung »,(1) = p»{l) und 
a: Pe) =.) ==. 


Ferner ist auf Grund von (7) 
per) = plz); 
so daß sich für „= x0, ÜE€Z, 
Pyr(axa) = Play’ wa) = PlRxor 4) = plaxc 4a) = P(®%c4) 


= pl wor) = pl y’ra) = Pr l® a) 
ergibt. = 
Es sei nun /,€ D,, wobei D, der Träger des Funktionals p in % ist. Für 
jede offene Menge U, die /, enthält, wählen wir eine nichtnegative Funktion 


zu ce cR), die außerhalb U gleich Null ist und der Bedingung 


[enau, =! 
genügt. ’ 

Wir betrachten nun eine geordnete fallende Menge {U} von Umgebungen, 
die eine Basis von Umgebungen des Punktes f, bilden. Dann konvergiert die ge- 
ordnete Menge der Funktionale p,, schwach gegen das Funktional d,, ()=x(f,); 
den Wert der Funktion «(f) im Punkt /,. Nun entspricht jeder Funktion xy 
ein nichtnegativer Operator Br = B,, € Z und eine Funktion 27 = 23,20. Auf 
Grund der Gleichung 


92, = p(&0) = pa) = [dan 1 


ist die Menge der Funktionale p,;, der Norm nach beschränkt. Daher existiert 
ein Teilnetz!) {7} der Menge {U}, für welches p,, schwach gegen ein positives 


Funktional q über C(fR) konvergiert. 


2) Vgl. Anhang IL, 8. 529. 
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VI. Es gelten die Beziehungen 
(d = gd; 
qlaxı) =gle ru) 


für alle zc O(R) und alle AER. 


Beweis. Infolge (7) gilt 
65,(4) Ze Ö, (za) = lim p,,(#4) >= lim Pr;(%4) 
Vf Vofh 


=g@)=g(A). 


Setzen wir hier 4= 1, so erhalten wir g(l)=1. 
Ferner gilt auf Grund von (6) für sE ON) und AER 


q(ex4) = lim p,,(#&4) = lim 9, (021) = ga’). 
Y->%h v>fhh 


VII Es ist q= ö,. 
Beweis. Es seizE ON) und AE R. Auf Grund von Satz VI ist dann für 
B=B, 
g(2x4) = g(85%4) = qler 4) =g’(BA)= 65 (BA) 


— 6, (88.4) = 65, (88%) = (82) Ö, (@4)- 


Setzen wir hier A= 1, so erhalten wir q (x) = 6, (xs) und folglich 


glazı) =g(R) 6, (8A). - 
Insbesondere ist für <=1 
lea) = 6, (8a). 
Dann ist aber für A,,A,..-, „ER 
glaa,8a,24,) = Ua, %a,) 0 (Ra,) 
= g(04, 84, Op (%an,) 61.(%4,) 


— 6,,(84,) 9, (&4,) Op. l@an) 

= 6, (08a, 8an)> 
so daß (x) auf der minimalen Banachschen Teilalgebra A von C (N), die alle 
Funktionen z4, AER, enthält, gleich ö,,(x) ist. Diese Teilalgebra ist voll- 
symmetrisch, denn es ist x4- = #4. Außerdem trennt sie die Punkte von SR. 


Ist nämlich 4, kEN und ff, so existiert ein Operator A, für den 
h(A)= (A), also zul) Fralf) gilt. Auf Grund des Stongschen Satzes 


(vgl. $2, Nr. 10) ist dann A= C(R) und g(x) = ö,() auf ganz CR). 
VII. Für jede Funktion zEC{N) existiert ein Operator BEZ mit der 
Eigenschaft 25—= x auf D,. 
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Beweis. Es sei ,€ D,. Auf Grund der Sätze VI und VII ist 
ör, (2x4) = ö,, (2%) 


für B= B,. Setzen wir hier A = 1, so erhalten wir ö,, (2) = 6, (&) und somit 
&(f)= zs(fo). Damit ist Satz VIII bewiesen. j 
Es sei nun wieder f2 die Einschränkung des Funktionals f € W auf Z. Infolge 
Satz III ist 
PiBB)=PB)/P(B) fürall B, BEZ; 


folglich definiert das Funktional f?2 einen Homomorphismus der Algebra Z 
in den Körper der komplexen Zahlen und infolgedessen ein maximales Ideal M 
von Z, wobei 


f?(B) = B(M) (8) 


ist. Wir erhalten so eine Abbildung /—> M des Raumes fl in M. ‘Diese Ab- 


bildung ist stetig, wie aus einem Vergleich der Umgebungen in W und MW 
unmittelbar folgt. 


IX. Die Zuordnung [> M. bildet D, homöomorph auf eine abgeschlossene 
Teilmenge ®, des Raumes M ab. 


Beweis. Es sei #7, mit f,%; € D,. Dann existiert eine Funktion 
zECN) mit der Eigenschaft x(f,) + x(f). Wir wählen ein BEZ derart, 
daß x=xz auf D, ist. Dann ist zg(f) + 2z(f), also /i(B)=#fa(B) oder 
B(M,)#B(M,). Folglich ist M, = M, und die Abbildung f > M eineindeutig 
auf D,. Dann ist aber diese Abbildung eine Homöomorphie des bikompakten 
Baumes D, auf einen bikompakten Raum 8, CM. 

Wir bezeichnen nun mit ® die Gesamtheit der über C(R) positiven Funktio- 
nale, deren Träger in D, enthalten ist. Jedes Funktional aus ® definiert ein 
Maß auf N; die Gesamtheit dieser den Funktionalen aus ® entsprechenden 
Maße wollen wir ebenfalls mit ® bezeichnen. Ferner sei © die Gesamtheit 
der über O(M) positiven Funktionale, deren Träger in ®, enthalten ist; die 
Gesamtheit aller diesen Funktionalen entsprechenden Maße auf M soll wieder 
mit © bezeichnet werden. 

Die Abbildung f> M stellt eine Zuordnung u > & zwischen den Maßen 
w€ © und den Maßen a € Ö, also eine Zuordnung @ — ö zwischen den Funk- 
tionalen ED und ED her. Diese Zuordnung läßt sich durch die Formel 


14) = w(AND,)=ül(AND,y) 


ausdrücken, wobei (AN D,) das Bild der Menge AND, bei der Abbildung 
T>M ist. 


X. Die Zuordnung > 9 besitzt folgende Eigenschaften: 

a) 9= 92 für alle ED, insbesondere P= p?; 

b) die Beziehung 9, <Y, ist der Ungleichung 9, < $, gleichwertig; 
c) D, ist der Träger des Funktionals p’?. 
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Beweis. Für jeden Operator BEZ gilt 


FB) = [ BiMyda(m = KB)du) = | er(Ndul) 
D D, 
=P(a)=P'(B), 


also 9 = 9’; insbesondere ist ?= p?, so daß ®, der Träger des Funktionals 
p'2 ist. Die Behauptung b) ist sofort ersichtlich. 

XI. Das Funktional p’ ist zentral reduzibel. 

Beweis. Es sei y ein dem Funktional 97 untergeordnetes Funktional 


über Z. Dann ist der Träger des Funktionals » in ©, enthalten, also ist yE®. 
In diesem Fall existiert aber ein Funktional g € Ö, für das y = 9 ist. Aus den 
Beziehungen 9 = y< p?= pfolgt g < p und infolgedessen 9’ < p’. Da nach 
Voraussetzung p’ reduzikbel ist, existiert ein Operator BE Z mit der Eigen- 
schaft 9 (A)= p’(AB) für alle A € R. Dann ist für jedes Ü EZ 


y(0) = 90) = P?(C) = Y’(C) =P’(BC); 


also ist p’ zentral reduzibel. Damit ist Satz XI bewiesen. 
Wir wenden jetzt die eben konstruierte Abbildung > M auf die Formel 


p(A)= pa) = A ALLTAG) = KA)dı,(f) (9) 


an. Auf Grund von p =» bei dieser Abbildung das Maß u, mit dem: 
Träger D, in das Maß u; = u, mit dem Träger D, über. Daher läßt sich (9) in 
der Gestalt 
p’ (4) = [ Tu(A)da, (M) (10) 
5) 


schreiben, wenn wir mit fu das dem IdealME®D, bei der Abbildung > M 
entsprechende Funktional f über D, bezeichnen. Nun ist aber wegen (3) und (8) 
für AeR und BEZ 


Far(A B) = fu(A)fu(B) = fm(A)B(M), 


so daß (10) allen Bedingungen aus Theorem 1 von Nr. 2 genügt. Auf Grund 
der Eindeutigkeit der Zerlegung (2) in diesem Satz müssen die Formeln (2), 
Nr. 2, und (10) für /= p’ übereinstimmen; insbesondere müssen die Beziehun- 
gen fu(A)= fu(A) und Dyz = D, gelten und as Ableitungen /v(A)inD,c% 
enthalten sein. 

Somit erhalten wir den folgenden Satz: 

Theorem 3. Jedes reduzible positive Funktional f über R ist auch zentral 


reduzibel, und seine Ableitungen sind in WR enthalten. Dabei existiert auf CN) 
. genau ein positives Funktional p, das der Bedingung p’ = f genügt. 


5. Ein Satz über die Erweiterung des Integrals. Es sei T ein bikompakter 
Raum, B’(T) die Gesamtheit aller beschränkten reellen Funktionen 2—= x{t) 
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auf 7, C’(T) die Gesamtheit aller stetigen reellen Funktionen y= y(f) auf 7 
und /= I(y) ein Integral auf C”(T). Wir setzen 


I*(&)= inf I). 
sZyEor(T) 
Man sieht leicht, daß I*(x) ein konvexes Funktional über B'(T) ist. 
1. Für jede Funktion x, € B’(T) und jede reelle Zahl c, die den Ungleichungen 


— *(—2) <se<I*(,) 


genügen, existiert ein positives Funktional I(x) über B’(T'), das eine Erweiterung 
des Integrals I(x) ist, und zwar so, daß I (2) = e gilt. 

Beweis. Wenden wir den Haun-Banachschen Satz (vgl. $1, Nr. 9) 
auf das konvexe Funktional /* (x) an, so sehen wir, daß ein lineares Funktional 
I(«) über B’(T) existiert, das den Bedingungen 


I) <I*(«) für alle ze B'(T), 


I(2) = 6 
genügt. Für x€ 0’(T) erhalten wir 
"(@)=—-I*-2)=I(), 
also I(x)= I(x), so daß I(x) eine Erweiterung des Funktionals /{z) ist. 
Ferner ist für yE B'(T) und y>0 
Iy)= inf I@)<I(0)-0 
-YEREC"(T) 

und demzufolge /(y) > —I*(—y) > 0. Somit ist J ein positives Funktional 
über B’(T). 

Il. Es sei u das durch das Integral I(&) definierte Maß. Genügt die Funktion 
zEB’(T) der Bedingung I*(e)=-—I*(—x), so ist sie u-summierbar, also 
u-meßbar, und es ist I(&) — I* (x). 

Beweis. Aus der Definition der Zahlen I*(x) und — I*(—x) folgt, daß eine 
nichtwachsende Folge y,€ C"(T) und eine nichtfallende Folge 2, € C”(T) 
existieren, für die j 

lim, <x<limy, 
und 
J (im z,) = lim I (2,) = —[* (—x) = I*(2) =1im/(y,) = I (limy,) 
gilt. Somit stimmt x fast überall bezüglich u mit den u-meßbaren Funktionen 
lim 2, und lim 4, überein und ist demzufolge selbst is-meßbar. 


6. Die Ableitungen reduzibler positiver Funktionale. 
1. Ist ein positives Funktional f über R nicht unzerlegbar, so existiert min- 


destens ein positives Funktional p über C(R), das der Bedingung p’ = f genügt 
und dessen Träger mindestens zwei Punkte enthält. 
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Beweis. Es sei f nicht unzerlegbar. Dann gibt es ein Funktional o,, das 
den Bedingungen 
ash pref (1) 


genügt. Wir setzen 9 —= f—g, und wählen zwei positive Funktionale ?,, Ps 
über C(R) mit der Eigenschaft p] = 9,, 9, = 9. für p= + it pP=f. 
Um zu zeigen, daß p die verlangten Eigenschaften besitzt, nehmen wir an, 
daß D, nur aus einem Punkt /, besteht. Dann ist 


22) = [Fan d = che) =cö,(«) 
Dp 


mit c= u„({/}). Nun ist aber 9, <p, also D,, c D, und D,, = {f,}. Hieraus 
können wir schließen, daß auch p, = c,6;, und daher p, = «p ist. Dann ist 
jedoch 9 =p]=ap'=.«f, was der zweiten Bedingung (1) widerspricht. 
Damit ist Satz I bewiesen. 

Wir ordnen nun jedem Funktional FEN ein positives Funktional f" aus 
OR) folgendermaßen zu: Für FE N setzen wir f* = Ö,; ist jedoch FE KR, 
so sei f* ein normiertes positives Funktional über O(R), dessen Träger min- 
destens zwei verschiedene Punkte enthält und das der Bedingung f”’ = f genügt. 

Wir bezeichnen mit B’(N) [bzw. B(N)] den Banwachschen Raum aller 
beschränkten reellen (bzw. komplexen) Funktionen «(f) auf NR mit der Norm 
}z|= sup |e(f)| und mit O’(R) die Gesamtheit aller stetigen reellen Funk- 
tionen auf N. Für jede Funktion z(f) € O"(R) definieren wir eine Funktion 
x“ (f) auf R durch die Formel 


(= (a). 
Ds A|=!’@|<stW|el=|e| 


ist, gehört x” zu B’(W), und die Zuordnung x — x” ist eine beschränkte lineare 
Abbildung. Offenbar führt sie nichtnegative Funktionen in nichtnegative 
Funktionen über. 

Außerdem gilt 

AuN)=Pla) = A=-MA)-RAN, 
so daß 
Na) für alle FEN (2) 

ist. 

Es sei nun F ein festes reduzibles Funktional über R und p ein positives 
Funktional über C(R), das der Bedingung p’ — F genügt. 


II. Gehört x, zu ON), so ist x, eine u,-meßbare Funktion, und es gili 
?rm)= PR). 

Beweis. Das Funktional p(x) ist ein Integral auf C(R); nach Satz I aus 
Nr. 5 läßt es sich zu einem Integral 9(x) auf B’(S) mit der Eigenschaft 


P(a,)= P*(a,) erweitern. Ist g (x) ein positives Funktional über C(N), das für 
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alle x; yEec(R) durch die Formel g(x + iy) = p(x”) + ip(y*) definiert 
wird, so gilt wegen (2) für einen hermiteschen Operator AER 
ale) =Plad)=Pla)=pla)=F(A), 

so daß g’ = p’ = F ist. Da nur ein positives Funktional p über C(R) existiert, 
für welches p’ = F ist (vgl. Nr. 4, Theorem 3), ist g= p und insbesondere 
P* (0) = 4%) = PR): 

Analog ist p*(—x8) = p(—,); infolgedessen gilt 

—p*( 30) = p(&) = pP" (0). 

Auf Grund von Nr. 5, Satz II, folgt hieraus, daß x, eine u,-meßbare Funktion 
ist und p(x5) = p(x,) gilt. 

Es sei nun x(f) ein Element aus B(N). Da f“(x) ein Integral auf O(R) ist, 
hat f* (x) nur für diejenigen € R einen Sinn, für die x(f) zu L!(f*) gehört; für 
diese f setzen wir «(= f'(«). 

III. Es sei x(f) eine beschränkte reelle u,-meßbare Funktion auf NR. Dann ist 

a) die Funktion x(f) auch pyı-meßbar, eventuell mit Ausnahme von Funk- 
tionalen f*, für die die entsprechenden Funktionale f eine Menge vom u,-Maß 
Null bilden; 

b) die Funktion x (f) = f“ (x) ebenfalls u,-meßbar, und es gilt p(x") = p(«). 

Beweis. Offenbar genügt es zu zeigen, daß diese Behauptungen für nicht- 
negative Funktionen gelten. 

Wir bezeichnen mit %& die Gesamtheit aller nichtnegativen Funktionen 
aus B(R)N L!(p), für die die Behauptungen a) und b) gelten, und müssen 
dann zeigen, daß & aus allen nichtnegativen Funktionen aus B{R)N Z(p) 
besteht. Den Beweis führen wir in mehreren Schritten. 

1. Gehört x, zu & und ist x, (N x{f) oder z,(f) {JS C, so gehört auch x 
zu R. 

Es sei zunächst x, (fJ)\ x(f). Auf Grund von a) und $6, Nr. 7, Satz VII, 
ist dann ze L!(f*) und "(IN F" (®), also NM. E N für FER— 
wobei u, (N,) = 0) ist. Dann gehört aber x” (f) wegen b) zu 2(p ), und es ist 
p(&,) = plar) p(z*). Andererseits gilt p(x,)\ P(z), also p(x”)= p(x). 

Analog wird der Fall «,(f) + x{f) s C untersucht. 


2. Gelien die Ungleichungen 
2 N<elf) <yf) für alle FEN (3) 


mit 2,y € 8, und ist p(e) = p(y), so gehört x zu R. 

In diesem Fall ist nämlich 2* <s y* und pe) =p(z”) <p(y*) = p(y) = p(e), 
also p(2*)= p(y*) und y* (f)=z” (f) auf R—N,, wobei u,(N,) = 0 ist. Dies 
bedeutet, daß / (y)=f; (2) für, EN— N, gilt und daher y= z auf WR — N; 
mit 4 (N;4)= 0 ist. Hieraus und aus (3) können wir schließen, daß x zu 

If) gehört und @)<h(@)< hy), also 2" (A) ==“ (fo) < y" (fo) ©" (fo) für 
KEN—N, ist. Also folgt =" € LD!(p) und p(@”)= p(l@")= Pl) = ple). 
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3. LIMHRIN BIN) (vol. 86, Nr. 3, Seite 129). 

Es sei ze M+(R)N BR); dann existieren nichtnegative 9, EC(R) mit 
den Eigenschaften y, 7 y< x und p(y,)  p{x). Infolge von Satz Il gehört y, 
zu 2, so daß wegen Aussage l auch yE Z ist. Dann erhalten wir mit den 
gleichen Überlegungen wie im Beweis der Behauptung 2, daß x ebenfalls zu & 
gehört. 

4. 2LINMMNBER). 

Gehört x zu N’(R)N BR), so gibt es in M+(N)N B(R) solche y,, daß 
YyNSYy=Zx und p(y,)\ P(x) ist; wenden wir nun die Behauptung 3 an und 
schließen wir ferner wie in den Beweisen der Aussagen 2 und 3, so gelangen 
wir wieder zu dem Ergebnis zE ®. 

Kombinieren wir jetzt die Behauptungen 1 bis 4 mit Satz XI aus 86, 
Nr. 7, so können wir uns von der Gültigkeit des Satzes III überzeugen. 


IV. Jede beschränkte Yp-meßbare Funktion y(f) stimmt mit y*(f) überein, 
eventuell mit Ausnahme einer Menge von Punkten f vom u,-Maß Null. 
Beweis. Es-si BEZ, Bz=0. Dann ist F53(A)= F(AB) ein reduzibles 


Funktional. Ferner sei z(JEC(N) und z{}=0. Auf Grund von Nr. 4, 
Satz IV, existiert ein Operator B= B,€Z derart, daß (p,)’ = (p,) = 
für y= &; ist. Daher läßt sich Satz II auf Fz statt F und p, statt p anwenden. 
Insbesondere ist für jede beschränkte u,-meßbare Funktion y(f) 


Px(Y) =2,(Y”); 
[ed ı Hau = [ed din: 


Da die nichtnegative Funktion z(f) € C(R) beliebig ist, ergibt sich hieraus die 
Behauptung. 


d.h. 


V. Für jede 1,-meßbare Menge FON gilt 
plP—{f: DiacF}]=0. (4) 
Beweis. Da die charakteristische Funktion &r(f) der Menge F auch u,- 


meßbar ist, gilt 
weN=Ef)=F (En lyı(R), 


eventuell mit Ausnahme einer Menge N von Punkten f vom u,-Maß Null. 
Gehört f zu F— N, so erhalten wir 


YaP=HN-l=mR), 
also ist D,»c F. Hieraus 
—{f:Dac# } cN. 
Damit ist die Formel (4) bewiesen. 
VI. Für jedes JED,—N ist 


Da—D,#0. 
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Beweis. Es sei f, E N und BE Z. Setzen wir a = (B) und berücksichtigen 


wir (2), so erhalten wir 
fo (al — zz?) = 


Somit verschwindet &l—xz auf ganz Dy4, und es ist zz(f)= xz(f,) für 


alle f € Dix. * 
Sind nun f, und f, zwei verschiedene Punkte aus D,, so existiert eine Funk- 


tion z(f)EONR), für die z(f}) + x(f,) ist. Da es nach Satz VIII aus Nr. 4 
einen Operator B € Z gibt, für den zz (f) = x(f) ist, wenn f zu D, gehört, muß 
(fh) # xe(f) sein. Gehört f zu Dya, so ist nach dem oben Bewiesenen 
ef) zElfi) Felt). Also ist /+f, und fd D;a. Somit kann für jedes 
feD, der Durchschnitt D,N Dia keinen von f. verschiedenen Punkt ent- 
halten. Da aber FED, — N sein sollte, enthält D,, mindestens zwei ver- 
schiedene Punkte; also, ist Da—D, #0. 

VII. Bs ist, RR) 0. 

Beweis. Auf Grund von Satz VE ist 

D,—RCD,— {f:DucD,) 
und folglich wegen Satz V 
RN DR) <p(D5— {f:DiacD,}) = 

Theorem 4. Ist F ein reduzibles positives Frunktional über R, so sind für 
fast alle M € Dyz (im Sinne des Maßes ur) die Ableitungen Fur unzerlegbar. 

Beweis. Ist N die Gesamtheit aller M € Dyz, für die Fyr nicht zerlegbar ist, 
so gilt DD —-RN—=N={fu:MEN} für ?=F. Auf Grund von Nr. 4, 
Satz X, ist F??=p'’7= 97; daher ist!) 


Kr(N) = u; (N = (N) =, (D,—R) = 
Fassen wir die Theoreme 2, 3 und 4 zusammen, so erhalten, wir das folgende 
Resultat: 


Theorem 5. Ein positives Frunktional F über R ist genau dann reduzibel, 
wenn es ein zentral reduzibles Funktional ist, dessen Ableitungen Fu für fast 
alle M € Drz (im Sinne des Maßes ur) unzerlegbar sind. 


$41. Zerlegung einer Algebra von Operatoren 


1. Die Diagonalzerlegung eines positiven Funktionals. Wir bezeichnen nun 
mit R’ die Gesamtheit der mit allen Operatoren aus R vertauschbaren be- 
schränkten linearen Operatoren eines Hırzertschen Raumes 9 und mit 
R, U R, die minimale BanacHsche symmetrische Teilalgebra von B($), die R, 
und &, enthält. 


!) Wir erinnern daran, daß u, eigentlich zz bedeutet. 
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T. Für jede der Norm nach abgeschlossene symmelrische Algebra RC B($) 
gibt es eine kommntotive BanackHsche symmetrische Algebra E aus Operatoren 
von 9, die die Eigenschafi (RUEY=E hat. 

Beweis. Es sei X eine maximale kommutative symmetrische Teilalgebra 
von R’; wir wollen zeigen, daß dann (RUEY=EZ silt. 

Es ist (RUEY=RNE. Ist AER’NE’ hermitesch, so ist EU {A} eine 
kommutative symmetrische Teilalgebra von R’, die E enthält. Da E maximal 
ist, gilt EU{A}= E und folglich A € E. Somit liegt (R U E) in Z. Anderer- 
seits ist offenbar (RUEYDE, so daß wir zu der Beziehung (RUF)/= 
gelangen. 

Eine Algebra E, die den Bedingungen von Satz I genügt, nennen wir 
Diagonalalgebra der Algebra R. 

Offenbar ist E das Zentrum der Algebra RUE. 

Es sei nun F ein beliebiges positives Funktional über 2, dem die Dar- 
stellung A — Ar der Algebra R in einem Hirzartschen Raum Hr entspricht 
(vgl. $17, Nr.3). Dabei kann 9r als der Raum L?(F) aller bezüglich eines 
Maßes ur quadratisch integrablen Funktionen angenommen werden (vgl. den 
Beweis von Satz I aus $ 17, Nr. 4). 

Wir bezeichnen nun mit Rz das Bild der Algebra .R bei dieser Darstellung. 
Dann ist Rp eine BamacHsche symmetrische Algebra von Operatoren aus Hr 
(vgl. die Folgerung aus $ 24, Nr. 3). Dabei existiert in 97 ein in bezug auf Rz 
zyklischer Vektor, d. h. ein Vektor &}, für den die Gesamtheit aller Vektoren 
Art}, ApE Br, in Hr dicht ist. Auf Grund von Satz I gibt es eine Diagonal- 
algebra # für Ryr. Setzen wir K= RrUE und definieren wir das positive 
Funktional p über K durch die Formel 


AA, ED für ACER, 


so gilt der folgende Satz: 

II. Das Funktional @ ist reduzibel. - 

Beweis. Ist y ein positives Funktional über K, das der Bedingung y<p 
genügt, so existiert ein Operator BEK'=E, für den y(A\=„{BA) gilt 
(vgl. $19, Nr. 1, Theorem 1). Da E das Zentrum von X ist, NG damit der 
Satz bewiesen. 

Wir bezeichnen nun mit 9° die Einschränkung des Funktionals @ auf E, 
mit M den Raum der maximalen Ideale von E und mit u, das durch das 
Funktional @® definierte Maß auf M. 

‘III. Der Träger des Maßes u, stimmt mit M überein. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß 


pE(B"B) = | |B(M)?du,(M)>0 


für jedes BEE,B=0, ist. Dazu nehmen wir an, D sei der Träger des Maßes 
Kr. ItEM— D=+G, so existiert eine stetige Funktion B(M) = 0, die auf D 
verschwindet. Für sie silt 


p#(B*B)= | |B(M) da (Mm) =0 
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[Wir erinnern daran, daß die Algebren Z und C (Mt) vollisomorph sind (vgl. $16, 
Nr. 2, Theorem 2) und daher die Funktion B{M) durch ein Element BEE 
definiert wird.] Ist also @#(B*B)= 0, so erhalten wir für jedes A nn R 
|BArE}P?=|ArBiR?<A?BEr?=|A’oFlB*B) = 
d.h., es ist BAp&?= 0. Da aber &# ein zyklischer Vektor ist, muß B=0 
sein. Damit ist der Satz bewiesen. 
Wir betrachten nun die Spektralzerlegung 


p(A)= [ Pm(A)du,(Mt) 
M 


des Funktionals 9 (vgl. $40, Nr. 2, Theorem 1). 

Jedes Funktional py erzeugt eine Darstellung A— Ay der Algebra K in 
einem HILBErtschen Raum Hy = [2(p,,) mit einem in bezug auf X. zyklischen 
Vektor Er. 

Sind Ru und Ky die Bilder von Ry bzw. K in dieser Darstellung, so ist 


Kur=Rn- (1) 
Die Menge X = 2 B;A,: Br, € E, A,E€ Er) ist nämlich in K bezüglich der 
Operatornorm dicht, und daher ist die Menge 
= [3 Br, ndn,m: Br CR, Are Er) 


= [I Be), u :A,E | =Eu 


in Ky dicht; daraus folgt (1), denn Ky und Ay sind abgeschlossen (vgl. die 
Folgerung aus $ 24, Nr. 3). 

Aus (1) können wir schließen, daß der Vektor £}} auch bezüglich Rp zyklisch 
ist. Dann erzeugen aber die Darstellungen A— Az und Ar— Ay die Dar- 
stellung A— Ay der Algebra R mit dem zyklischen Vektor Er. Diese Dar- 
stellung wird durch das positive Funktional 


vu(4)=Yu(Ar) 
definiert. Folglich. ist 


P(yn) =L’(om): R,, Rn, u Eh- 
IV. Das Funktional yır ist genau dann unzerlegbar, wenn das Funktional om 


unzerlegbar ist; fast alle vum (im Sinne des Maßes u,) sind unzerlegbar. 


Beweis. Das Funktional yyr ist genau dann unzerlegbar, wenn die Algebra, 
Roy = Ru = Kur irreduzibel, d. h., wenn 94 unzerlegbar ist. Nach Theorem 5 
aus $40 sind fast alle oyr und infolgedessen auch fast alle yy unzerlegbar. 

Damit erhalten wir den folgenden Satz: 


Theorem 1. Gegeben sei ein positives Funktional F über RB und eine Diagonal- 
algebra E für das Bild Rr von R in L2(F). Dann existiert ein Maß!) u auf dem 


3) Wir schreiben hier g statt u,. 
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Raum Mt der maximalen Ideale von E und für jedes M EM ein positives Funk- 
tional yu über R derart, daß 


3) yu(Ä) eine steige Funktion von MED für jedes jesie A ER ist; 
b) <ArBr&ß, ED = [ B(M) yu(4)dul) (2) 


M 
für alle AER, BEE ist, wobei EB ein zyklischer Vektor der Darstellung R— Rp 
ist; 
c) fast alle Funktionale yyr (im Sinne des Maßes u) unzerlegbar sind. 


Wir übertragen nun die Zerlegung (2) von M auf Ü. Dazu bemerken wir, 
daß die Zuordnung M — yy eine in der schwachen Topologie stetige Abbildung 
des Raumes M in P ist.!) Da fast alle yy zu N gehören und M der Träger des 


Maßes zz ist, ist das Bild D des Raumes WM bei dieser Abbildung in % ent- 
halten. 

Setzen wir Ry=R, Au=4, Eu & für [= ym, so erhalten wir die 
Algebra R,, die Operatorfunktionen A, und die zyklischen Vektoren £,, die 
für alle fE © definiert sind. Dabei ist A,—= 4 (M) eine Zahlenfunktion, wenn A 
zu E gehört. 

Für jede Menge AC D sei 4’ das Urbild von A bei der Abbildung M — ya; 
das Maß „ läßt sich auf D übertragen, indem 

e(d)=ulA) 


gesetzt wird. Offenbar ist g ein Maß auf Y mit dem Träger ©. Mit F, bezeichnen 
wir das durch das Maß o definierte Funktional über O(R). 


V. Fast alle Funktionale FER (im Sinne des Maßes 0) sind unzerlegbar. 


Beweis. Ist A die Gesamtheit aller zerlegbaren positiven Funktionale 
TE ®, so bildet A’ die Gesamtheit derjenigen M € M, für die yy zerlegbar ist. 


Also gilt e(A)=uA)=0. 

Es sei nun B(R) die symmetrische Algebra der (im Sinne des Maßes o) 
wesentlich beschränkter meßbaren Funktionen = x{f) auf R mit der 
Norm?) |x] = ess max |x(f)] und der Involution x*(f) = x({f), und wir setzen 
für zegim, /°” 

z (M)=x(pn). 

VI. Für jede Funktion x € 1:7073) existiert ein Operator C,€ E mit der Eigen- 
schaft, daß C,(M) = x” (M) 
fast überall im Sinne des Maßes u gilt. Dabei ist 


Arl,&, ED= [HAKEN 
u ;; 


1) Wir erinnern daran, daß P die Gesamtheit aller normierten positiven Funktionale 
über R ist (vgl. $40, Nr. 4). 
2) Vgl. $6, Nr. 13. 
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Beweis. Es genügt zu zeigen, daß die Behauptung für Oo<z<I1 rn 
Bezeichnen wir mit p, das durch die Formel!) 


92(B)= [ 2° (M)B(M)du(M) (3) 
M 


definierte positive Funktional über E = C(M), so ist 9, <o. Da @ reduzibel 
ist, folgt hieraus, daß ein Operator ©, € E existiert, für den. 


92(B) = P(C,B) = J C,(M)B(M)du(M) (4) 


ist. Ein. Vergleich von (3) und (4) 2er, daß fast überall im Sinne des Maßes u 
die Beziehung O,(M)= x” (M) besteht. Außerdem ist 


Art, Eh, 8 = [ yulA)e‘ (Mdu(M) 
M 
= [fA)e(Ndem. 
® 


VII. Die Zuordnung «> CO, ist ein voller Isomorphismus zwischen B{R) 
und E. 


Beweis. Für jedes x € B($) gilt 
|x| = ess max |” (M)|= sup |, (M)|=1C,, 
Men MER 


so daß die Zuordnung 2—C, ein voller Isomorphismus der Algebra B(R) 
auf eine Teilalgebra #’ von E sein muß. Wir müssen nun zeigen, dB = E 
ist; dazu brauchen wir nur zu beweisen, daß für jedes 0 € E, das der Bedingung 
0 <C<1 genügt, eine Funktion zE B(R) existiert, die die Eigenschaft 
0,= ( hat. Es sei also CEE unddO<sC<i1. Betrachten wir das positive 
Bee ve) = [a MO Mau ©) 


über O(R), so ist O<y<F, wegen 0<C(M)<1. Folglich ist y absolut 
stetig bezüglich F, (vgl. $6, Nr. 15). Das bedeutet, daß eine o-meßbare be- 
schränkte Funktion y(f) auf ® existiert, für die 


va) = [du Nden = [my (mau . 
= [2*(an0,(Mdu(M) 
ist. Ein Vergleich mit (5) ergibt C(M)= C,(M), also O = (,. 


%% Durch Zusammenfassen der Sätze V bis vo gelangen wir zu dem folgenden 
Satz: 


Theorem 2. Gegeben sei ein positives Funktional F über R und eine Diagonal- 


algebra E auf L2(F). Damn existiert ein Maß o auf R, das den folgenden Be- 
dingungen genügt: 


3) RN ist eine Menge vom o-Maß Null; 


!) Wir erinnern daran, daß u das Maß u, bezeichnet. 


1. Die Diagonalzerlegung eines positiven Funktionals 517 


b) für jede Funktion x € B{R) gibt es einen Operator C,€ E mit der Eigen- 
schaft 


<Ar0, Eh, ED [HAEMded; (6) 


c) die Zuordnung x -> O, ist ein voller Isomorphismus der Algebra B(R) auf 
die Algebra E. 


Ist D der Träger des Maßes e, so erhalten wir aus (6) 


P(4)=<Apt, &D= [fA)de). 7) 
9) 


Diese Formel heißt Diagonalzerlegung des Funktionals F, die Menge ® 
Kernraum und die Algebra P= {0,:zE C(D)} Kernalgebra dieser Zer- 
legung. 

Da die Zuordnung <—C, ein voller Isomorphismus der Algebren C(®) 
und P ist, können wir © als den Raum der maximalen Ideale von P auffassen. 


VIII. Die Algebra E ist die schwach abgeschlossene Hülle der Algebra P. 


Beweis. Da E schwach abgeschlossen ist, genügt es zu zeigen, daß P im 
Sinne der schwachen Topologie dicht in E ist. 


Es sei x(f) € B(R); dann gehört z(f) auch zu L(R)= L(D). Wir nehmen 
zunächst z(f) >0 an. Wegen z({\EBN) ist z{f)<e für ein konstantes 
positives ec, Zur Abkürzung setzen wir f x(f)de(f}= I(z). Nach Definition 
von I (x) gibt es zu jedem ö > 0 eine Funktion y’ € M*(D) mit den Eigenschaf- 
ten y > x und I(y’ — x) = I(y’) — I(«) — (vgl. $6, Nr. 4). Ersetzen wir, 
wenn nötig, y’ durch y’ Ne, so können wir annehmen, daß y' ebenfalls höchstens 
gleich c ist. Nach Definition von I(y’) existiert eine Funktion y(f) E C(D) 
mit den Eigenschaften 0 <ysy und I(y —y)=I(y) — I) < = Dann ist 
0<zyse und I(le—yı)<ö. 


Gegeben sei nun eine beliebige Funktion x{f) € BR) mit der Eigenschaft 
Is{)I<c. Schreiben wir diese Funktion in der Gestalt 


«NER - N): 


wobei O<x,{} sc (k=1,2,3, 4) ist, und wenden wir auf jede der Funk- 
tionen x,(f) das vorhergehende Resultat an, so können wir schließen, daß 
in O(®) eine Funktion y(f) existiert, für die |y||o<4c und |«—y|ı <ö 
ist. Dann gilt aber für beliebige Funktionen a,(f) E BR) (k=1,2,...,") 


[en - Na NdeN)|=| [Ted NlaMde| 
D 


(8) 


= max ja |o-|e-Ylı<e 
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für € 


max |@;lloo ’ 
1<k<n 


<OyAr ER, O,Arr = | |yiPrlA*A)de) | 
40 [ FA*A)def)=4ArEh, Art 


ist. Da die Menge der Vektoren Ar&p, A € R, in L?(F) dicht ist, gilt |0,| < &e, 
und die durch (8) definierten Umgebungen bilden eine Basis schwacher Um- 
gebungen in der Kugel |C| s 4c der Algebra E; folglich ist C, ein schwacher 


Häufungspunkt der Operatoren O,, yE CB). 


ö< 


wobei 


. 2. Anwendung auf die Zerlegung einer Algebra. Wir wollen nun ein festes 
positives Funktional F über R betrachten. Es sei 


— [ fA)delf) 
® 


seine Diagonalzerlegung, ® der Kernraum und P die Kernalgebra dieser 


Zerlegung. 
Wir bezeichnen mit © die Gesamtheit der Vektoren 


&= VBAur&t, BrEef,ArER. 


Dann ist © dicht in L2(F). Jedem Vektor & € © orgnen wir eine für alle FE ® 
definierte Vektorfunktion 
ei= ZB) )An,s 7 


zu. Dabei ist &(f) E 9, = Z?(f) für jedes FER. 
Diese Zuordnung E>£(f) besitzt die folgenden Eigenschaften: 


1. Ist &>&(f} und n>n{f), so gilt 

ae+Ppn>eef)+Pn) 0) 

Em [EN nWrdeh). (2) 
b) 


und 


‚Beweis. Die erste Behauptung ist klar. Für den Beweis der zweiten setzen 
N 8= 2 Bıdı,r&r: n= 2 0;D;,rer 
mit B,, C;,€EE und A,, D,E R. Dann ist 
LE, = Br Ar,r&%, 0; D;, rem 


= [ENG MD£rAr,r)de 

78 
= f EBENEN ZHMDNMIeN 
- KEN, nM)deW- 
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II. Die Zuordnung E> Ef) isi eineindeutig. 
Beweis. Es gelte E>£(f) und &>’(f). Mit Hilfe von (1) erhalten wir 
0>£H—E(f), so daß aus (2) 


0=-[En-ENdew) 
® 


folgt. Da die Funktion JE()— E’(f)? stetig ist, folgt hieraus 
OO EN-EN-0, EN=EN auf D. | 
Somit ist die Funktion £(f) durch das Element £ eindeutig definiert. Dabei 
ist JEP= [EN de) = 0 für &)=0. 
Folglich ist die Zuordnung E—£(f) eineindeutig. 
II. Für alle EC ©, ACER ist 
ArgES und (Ard)N=ALlN. 


Beweis. Wir setzen 
&= 3 BiAy, rer: BER, 4ER. 
Dann ist für ACER 
Art=ZArBed,, = B(AA,)F FE S 


d 
iR (Ar) = Bel) (AAED=L Bull) ArAs. se} 


A, ZB ALFA N). 


Die Sätze I und II führen naturgemäß zu folgender Definition. 

Es sei 7’ ein lokal bikompakter Raum mit dem Maß o, das seinerseits den 
Träger 7 bat, und O(T) die Gesamtheit der beschränkten stetigen Funktionen 
auf 7‘. Wir setzen voraus, daß jedem Punkt i € 7 ein Hınsertscher Raum $, 
entspricht. Eine Menge © von Vektorfunktionen &= £(f) mit Werten aus 9, 
nennen wir eine Basis des topologischen direkten Integrals, wenn © den folgenden 
Bedingungen genügt: 

1. Für alle E=£(), n=n{)E€ © ist das Skalarprodukt <&ft), n(t)> eine 
stetige und nach o integrierbare Funktion auf T. 

2. Die Menge © ist linear, d. h., aus £{t), n(t) € © folgt 

Eh +HPRWES. 

3. Für alle E&=£(t)E 6 und 2= xl) ECT) gehört die Vektorfunktion 
xeE=afli)Ell) zu ©. 

4. Für jedes feste i,E€ T ist die Menge der Vektoren &(i,), &{f) E ©, in $,, 
dicht. 

Definieren wir das Skalarprodukt in & durch die Formel 


E, mE, nt))det), 
Tr 
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so haben wir © zu einem euklidischen Raum gemacht; die vollständige Hülle 
dieses Raumes nennen wir das topologische direkte Integral der Räume 9, 


bezüglich e und schreiben dafür 9 Yao. 


E 
Wir ordnen nun jedem 5 € T' einen beschränkten linearen Operator A, aus 
9, zu. Gibt es n 9 = f 9 Yde einen beschränkten linearen Operator A mit 


g ’ 
‚den Eigenschaften ASC 65 und (Ad) (f)= A,£Et) für alle sET, so heißt A 
das direkte Integral der Operatoren A,, und. wir schreiben A = f ©4:. 


_W. Ist A= jo4 gib JA sup Au. 
Beweis. Für jede Funktion = = ECT) ist 
AzsP=<|APleE, 
en eoPlasWPaen <]ARfleW@rlEWldee) 
Hieraus folgt, da x(f) beliebig ist, 
 MEoslalen 
4=<14|. (3) 


Andererseits haben wir, wenn wir & = sup |4,| setzen, 
1eT 


und somit 


A200 PdeW<afleWFde@), 
also JAE® <a2]£}. Hieraus folet 141 <a, und ein Vergleich mit (3) ergibt 
!Al=a. 
V. Für jede Funktion «= xt) € C(T) existiert ein Operator Ö,= f ®z(l)l,, 


T 
wobei 1, Hinsoperator von 9, ist, und x — O, ist ein isometrischer Isomorphismus. 
Beweis. Gehört x zu C(T) und E zu ©, so ist nach Bedingung 3 auch 
xzEE& und vwd] <|z| jE], so daß der Operator C, von ©, der durch die 
Formel O,£—= x& definiert wird, beschränkt ist. Er läßt sich stetig zu einem 
beschränkten Operator CO, in 9 fortsetzen. Offenbar ist 


[82:01 |0,|=sup|zt) 4} =sup|e@)]|=|e| 
Y te? te? 


Die Zuordnung x — C, ist also ein isometrischer Isomorphismus. 
Bezeichnen wir das Bild der Algebra C(T') bei diesem Isomorphismus mit &, 
so ist & die Kernalgebra des gegebenen direkten Integrals. 


VI. Ist R die Banaousche symmetrische Algebra der Operatoren A: auf 
9 zZ: 8. Vde, deren jeder ein direktes Integral A= © 4, ist, so ist die Zu- 


ar A-— A, eine symmetrische Darstellung der Aid R. 
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Beweis. Wir brauchen nur zu zeigen, daß die Zuordnung A — 4A, sym- 
metrisch ist. Setzen wir 


A=[®4A, und 4*=[©B, 
pP ; m 


so ist für jede Funktion z=x(t)EC(7) 
Art, mw, A’: 


rw: n@>dew)=[z)<ER), Bn@)den). 


Hieraus ergibt sich (A,E{t), ni) =<Elt), Bin(d), also B,=AfF. 

Diesem Satz können wir entnehmen, daß das Bild R, der Algebra R bei der 
Abbildung A — 4, eine Banachsche symmetrische Algebra in 9, ist (vgl. die 
Folgerung aus $ 24, Nr. 3). Diesen Umstand können wir durch die Bezeichnung 


R= f © R, ausdrücken und R das direkte Integral der Algebren R, nennen. 


d.h. 


Lu 
Wir wenden uns nun wieder der Algebra R, dem Funktionai F und der 
Menge © zu, die wir am Anfang dieser Nummer betrachtet haben. 
Die Sätze I und II bedeuten, daß © eine Basis des topologischen Integrals 


f 22(f) Ydo (f}) ist und die Zuordnung & > ö(f) eine isometrische Abbildung des 


® 

Raumes L2(F) auf f L2(f) Yde(f) erzeugt. Identifiziert man den Raum L*(F) 
—_—? 

mit F L({f) Yde (f), so sind auf Grund von Satz III die Operatoren Ar € Rs 

ES Integrale Ar = J ©®4, und die Algebra Rp ein topologisches 


Integral Rr = F ®AK,. Da hierbei fast alle fE © unzerlegbar sind, sind fast 


alle R, irreduzibel. Daraus erhalten wir den folgenden Satz: 
VI. Ist F(4)= f f(A)do(f) die Diagonalzerlegung des positiven Funk- 


6) 
tionals F über R, so definiert die Zuordnung &E — E(f) eine isometrische Abbildung 
des Raumes L?{F) auf das direkte Integral J Z2{f) Ya (f). Bei dieser Abbildung 


geht jeder Operator Ay € Rr in das dire Integral J © 4,, die Kernalgebra 
von L2(F) in die Kernalgebra des direkten en J: L(f} Yaed) und die 


Algebra Rr in das direkte Integral f © AR; über; dabei 2 {im Sinne von 0) 
jast alle Algebren R, irreduzibel. ? 

Wir nehmen nun an, 9 besitze einen in bezug auf die Algebra R zyklischen 
Vektor &£,, und wenden Satz VII auf das positive Funktional F(A) = <A&,, &> 
an. Da &, zyklisch ist, vermittelt das Funktional .F eine isometrische Abbildung 
des Raumes & auf L2(F); dabei gehen £&, in &$ und die Operatoren A in die 


522 $41. Zerlegung einer Algebra von Operatoren 


Operatoren Ar über. Also sind in diesem Fall die Algebren R und Ry raum- 
isomorph. 
Damit haben wir den folgenden Satz: 


Theorem 3. Ist R eine Banachsche symmeirische Algebra von Operatoren 
eines Hınzerrtschen Raumes 9 mit einem zyklischen Vektor &,, \&!= 1, und 
einem Einsoperator, so existiert eine isometrische Abbildung des Raumes $ auf 


das direkte Integral f 9, Ydo mit folgenden Eigenschaften: 


3) D ist der Raum der maximalen Ideale der Kernalgebra dieses Iniegrals; 

b) R geht in das direkte Integral Y © R, über, in dem fast alle R, (im Sinne 
von 0) irreduzibel sind; 

c) die Basis des Integrals f 9, Yde do enthält eine Vekiorfunktion &,(f), die 


für R, und jedes FE® zyklisch ist und der Bedingung \E,(f}| = 1 genügt; 
d) für alle fi # fs existiert ein Operator AER, für den 


gilt.!) Ar Eolh)s El? + <ArEolte), Eule) 


Wir gehen nun zum allgemeinen Fall über. 

Es sei R eine beliebige BanacHsche symmetrische Algebra von Operatoren 
eines Hınzerrschen Raumes 9. Dann läßt sich $ in die direkte orthogonale 
Summe = 3 ® 9” von bezüglich R invarianten Teilräumen $9* zerlegen, 


von denen jeder einen bezüglich R zyklischen Vektor &* besitzt. Mit R* be- 
zeichnen wir die Einschränkung der Algebra R auf & 
Nach diesen Voraussetzungen können wir auf 9* und R* das Theorem 3 


anwenden. Es seien 
[orvae., Er: und © 
4 Eu 


die entsprechenden direkten Integrale und ihre Basen, und wir bezeichnen 
mit © die diskrete Summe der Räume ®*, mit © die diskrete direkte Summe 
der Basen &* und mit o das Maß auf ®, das auf den Mengen AcC ® mit Hilfe 


der Formel 
eAA=N (AND) 
definiert wird. Jedes Element Z€ © ist eine endliche Summe &= SE, 


&, € ©*. Wir setzen ö 
en=EN für FED. 
Gehören € und n zu © und ist &= NVE,n=N 1,80 sind &, und 7, nur für 
endlich viele Indizes x von Null verschieden: folglich ist 
EM-IERD=T je Nr [En Mao). 


!) Die Behauptung d) bedeutet, daß für f, +7, ein Ossr AER existiert, für den 
fi(4) von f,(A) verschieden ist. 
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Wir sehen sofort, daß die Gesamtheit der Funktionen £(f), EE ©, auch allen 
übrigen Basisaxiomen des topologischen Integrals I. 9 Ydoe genügt, wobei 


® 
9, = 9f für fE D* ist. Setzen wir ferner R,— KR} für [€ D*, so erhalten wir 
R= f ©® R,. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
E) 


Theorem 4. Ist R eine Bawachsche symmetrische Algebra von Operatoren 
eines HILBERTschen Raumes 9, die den Einheitsoperator enthält, so gibt es eine 
er Abbildung des Raumes 9 auf das direkte topologische Integral 


I 9, Vde do über einem lokal bikompakten Raum ®, bei der die Algebra B in das 


direkte Integral f © R, übergeht, wobei lokal fast alle Algebren R, (im Sinne des 
E) 
Maßes o) irreduzibel sind. 


3. Die Zerlegung einer Algebra in Faktoren. Wir setzen voraus, R sei eine 
BanachHsche symmetrische Alsebra von Operatoren eines HrLsertschen 
Raumes $ und RU eine BawacHsche symmetrische Teilalgebra von R’, die 
in R’ im Sinne der schwachen Topologie dicht ist!), und wenden Theorem 4 
aus Nr. 2 auf die Algebra K= RUR® an. 

Auf Grund dieses Satzes können wir $ als topologisches direktes Integral 


9= 4 9 Va Yde and die Algebra K als direktes Integral X = a, © K, auffassen, 
abe lokal fast alle K, irreduzibel sind. Insbesondere ei R= 1 © AR, und 
R® — [® RW. Dabei gilt infolge der Stetigkeit des Homekorphikmus K>K 

f 5 5 f 

8 
K;—=RRUR®. 
Hieraus folgt, wenn X, eine irreduzible Algebra ist, 
RENRP'=(R,LURPY= KR; = (el). 

Da Roc R;, also RC RW ist, erhalten wir ebenfalls 


RU NRI= («1,) A) 
und analog 
Rp N RW — Bi n RP" — (a 1,) a (2) 


Ein den Bedingungen (1) bzw. (2) genügendes Paar von schwach abgeschlosse- 
nen Algebren nennen wir faktorisieries Paar (vgl. $34, Nr. 4); offenbar sind 
die Elemente eines faktorisierten Paares Faktoren. 
Hiermit ergibt sich der folgende Satz, der einen Satz von v. Nzumann?) [9] 
“ verallgemeinert. 


1) Insbesondere kann RW mit .R’ übereinstimmen. 
2) v. NEUMANN betrachtete nur eine schwach abgeschlossene Algebra eines separablen 
Hirsrrtschen Raumes. 
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Theorem 5. Es sei R eine BanachHsche symmetrische Algebra von Operatoren, 
eines Hısurıschen Raumes 9 und RW eine Banaicusche symmetrische Teil- 
algebra von R’, die im Sinne der schwachen Topologie in R’ dicht ist. Dann läßt 


sich % derart als topologisches direktes Integral 9 = J 9, VYae auffassen, daß 
R= f © R, und RO ’ ®RW ist und die Algebren 17 und RY” für lokal 
Ei) 
fast alle FED (im Bine des Maßes go) ein jaktorisiertes Paar bilden. 


4. Die Mautnersche Zerlegung. Es sei wieder R eine BanactHsche symmetri- 
sche Algebra von Operatoren eines Hiuperrschen Raumes 9 und E eine 
Diagonalalgebra zu RB, d.h. 

(R U E/=E 
{vgl. Nr. 1, Satz I). Wenden wir nun Theorem 4 aus Nr. 2 auf die Algebra 


RUE an, so können wir $ auf Grund dieses Satzes als direktes Integral 
= f 9 Yde auffassen, so dß RUE = f ®(R UE), ist, wobei lokal fast 


Ö E) 
alle (RUE), irreduzibel sind. Für jede Funktion = x{f}JEC(B) ist der 
Operator f ® x{f)l, mit allen Operatoren A = J © A, aus der Algebra RUE 


verlanichben und gehört demzufolge zur Alkobrs (RVUEY=#. Somit ist 
jeder Operator aus der Kernalgebra des Integralis 2 9, Va Yae in:der Diagonal- 
algebra E enthalten. 

Ist umgekehrt B ein Operator aus E, so läßt sich B in der Form B= J ®B; 


darstellen. Wegen BE(RUEY gehört B; zu ((RUE),) = («1,) für Iakal fast 
alle FED, so daß für lokal fast alle fe ®, die Beziehung B, = en 1, gilt. 


Wir bezeichnen die Basis des direkten Integrals [ 9 Ydoe mit ©. Nach 


D 
Definition der Basis existiert für jedes }, € ® ein Vektor &,€ © mit der Eigen- 
schaft &,(f) +0. Dann gibt es aber infolge der Stetigkeit der Funktion 
I&Es(f)} eine offene Menge UC®, die f, enthält und auf der &,(f) #0 ist. 
Andererseits haben wir für lokal fast alle fE® 


BE (N): MM =Elf) EN, 


so daß aufeiner in U dichten Menge V die Funktion x (f) mit der auf U stetigen 
Funktion 
— Br): v E12 


übereinstimmt. Daher ist auf V 


BEN, MD =HN EN, nd) A) 


für alle &,n € ©. Da beide Seiten von (1) überall auf U stetig sind, gilt (1) 
auf ganz U. Aus (1) folgt außerdem, daß B,= y,(f)}1; für alle FE U ist, da 
für jedes f die Vektoren £(f) und »,(f) im 9, dichte Mengen bilden. Da ® von 


5. Die Zerlegung der Darstellung 525 


solchen Mengen U überdeckt werden kann, ist B, = y,(f)1,, wobei y,(f) eine 
stetige Funktion ist; dabei gilt |B] = sup | B,]= sup |y,(f}l, so daß y,(f) 
beschränkt ist. 


Es ist also B= [@y(f)1, mit Yu) EO(®), so daß B dem Kern des Inte- 
P) 


grals f Be} Ydo angehört. Damit ist bewiesen, daß Z mit dem Kern dieses 
® 


Integrals übereinstimmt. 
Da die Menge T= [2 Br Ar: Br ER, A,€ 2 in RUZ dicht ist, bildet 
auch k 


[2 Br,rAu.r: Br€B, Ach = FaMAr, :% € FAEER) =H, 


‚ eine in (RUE), dichte Menge; daher ist R,= (EU E),, und fast alle R, sind 
irreduzibel. 
Diese Überlegungen lassen sich in dem folgenden Satz zusammenfassen: 


Theorem 6. Ist R eine BanachHsche symmeirische Algebra von Operatoren 
eines HıLBERTschen Raumes 9 und E die Diagonalalgebra zu R, so läßt sich 9 


derart als topologisches direktes Integral 9 = f % Ydo auffassen, daß 
Ö 


a) der Kern dieses Integrals mit E übereinstimmt; 
bh) R= f © R, ist, wobei lokal fast alle R, (im Sinne des Maßes go) irreduzibel 
sind. ® 


5. Die Zerlegung der Darstellung einer symmetrischen Algebra in irreduzible 
Darstellungen. Gegeben sei eine symmetrische Darstellung x — 4, einer 
symmetrischen Algebra R in einem Hırzertschen Raum 9. Enthält R nicht 
das Einselement, so bezeichnen wir mit R, diejenige Algebra, die wir aus R 
durch Adjunktion des Einselements erhalten. Enthält jedoch R schon das 
Einselement, so setzen wir R,= R. Die Darstellung «—> A, 1äßt sich auf 
natürliche Weise zu der Darstellung «> A, der Algebra R, fortsetzen. Wir 
bezeichnen nun mit %, das Bild der Algebra R, bei dieser Darstellung und 
mit K die abgeschlossene Hülle der Algebra St, bezüglich ihrer Operatornorm. 
Wenden wir auf K Theorem 4 aus Nr. 2 an, so können wir $ als topologisches 


direktes Integral 9 — } 9 Yde auffassen, so daß X = v © K, ist, wobei fast 


8 ® 
alle X, irreduzibel sind. Insbesondere läßt sich jeder Operator A, € R; in der 
Gestalt A,— f ®4A,,, darstellen. Die Darstellungen ©> A, und A, 4,; 
5) ' 
erzeugen eine Darstellung x— A,, der Algebra R, und demzufolge der 
Algebra R. 

Bezeichnen wir nun mit %,, und R, die Bilder der Algebren R, bzw. R 
bei der Dazstellung => A,,, so erhalten wir R,,, offenbar aus R, durch 
Adjunktion des Einsoperators. Außerdem ist, da R, bezüglich der Operator- 
norm von 9 in K diehtist, N, ‚bezüglich der Operatornorm von 9, in K, dicht. 
Also gilt (R,Y—= (Rı,)’ = (X, auch für lokal fast alle FED, d.h., es ist 
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{NY = {al,) und somit R, irreduzibel. Das bedeutet, daß auch die Dar- 
stellung 2 > A,,, irreduzibel ist. 
Aus diesen Überlegungen folgt der Satz: 


Theorem 7. Gegeben sei eine symmetrische Darstellung x — A, einer Sym- 
metrischen Algebra R in einem Hınzurtschen Raum 9. Dann können wir 5 


als topologisches direktes Integral 9 = Al 9 Ydo auffassen, sodaß A, =/ ® 4, 


und für lokal jast alle FED (im An des Maßes o) die Darstellung “ > Ayr 
irreduzibel ist. 

Wir wollen sagen, daß die Darstellung © A, in das RRORIETE direkte 
Integral der Darsiellungen x — A,; zerlegt ist. 


6. Die Zerlegung der unitären Darstellungen einer lokal bikompakten Gruppe 
in irreduzible Darstellungen. 

Theorem 8. Gegeben.sei eine stetige unitäre Darstellung g — U, einer lokal 
bikompakten Gruppe © in einem Hınzerrschen Raum 9. Dann läßt sich der 
Raum & alstopologisches direktes Integral 9 = / 9 Yde auffassen, das den folgenden 
Bedingungen genügt: 

a) Es ist U, ‚ [® U, 


b)in ® sie eine bezüglich o lokale N’ ullmenge N derart, daß 9 für jedes 
FED— N von (0) verschieden ist, und g— U} ist eine irreduzible stetige unitäre 
Darstellung der Gruppe © in 9. 


Beweis. Offenbar brauchen wir diesen Satz nur für eine zyklische Dar- 
stellung zu beweisen, denn danach können wir dasselbe Verfahren wie im 
Beweis von Theorem 4 aus Nr. 2 anwenden. 

Es sei also g> U, eine zyklische Darstellung und £° ein zyklischer Vektor. 
Dieser Darstellung entspricht eine zyklische Darstellung x > A, der Gruppen- 
algebra R(&) von ©. Ist R die minimale BanAcHsche symmetrische Algebra 
von Operatoren aus 9, die alle A„x€ R(6), enthält, so ist offenbar &0 ein 
bezüglich .R zyklischer Vektor. Wenden wir auf R das Be 3 aus Nr. 2an, 
so erhalten wir den Raum 9 alsdirektes Integral 9 9 Yao de,sodaß R= = OH, 
ist. Dabei gilt: 

1. Die Basis & dieses Integrals enthält eine Funktion & = £°(f), für die 
jeder Wert &%(f) ein zyklischer Vektor der Algebra R, von $; ist, der der 
Bedingung |E°(f)|= 1 genügt. 

2. Es existiert eine Menge N, vom g-Maß Null derart, daß BR, für fe D — N, 
irreduzibel ist. “2 

Wegen A,€ Rist A,— f ©& A}, und für jedes feste FE D ist die Zuordnung 


S 
%— Al, eine für [ED — N, irreduzible Darstellung der Algebra R(®). 
Es sei N, die Menge derjenigen f€ ®, für die die Darstellung x — Al, eine 
ausgeartete Darstellung enthält, und Q/ derjenige Teilraum von 9, auf dem 
die Darstellung <— A], ausartet. 
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Wir setzen 


= für JED—N;, 
= —-4 für FEN, 
und betrachten die Zuordnung «— Al, als Darstellung in $,. Für 9, + (0) 
entspricht der Darstellung x — Al, die stetige unitäre Darstellung g— U/, der 
Gruppe © in $,, die für [ED— N, irreduzibel ist. Setzen wir U) = ö für 
9, = (0), so ist der Operator U!, für alle f € ® definiert. 
Aus der Definition der Räume 9; folgt, daß die Menge aller Vektoren 


A,6%, € D(6), eine Basis des topologischen Integrals Y 9 Yde ist. Da e 


eine in © dichte Menge bildet, gilt also 9 =! H,Vdo. Außerdem ist!) 
U,A,2'= 4,,€°, und damit haben wir 
U,5C6, 
(U,A .e) A DAEN=- UA: a) 

Die Beziehung (1) besagt, daß U, = = ®Uf ist. 

Es bleibt noch zu zeigen, dBN = N, U N, eine g-meßbare Menge vomo-Maß 
Null ist. Setzen wr = N, —N,N N,, soist N= N, U N3, und wir brauchen 
nur zu beweisen, daß ein) — 0 ist. 

Es sei fEN:; dann ist die Darstellung x > Al, irreduzibel und enthält eine 


ausgeartete Darstellung, so daß sie eine eindimensionale ausgeartete Dar- 
stellung ist. Hieraus folgt 


AZEN=0 fürale zEL![G). (2) 
Somit ist N3 die Gesamtheit derjenigen FE ®, für welche die Beziehung 
HEN =0,x ED), erfüllt ist. Da |ALE(f)| für jedes «€ Z!(G) eine 
stetige Funktion von f ist, muß N; abgeschlossen und daher meßbar sein. 
Wir wollen nun noch zeigen, daß en) = = 0 ist, 


Dazu wählen wir ein x aus L!(G), das die Ungleichung |A,& — &] <e 
für ein gegebenes & > 0 erfüllt. Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit 


Sen -EeWMPaen<e 
® 
und hat die Ungleichung 
| en -eWrden<e 
N; 
zur Folge. Hieraus erhalten wir mit Hilfe von (2) und der Bedingung |&,(f)|—=1 


e(N; )=jde nf Deden<e, 


3) Wir erinnern daran, daß «,, die durch die Formel %(gN) = 296 1g) definierte Funk- 
tion ist. 
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und da & eine willkürliche positive Zahl ist, gilt ei) = u 
Somit läßt sich die unitäre Darstellung g > U, in das en Integral der 
irreduziblen unitären Darstellungen g> Us zerlegen. 


Für eine diskrete abzählbare Gruppe wurde das Problem der Zerlegung einer unitären 
Darstellung in irreduzible Darstellungen zuerst von A. N. KoLMmoGoRoFF gelöst.!) 

In der darauffolgenden Zeit wurde die Zerlegung einer gegebenen Darstellung einer 
Algebra oder Gruppe Gegenstand der Untersuchungen von Anzıson-Werskı [1], GoDB- 
MExT [7], von N#umann [9], Maurweg [2], Neumark und Fomm [1] sowie Smqar [11] 
{vel. hierzu den zusammenfassenden Artikel von Macke [2]) 

Die vollständige Lösung dieses Problems gelang unlängst dem japanischen Mathematiker 
Tomıra [2, 3], dessen Darlegungen wir in $ 40 und in $ 41, Nr. 1 bis 4, folgten. Theorem 8 
aus $41, Nr. 6, stammt von Nwumark und wurde schon früher publiziert. In den oben 
zitierten Arbeiten von GopEmeEnT, MAurnER sowie NEUMARK und Fomin werden der 
Gruppe und dem Raum der Darstellung zusätzliche Beschränkungen auferlegt, und es 


wird nur behauptet, daß in einer Zerlegung vom Typ U, = 1 & u für fast jedes fe D 


. ® 
die Beziehung u _ „ fast überall auf & gilt, wobei g> V} eine irreduzible unitäre Dar- 
stellung der Gruppe ist. 


1) A.N. KoLmocoRorF trug seine Ergebnisse auf der Sitzung der Moskauer Mathe- 
matischen Gesellschaft am 4. Februar 1944 vor. 


ANHANGI , 
HALBGEORDNETE MENGEN. ZORNSCHES LEMMA 


Eine Menge X von. Elementen z,y,2... heißt halögeordnet, wenn für 
gewisse Paare x, y dieser Rlemente eine Beziehung x <y mit den folgenden 
Eigenschaften erklärt ist: 

a) v<w; 

b) aus =<y und y<x folgt = y; 

c) aus z<y und y<z folgt x <a. 

Eine halbgeordnete Menge X heißt nach unten gerichtet, wenn für x, y ex 
stets ein Element z€ X existiert, für das 2z<x und 2<y ist; analog wird. 
eine nach oben gerichtete Menge definiert. Eine halbgeordnete Menge ist linear 
geordnet, wenn für je zwei voneinander verschiedene z,y € X entweder 
x <y oder y<x ist. 

Das folgende Lemma, das dem ZermeLoschen Auswahlaxiom (vgl. Birk- 
HOFF [1], Kap. III, $ 6) äquivalent ist, wird oft in der Funktionalanalysis und 
in anderen Gebieten der Mathematik angewendet. 

Zornsches Lemma. Hat jede linear geordnete Teilmenge einer halbge- 
ordneten Menge X eine obere Grenze in X, so enthält X ein maximales Element. 

In dieser Formulierung läßt sich offenbar die obere. Grenze durch die 
untere und das maximale Element durch ein minimales ersetzen. 


ANHANG I 
TEILNETZE IN EINEM BIKOMPAKTEN RAUM 


Eine Funktion x, mit Werten aus einem Raum X, deren Argument « eine 
beliebige (nach oben) gerichtete Indexmenge X durchläuft, nennen wir Netz 
(oder gerichtetes System) in X. Ist ® eine andere (nach oben) gerichtete Index- 
menge, so ist die Menge f{x,.a, BED} ein Teilnetz des Netzes {x,,«E A, 
wenn 9(ß) für alle BEB zu X gehört und für jedes „EX ein solches 
f,€% existiert, daß p(P) > «, für alle 8 > P, ist. 


Satz (Kuruey [1]). Jedes Netz {a,,x EW eines bikompakten Raumes X 
enthält ein konvergentes Teilneiz. 

Beweis. Wir setzen X, = {x,,a’ >a, «’ EW}; die Mengen X, bilden ein 
zentriertes System und haben daher einen gemeinsamen Berührungspunkt «. 
Wir wählen als ‚Menge ® die Gesamtheit der Paare = {«x, V}, wobei « zu A 
gehört und V eine Umgebung des Punktes x ist, und ordnen die Menge 8, 
indem wir {x,, 1} > {&, Va} setzen, wenn gleichzeitig %&ı>% und V,CV, 
ist; für = {&, 7} setzen wir 9($)= «’, wobei @’ >« ein Element der Menge X 
ist, für welches x, zu V gehört. Damit ist x, «€ V für = {x, V}. Das Teilnetz 
(x, BE %} des Netzes {x,,x EM Eee dann gegen x, denn für jede 
Umgebung Y, des Punktes x und jedes = {«, /} > ,= {&,, Vo} gilt die 
Beziehung 2,9, EV CV,- 
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BEZEICHNUNGEN 


1. Mengentheoretische Bezeichnungen: 


acA 
ACcB 


B—A 
Ay UA, U...UA, oder UA, 


ANAN...NA, oder NA, 
[7 


. Bezeichnungen. von Funktionen: 


fa:a € A, f(a)E B} 


rıa) 


. Topologische Bezeichnungen: 


A 

U (x) 

int A 
I,xXX,xX x X, oder JIX, 


a ist ein Element der Menge A 

die Menge A ist in der Menge B ent- 
halten 

Differenz der Mengen A und B 
Vereinigung der Mengen A,,..., A, 
bzw. A, 

Durchschnitt der Mengen A,,..., 4, 
bzw. A, 


‚leere Menge 


Die Gesamtheit aller Punkte a der 
Menge A, für welche f(a) € B ist; ins- 
besondere ist {a:f{a) <b} für reelle 
Zahlenfunktionen die Gesamtheit aller 
reellen Zahlen a, für welche f(a) < bist 
(analog werden die Symbole 


fa: (a) <b}, {a: f{a) > b}, . 


- definiert). 


vollständiges Urbild der Menge A bei 
der Abbildung f. 


abgeschlossene Hülle der Menge A 
Umgebung des Punktes x, 

Inneres der Menge A 

direktes Produkt der Räume X, ,..., X, 
bzw. X, 
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